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Ïîêàçàíî, ÿê çà äîïîìîãîþ ìíîãî÷ëåíiâ Áåðíøòåéíà äîâîäÿòüñÿ êëàñè÷íi òåîðåìè Ëåáå à
i Áåðà ïðî íàðiçíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ i âñòàíîâëåíî, ùî êîìïàêò Y ¹ ìåòðèçîâíèì òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ I : Cp(Y ) → Cu(Y ) íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà
B1(Cp(Y ), Cu(Y )) àáî êîëè äëÿ êîæíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ
C(X,Cp(Y )) ⊆ B1(X,Cu(Y )).

It is shown that using Bernstein polynoms can one prove the classical Lebesgue and Baire theorems
on separately continuous functions. It is obtained that a compact Y is metrizable i� identical
mapping I : Cp(Y ) → Cu(Y ) belongs to the �rst Baire class B1(Cp(Y ), Cu(Y )) or for every
topological spaces X the inclusion C(X,Cp(Y )) ⊆ B1(X,Cu(Y )) holds.

1. Ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé X i Y � òîïîëî-
ãi÷íi ïðîñòîðè i f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ.
Ñèìâîëîì C(f) ìè ïîçíà÷à¹ìî ñóêóïíiñòü
óñiõ òî÷îê íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f ,
à ÷åðåç D(f) � ìíîæèíó éîãî òî÷îê ðîç-
ðèâó. Ñèìâîë C(X,Y ) îçíà÷à¹ ñóêóïíiñòü
óñiõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X → Y ,
à B1(X,Y ) � ñóêóïíiñòü óñiõ âiäîáðàæåíü
f : X → Y ïåðøîãî êëàñó Áåðà, ÿêi õàðàêòå-
ðèçóþòüñÿ óìîâîþ: iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü âiä-
îáðàæåíü fn ∈ C(X,Y ), ÿêà ïîòî÷êîâî çáiãà-
¹òüñÿ äî f íà X. Ó âèïàäêó Y = R ìè ïîêëà-
äà¹ìî C(X) = C(X,R) i B1(X) = B1(X,R).
ßêùî X ⊆ R, òî âiäîáðàæåííÿ f : X → R
íàçèâà¹òüñÿ ïîëiíîìiàëüíèì, ÿêùî iñíó¹ òà-
êèé ïîëiíîì g(x) =

n∑
k=0

akx
k, ùî f(x) = g(x)

äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Ñóêóïíiñòü óñiõ ïîëiíî-
ìiàëüíèõ ôóíêöié f : X → R ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç P (X).

Äëÿ òðüîõ ìíîæèí X, Y i Z, âiäîáðàæåí-
íÿ f : X × Y → Z i òî÷êè p(x, y) ∈ X × Y
ìè ïîêëàäåìî fx(y) = fy(x) = f(p). Ôîðìó-
ëàìè ϕ(x) = fx i ψ(y) = fy âèçíà÷àþòüñÿ
âiäîáðàæåííÿ ϕ : X → ZY i ψ : Y → ZX ,
ÿêi íàçèâàþòüñÿ àñîöiéîâàíèìè ç f . Íåõàé
X,Y i Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Ìè áóäåìî
âæèâàòè çâè÷àéíi ïîçíà÷åííÿ:

CC(X × Y, Z) = {f ∈ ZX×Y : (∀x ∈
X)(fx ∈ C(Y, Z)) i (∀y ∈ Y )(fy ∈ C(X, Z))}

äëÿ ñóêóïíîñòi âñiõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiä-
îáðàæåíü f : X × Y → Z (êîðîòêî: CC-
ôóíêöié) i

CB1(X × Y, Z) = {f ∈ ZX×Y : (∀x ∈
X)(fx ∈ B1(Y, Z)) i (∀y ∈ Y )(fy ∈ C(X, Z))}
äëÿ ñóêóïíîñòi âñiõ âiäîáðàæåíü f : X×Y →
Z, ÿêi íåïåðåðâíi âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i
íàëåæàòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà âiäíîñíî
äðóãî¨ (êîðîòêî: CB1-ôóíêöi¨). Äëÿ ìíîæè-
íè Y ⊆ R ïîêëàäåìî

CP (X × Y,R) = {f ∈ RX×Y : (∀x ∈
X)(fx ∈ P (Y )) i (∀y ∈ Y )(fx ∈ C(X))}.

Äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ñèìâîëîì
Cp(X) ïîçíà÷à¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
C(X) âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : X → R
ç òîïîëîãi¹þ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi, ùî ïî-
ðîäæó¹òüñÿ ñóêóïíiñòþ ïåðåäíîðì πx(f) =
|f(x)|. Äëÿ êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó X ñèìâî-
ëîì Cu(X) ìè ïîçíà÷à¹ìî áàíàõiâ ïðîñòið
C(X) ç íîðìîþ ||f || = max

x∈X
|f(x)|. Ïîñëi-

äîâíiñòü ôóíêöié fn : X → R ðiâíîìiðíî
çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f : X → R íà X
(ïèøåìî: fn ⇒ f íà X), ÿêùî äëÿ êîæíî-
ãî ε > 0 iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî äëÿ âñiõ
n ≥ N i âñiõ x ∈ X âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
|fn(x)−f(x)| < ε. ßêùî fn i f âçÿòi ç Cu(X),
òî fn ⇒ f òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè fn → f â
Cu(X), òîáòî ||fn − f || → 0. Ëåãêî ïåðåâiðè-
òè, ùî f ∈ CC(X × Y,R) òîäi i òiëüêè òîäi,
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êîëè ϕ ∈ C(X,Cp(Y )).
2. Ïðîáëåìè. Â òåîði¨ íàðiçíî íåïåðåðâ-

íèõ âiäîáðàæåíü íà ñüîãîäíi ¹ ùå äîñèòü
áàãàòî íåðîçâ'ÿçàíèõ ïðîáëåì, ÿêi ñòèìó-
ëþþòü ïîäàëüøèé ðîçâèòîê öüîãî âàæëèâî-
ãî ðîçäiëó òåîði¨ ôóíêöié (äèâ., íàïðèêëàä,
ïðàöi [1-6]). Îäíå ç íàéáiëüø iíòðèãóþ÷èõ
ïèòàíü, âiäïîâiäi íà ÿêå äîñi íå çíàéäåíî,
ìîæå áóòè ñôîðìóëüîâàíå òàê:

Ïðîáëåìà 1. (Â.Â. Ìèõàéëþê, Î.Â. Ñîá-
÷óê, 1995 [7,8]). Íåõàé f ∈ CB1([0, 1]2,R).
×è iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn ∈
CC([0, 1]2,R), ÿêà ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî f
íà [0, 1]2?

Çàóâàæèìî, ùî â [7] òàêå ïèòàííÿ ñòàâè-
ëîñÿ äëÿ ôóíêöié f ∈ CB1(R2,R), à ó [8]
ðîçãëÿäàëîñü íàâiòü çàãàëüíiøå ïèòàííÿ, ùî
ñòîñóâàëîñÿ êëàñó CBn(X×Y,R) äëÿ n ∈ N.

Ïðè ãîðòàííi òåç ìèíóëî¨ Óæãîðîäñüêî¨
êîíôåðåíöi¨, íà ÿêié áóëî áàãàòî äîïîâiäåé
ç òåîði¨ íàáëèæåíü, à ñàìå, ïðè çíàéîìñòâi ç
òåçàìè [9] ó äðóãîãî ç ñïiâàâòîðiâ öi¹¨ ñòàòòi
âèíèêëà äóìêà: à ÷îìó á íå ðîçâèíóòè òå-
îðiþ íàáëèæåíü CC-ôóíêöié, ÿêi iíòåðïðå-
òóþòüñÿ ÿê ôóíêöi¨ ç êëàñó C(X,Cp(Y )) i
äëÿ íèõ ìîæíà iìiòóâàòè òåîðiþ íàáëèæåíü
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ç ÷èñëîâèìè çíà÷åí-
íÿìè? Çîêðåìà, ó çâ'ÿçêó ç êëàñè÷íîþ òåî-
ðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà ïðî ðiâíîìiðíå íàáëè-
æåííÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ ïîëiíîìàìè [10,
c.98], ïîñòàëî òàêå ïèòàííÿ:

Ïðîáëåìà 2.(Â.Ê. Ìàñëþ÷åíêî, 2006).
Íåõàé f ∈ CC([0, 1]2,R). ×è iñíó¹ òàêà ïî-
ñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn ∈ CP ([0, 1]2,R), ùî
fx

n ⇒ fx íà [0, 1] äëÿ êîæíîãî x ∈ [0, 1]?
3. Ìíîãî÷ëåíè Áåðíøòåéíà i ðîçâ'ÿ-

çàííÿ äðóãî¨ ïðîáëåìè. Òðóäíiñòü
ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè 1 ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì,
ùî íå iñíó¹ îäíîòèïíî¨ êîíñòðóêòèâíî¨ ïðî-
öåäóðè, ÿêà á äîçâîëÿëà äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨
g ∈ B1[0, 1] áóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié
gn ∈ C[0, 1], ÿêà ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî g
(ó çâ'ÿçêó ç öèì äèâ. [11], äå äîâåäåíî, ùî
îïåðàòîð ïåðåõîäó äî ïîòî÷êîâî¨ ãðàíèöi
íå ìà¹ ñåêâåíöiàëüíîãî íåïåðåðâíîãî â íóëi
ïðàâîãî îáåðíåíîãî Q : B1[0, 1] → Cp[0, 1]
i ïðàâîãî îáåðíåíîãî, ÿêèé áè çáåðiãàâ
äîáóòîê). Íà âiäìiíó âiä öüîãî äëÿ êîæíî¨

íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ C[0, 1] ìîæíà öië-
êîì êîíñòðóêòèâíî âèçíà÷èòè ïîñëiäîâíiñòü
ìíîãî÷ëåíiâ gn ∈ P [0, 1], ÿêà ðiâíîìiðíî çái-
ãà¹òüñÿ äî g íà [0, 1]. Îñîáëèâî êðàñèâó
i åôåêòèâíó êîíñòðóêöiþ äàþòü êëàñè÷íi
ìíîãî÷ëåíè Áåðíøòåéíà

(Bng)(y) =
n∑

k=0

Ck
nyk(1− y)n−kg(

k

n
),

äå Ck
n = n!

k!(n−k)!
� áiíîìiàëüíi êîåôiöi¹íòè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîìiðíó íåïåðåðâíiñòü
íåïåðåðâíî¨ íà âiäðiçêó ôóíêöi¨, òîòîæíiñòü

n∑

k=0

Ck
nyk(1− y)n−k = 1

i ïîõiäíi âiä íå¨ òîòîæíîñòi, ëåãêî äîâîäè-
òüñÿ [10, c.100]

Òåîðåìà À. (Ñ.Í. Áåðíøòåéí, 1912,
[12]). Bng ⇒ g íà [0, 1] äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨
g ∈ C[0, 1].

Ç äîïîìîãîþ ìíîãî÷ëåíiâ Áåðíøòåéíà
íåãàéíî îòðèìó¹òüñÿ ïîçèòèâíà âiäïîâiäü íà
ïðîáëåìó 2.

Òåîðåìà 1. Íåõàé f ∈ CC([0, 1]2,R) i
fn(x, y) = (Bnfx)(y) ïðè (x, y) ∈ [0, 1]2 äëÿ
êîæíîãî íîìåðà n. Òîäi äëÿ êîæíîãî n ôóí-
êöi¨ fn : [0, 1]2 → R íåïåðåðâíi çà ñóêóïíi-
ñòþ çìiííèõ, fn ∈ CP ([0, 1]2,R) i fx

n ⇒ fx íà
[0, 1] äëÿ êîæíîãî x ∈ [0, 1].

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

fn(x, y) =
n∑

k=0

Ck
nyk(1− y)n−kf(x,

k

n
)

ïðè (x, y) ∈ [0, 1]2, òî ôóíêöi¨ fn ñóêóïíî íå-
ïåðåðâíi ÿê ñêií÷åííi ñóìè òàêèõ ôóíêöié.
Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî x ∈ [0, 1] ôóíêöi¨
fx = Bnfx ¹ ïîëiíîìiàëüíèìè. Çàëèøà¹òüñÿ
ñêîðèñòàòèñÿ âèùåíàâåäåíîþ òåîðåìîþ À.

4. Äåÿêi êëàñè÷íi òåîðåìè ïðî íà-
ðiçíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ òà ¨õ íîâå
äîâåäåííÿ ç äîïîìîãîþ ìíîãî÷ëåíiâ
Áåðíøòåéíà. Òåîðiÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü ïî÷àëàñÿ ç äâîõ îñíîâîïîëî-
æíèõ ðåçóëüòàòiâ Ð.Áåðà òà À.Ëåáå à, ÿêi
âïðîäîâæ ÕÕ ñòîëiòòÿ óçàãàëüíþâàëèñü i
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ðîçâèâàëèñü ó ïðàöÿõ áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ
(äèâ.[2,3,13] i âêàçàíó òàì ëiòåðàòóðó) i ïðî-
äîâæóþòü ñâié ðîçâèòîê ó íàøi äíi.

Òåîðåìà Â. (Ð.Áåð, 1899, [14]). Íåõàé
f ∈ CC([0, 1]2,R). Òîäi ïðîåêöiÿ ìíîæèíè
D(f) âñiõ òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨ f íà âiñü
àáñöèñ ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨.

Òåîðåìà Ñ. (À.Ëåáå , 1898, [15]).
CC([0, 1]2,R) ⊆ B1([0, 1]2,R).

Çðîçóìiëî, ùî òåîðåìà Ñ íåãàéíî âèïëè-
âà¹ ç äîâåäåíî¨ âèùå òåîðåìè 1. Âèÿâëÿ¹-
òüñÿ, ùî i òåîðåìà Â ìîæå áóòè âèâåäåíà ç
òåîðåìè 1. Äëÿ öüîãî íàì áóäå ïîòðiáíèé ùå
îäèí ðåçóëüòàò ïðî ôóíêöi¨ ïåðøîãî êëàñó
Áåðà, ÿêèé äëÿ äiéñíèõ çìiííèõ âñòàíîâèâ
Ð.Áåð[15], à óçàãàëüíèâ Ã.Ãàí[17] (äèâ. òàêîæ
[18, c.405]).

Òåîðåìà D. (Ð.Áåð, 1898, [16,14]; Ã.Ãàí,
1932, [17]). Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,
Y � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið i f ∈ B1(X, Y ). Òî-
äi D(f) ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ ó ïðî-
ñòîði X.

Êðiì òîãî ìè âèêîðèñòà¹ìî ùå îäèí
äîáðå âiäîìèé ðåçóëüòàò [13, òâåðäæåííÿ
2.1.2], ÿêèé ëåãêî âèïëèâà¹ ç êîìïàêòíî-
ñòi ïðîñòîðó Y . Â íüîìó ìè ïîêëàäà¹ìî
CY (f) = {x ∈ X : {x} × Y ⊆ C(f)} =
X\prX(D(f)).

Òåîðåìà Å. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið, f ∈
CC(X × Y,R) i ϕ : X → Cu(Y ) � àñîöiéî-
âàíå ç f âiäîáðàæåííÿ. Òîäi CY (f) = C(ϕ).

Ïîêàæåìî òåïåð ÿê ç äîïîìîãîþ öèõ
òâåðäæåíü äîâîäèòè òåîðåìó Â. Íåõàé f ∈
CC([0, 1]2,R) i fn(x, y) = (Bnf

x)(y). Ðîç-
ãëÿíåìî àñîöiéîâàíi ç f i fn âiäîáðàæåí-
íÿ ϕ : [0, 1] → Cu[0, 1] i ϕn : [0, 1] →
Cu[0, 1]. Îñêiëüêè fn ∈ C([0, 1]2,R), òî ϕn ∈
C([0, 1], Cu[0, 1]). Çà òåîðåìîþ À ϕn(x) =
fx

n → fx = ϕ(x) â Cu[0, 1] äëÿ êîæíîãî
x ∈ [0, 1]. Òîìó ϕ ∈ B1([0, 1], Cu[0, 1]). Çà òå-
îðåìîþ Å ìà¹ìî, ùî prX(D(f)) = D(ϕ), à
ç òåîðåìè D âèïëèâà¹, ùî D(ϕ) ¹ ìíîæè-
íîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X = [0, 1]. Îòæå, i
prX(D(f)) ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â
X = [0, 1].

Òàêèì ÷èíîì, ìè ôàêòè÷íî ç äî-
ïîìîãîþ òåîðåìè 1 äîâåëè âêëþ÷åííÿ

C([0, 1], Cu[0, 1]) ⊆ B1([0, 1], Cu[0, 1]), çâiä-
êè, âèêîðèñòàâøè òåîðåìè D i E, âèâåëè
òåîðåìó Â.

Çàóâàæèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè D
çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì, êîëè Y � ñèëüíî σ-
ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, àëå ïåðåñòà¹ áóòè âið-
íèì, êîëè Y òiëüêè σ-ìåòðèçîâíèé ïðî-
ñòið[19].

5. Ìåòîä Ëåáå à i ïîïåðåäíèêè. Ó
ñâiòëi ñêàçàíîãî âèùå ïåðâiñíèé ìåòîä Ëå-
áå à äîâåäåííÿ òåîðåìè Ñ ìîæíà âèêëà-
ñòè òàê. Äëÿ ôóíêöi¨ g ∈ C[0, 1] i íîìå-
ðà n ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì Lng ôóíêöiþ ç
C[0, 1], ãðàôiêîì ÿêî¨ ¹ ëàìàíà ç ïîñëiäîâ-
íèìè âåðøèíàìè ó òî÷êàõ ( k

n
, g( k

n
)) ïðè k =

0, 1, ..., n. Íåõàé f ∈ CC([0, 1]2,R) i fn(x, y) =
(Lnfx)(y). Òîäi fn ∈ C([0, 1]2,R) i fn(p) →
f(p) íà [0, 1]2. Íàñïðàâäi æ Lng ⇒ g íà [0, 1],
ÿêùî g ∈ C[0, 1], îòæå, fx

n = Lnf
x ⇒ fx

íà [0, 1]. Òîìó ìåòîäîì Ëåáå à ìîæíà çíî-
âó äîâåñòè âêëþ÷åííÿ C([0, 1], Cu[0, 1]) ⊆
B1([0, 1], Cu[0, 1]), ç ÿêîãî íåãàéíî âèïëèâà¹
òåîðåìà Â. Öiêàâî ïðè öüîìó çàóâàæèòè, ùî
â ïðàöi [15], ÿêà ¹ ïåðøîþ äðóêîâàíîþ ïðà-
öåþ À.Ëåáå à, îðèãiíàëüíèì ñïîñîáîì äîâî-
äèòüñÿ i òåîðåìà Âåé¹ðøòðàññà ïðî ðiâíî-
ìiðíå íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ ìíî-
ãî÷ëåíàìè.

Çàóâàæèìî, ùî òàêèé õiä ìiðêóâàíü íå
íîâèé. Ùå Ì.Öóäæi [20] ðîçãëÿíóâ ôóíêöi¨
hn(x, y) = (L2nfx)(y) i ïîìiòèâ, ùî hx

n ⇒ fx

äëÿ êîæíîãî x ∈ [0, 1]. Çâiäñè âií âèâiâ òåî-
ðåìó Áåðà ïðî ïðîåêöiþ ó òðîõè ñëàáøîìó
ôîðìóëþâàííi, äå òâåðäèòüñÿ, ùî ìíîæèíà
CY (f) âñþäè ùiëüíà â X = [0, 1]. Ïðàâäà,
ïðè öüîìó âií íå âèêîðèñòîâó¹ òåîðåìè D,
à ôàêòè÷íî ïðÿìî ¨¨ äîâîäèòü ó öüîìó ÷à-
ñòèííîìó âèïàäêó.

Âêëþ÷åííÿ C(X,Cp(Y )) ⊆ B1(X, Cu(Y ))
äëÿ ñåïàðàáåëüíîãî ïîâíîìåòðèçîâíîãî ïðî-
ñòîðó X i ìåòðèçîâíîãî êîìïàêòó Y äîâåëè
À.Àëåêñ¹âè÷ òà Â.Îðëè÷ [21], ÿêi òàêîæ çà-
ñòîñóâàëè éîãî äëÿ äîâåäåííÿ óçàãàëüíåííÿ
òåîðåìè Â. Ïðè öüîìó âîíè âèêîðèñòîâóâà-
ëè îäíó òåîðåìó Áàíàõà, ùî äàâàëà õàðàêòå-
ðèçàöiþ àáñòðàêòíèõ ôóíêöié ϕ : X → E
ïåðøîãî êëàñó Áåðà çi çíà÷åííÿìè ó áàíà-
õîâîìó ïðîñòîði E ÷åðåç ïðîîáðàçè, ðîçâè-
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âàþ÷è êëàñè÷íó òåîðåìó Ëåáå à-Ãàóñäîðôà
[18, c.400].

Òàêå æ âêëþ÷åííÿ äëÿ ìåòðèçîâíèõ êîì-
ïàêòiâ X i Y äîâiâ i Æ.Ñàí-Ðåìî [22], àëå
çîâñiì iíøèì ïðîñòiøèì ìåòîäîì, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è ðîçáèòòÿ îäèíèöi. Òóò âií òàêîæ
äîâîäèòü, ùî äëÿ ïîëüñüêèõ ïðîñòîðiâ X i
Y i ôóíêöi¨ f ∈ CC(X × Y,R) ìíîæèíà
CY (f) çàëèøêîâà, çàñòîñîâóþ÷è ïðè öüîìó
ëèøå ñëàáøèé âàðiàíò òåîðåìè D ïðî òå, ùî
C(f) 6= ∅, ÿêùî f ∈ B1(X, Y ) i X òà Y � ìå-
òðèçîâíi êîìïàêòè.

6. Óçàãàëüíåííÿ: äâi õàðàêòåðèçà-
öi¨ ìåòðèçîâíèõ êîìïàêòiâ. Ëåãêî ïåðå-
âiðèòè, ùî ðîçãëÿíóòi â ï.3 îïåðàòîðè Bn ¹
íåïåðåðâíèìè ÿê âiäîáðàæåííÿ ç Cp[0, 1] â
Cu[0, 1]. Êðiì òîãî, çà òåîðåìîþ À Bng → g
â Cu[0, 1]. Òîìó òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ I :
Cp[0, 1] → Cu[0, 1] ¹ ïîòî÷êîâîþ ãðàíèöåþ
íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü Bn : Cp[0, 1] →
Cu[0, 1], à çíà÷èòü íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëà-
ñó Áåðà B1(Cp[0, 1], Cu[0, 1]). Äî ðå÷i, i îïå-
ðàòîðè Ln : Cp[0, 1] → Cu[0, 1] ç ï.5 òåæ íå-
ïåðåðâíi i Ln → I ïîòî÷êîâî. Óçàãàëüíþþ-
÷è öþ îáñòàâèíó, ñêàæåìî, ùî êîìïàêò Y
¹ êîìïàêòîì Áåðíøòåéíà, ÿêùî òîòîæíèé
îïåðàòîð I : Cp(Y ) → Cu(Y ) íàëåæèòü äî
B1(Cp(Y ), Cu(Y )). Äàëi, êîìïàêò Y íàçâåìî
êîìïàêòîì Áåðà, ÿêùî äëÿ êîæíîãî òîïîëî-
ãi÷íîãî ïðîñòîðó X âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ
C(X, Cp(Y )) ⊆ B1(X,Cu(Y )). Âèÿâëÿ¹òüñÿ,
ùî öi äâà ïîíÿòòÿ ðiâíîñèëüíi i åêâiâàëåíòíi
òîìó, ùî Y � ìåòðèçîâíèé êîìïàêò. Ùîá öå
äîâåñòè, íàì áóäå ïîòðiáíèé îäèí ðåçóëüòàò
�.Âåðè [23, òåîðåìà 2] i îäèí ôàêò ç êíèæ-
êè À.Â. Àðõàíãåëüñüêîãî [24, íàñëiäîê 0.3.7].
Ïåðåä ¨õ ôîðìóëþâàííÿì íàãàäà¹ìî, ùî òî-
ïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ìà¹ âëàñòèâiñòü çëi-
÷åííîñòi /äèñêðåòíèõ/ ëàíöþæêiâ, ÿêùî
êîæíà äèç'þíêòíà /äèñêðåòíà/ ñèñòåìà íå-
ïîðîæíiõ âiäêðèòèõ ìíîæèí â X íå áiëüø
íiæ çëi÷åííà. Öi âëàñòèâîñòi â ëiòåðàòóði
ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíî ñèìâîëàìè C.C.C. i
D.C.C.C. Ïðè öüîìó ñèñòåìà A ïiäìíîæèí
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ äèñ-
êðåòíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X
iñíó¹ òàêèé ¨¨ îêië U â X, ùî U ∩ A 6= ∅ õi-
áà ùî äëÿ îäíi¹¨ ìíîæèíè A ∈ A. ßñíî, ùî

êîæíà äèñêðåòíà ñèñòåìà ìíîæèí ¹ äèç'þí-
êòíîþ, îòæå, C.C.C. ⇒ D.C.C.C. Òåïåð ìè
ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè ïîòðiáíèé íàì ðå-
çóëüòàò.

Òåîðåìà F. (�.Âåðà, [23, c.110]). Íåõàé
X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið, Y � êîìïà-
êòíèé ïðîñòið, f ∈ (X × Y,R), ϕ : X →
Cp(Y ) i ψ : Y → Cp(X) � àñîöiéîâàíi ç f âiä-
îáðàæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî òàêi óìîâè: (à) ïiä-
ïðîñòið Yf = ψ(Y ) ïðîñòîðó Cp(Y ) ¹ ìåòðè-
çîâíèì; (b) ïiäïðîñòið Xf = ϕ(X) ïðîñòîðó
Cu(Y ) ÷è ëèøå Cp(Y ) ¹ ñåïàðàáåëüíèì; (ñ)
f ∈ B1(X × Y ); (d) âiäîáðàæåííÿ f âèìiðíå
çà Áåðîì, òîáòî íàëåæèòü äî ÿêîãîñü êëà-
ñó Áåðà Bα(X × Y ) ÷è, iíàêøå, ¹ àíàëiòè-
÷íî çîáðàæóâàíîþ ôóíêöi¹þ [18, c.401]. Òî-
äi (a)⇒(b)⇒(c)⇒(d). ßêùî äî òîãî æ X ìà¹
D.C.C.C., òî i (d)⇒(a).

Òåîðåìà G.([24, c.15]). Íåõàé X � öiëêîì
ðåãóëÿðíèé ïðîñòið. Òîäi ïðîñòið Cp(X) ìà¹
C.C.C.

Òåïåð ìè ìîæåìî áðàòèñÿ çà äîâåäåííÿ
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ñòàòòi.

Òåîðåìà 2. Íåõàé Y � êîìïàêò. Òîäi íà-
ñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) Y � ìåòðèçîâíèé êîìïàêò;
(ii) Y � êîìïàêò Áåðíøòåéíà;
(iii) Y � êîìïàêò Áåðà.
Äîâåäåííÿ. (i) ⇒ (ii). Íåõàé Y � ìå-

òðèçîâíèé êîìïàêò i d(y′, y′′) = |y′ − y′′| �
ìåòðèêà íà Y , ÿêà ïîðîäæó¹ éîãî òîïîëîãi-
÷íó ñòðóêòóðó. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ε > 0.
Îñêiëüêè ïðîñòið (Y, d) öiëêîì îáìåæåíèé,
òî iñíó¹ ñêií÷åííà ε-ñiòêà â Y , òîáòî ñêií-
÷åííà ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ yi = yi(ε), äå
j = 1, ..., m, a m = m(ε), òàêà, ùî Y =
m⋃

j=1

B(yj, ε), äå B(yj, ε) = {y ∈ Y : |y − yj| <

ε} � âiäêðèòà êóëÿ â ïðîñòîði (Y, d). Äëÿ êî-
æíîãî j = 1, ...,m âèçíà÷èìî íà Y ôóíêöiþ

ψε
j (y) =

{
1− |y−yj |

ε
, ÿêùî |y − yj| ≤ ε,

0, ÿêùî |y − yj| ≥ ε.

Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöi¨ ψε
j íåïåðåðâíi i äëÿ

¨õ íîñi¨â ìà¹ìî: supp ψε
j = B(yj, ε). Äàëi ïî-
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êëàäåìî

ψε(y) =
m∑

j=1

ψε
j (y).

Îñêiëüêè êóëi B(yj, ε) ïîêðèâàþòü ïðîñòið
Y , òî ψε(y) > 0 íà Y . Êðiì òîãî, ôóí-
êöiÿ ψε íåïåðåðâíà ÿê ñêií÷åííà ñóìà òà-
êèõ ôóíêöié. Òîìó ôóíêöi¨ ϕε

j =
ψε

j

ψj âèçíà-
÷åíi i íåïåðåðâíi íà Y , supp ϕε

j = B(yj, ε)

i
m∑

j=1

ϕε
j(y) = 1 íà Y . Òàêèì ÷èíîì, ìè ïî-

áóäóâàëè ðîçáèòòÿ îäèíèöi, ïiäïîðÿäêîâàíå
ïîêðèòòþ {B(yj, ε) : j = 1, ...m}.

Âiçüìåìî òåïåð ε = 1
n
, äå n ∈ N, i ïîçíà-

÷èìî yn,j = yj(ε), mn = m(ε), ϕn,j = ϕε
j(y).

Äëÿ g ∈ C(Y ), y ∈ Y i n ∈ N ïîêëàäåìî

(Tng)(y) =
mn∑
j=1

ϕn,j(y)g(yn,j).

Çðîçóìiëî, ùî Tng ∈ C(Y ) i Tn : C(Y ) →
C(Y ) � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Äàëi, ||Tng|| ≤ ε,
ÿêùî |g(yn,j)| ≤ ε äëÿ êîæíîãî j = 1, ..., mn,
îòæå, Tn : Cp(Y ) → Cu(Y ) � íåïåðåðâíå âiä-
îáðàæåííÿ.

Äîâåäåìî, ùî gn = Tng → g â Cu(Y ) äëÿ
êîæíîãî g ∈ C(Y ). Íåõàé g ∈ C(Y ) i ε >
0. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ g : Y → R ðiâíîìiðíî
íåïåðåðâíà íà ìåòðè÷íîìó êîìïàêòi (Y, d),
òî iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî

(∀y′, y′′ ∈ Y )(|y′−y′′| < δ ⇒ |g(y′)−g(y′′)| < ε).

Âiçüìåìî íîìåð N íàñòiëüêè âåëèêèì, ùî
1
N

< δ. Íåõàé n ≥ N i y � äîâiëüíà òî÷êà ç
Y . Ðîçãëÿíåìî òàêèé íîìåð j = 1, ...,mn, ùî
y ∈ B(yn,j,

1
n
). Òîäi |y − yn,j| < 1

n
< δ, îòæå,

|g(y)−g(yn,j)| < ε. ßêùî æ y /∈ B(yn,j,
1
n
), òî

y /∈ supp ϕn,j, îòæå, ϕn,j(y) = 0. Çâàæàþ÷è
íà öå, ââåäåìî ó ðîçãëÿä äâi ìíîæèíè

J1 = {j ∈ 1,mn : y ∈ B(yn,j,
1

n
)} =

= {j ∈ 1,mn : |y − yn,j| < 1

n
)}

i

J2 = 1,mn \J1 = {j ∈ 1,mn : |y− yn,j| ≥ 1

n
)}.

Îñêiëüêè
mn∑
j=1

ϕn,j(y) = 1, òî

g(y) =
mn∑
j=1

ϕn,j(y)g(y).

Òîìó

gn(y)− g(y) =
mn∑
j=1

ϕn,j(y)(g(yn,j)− g(y)) =

=
∑
j∈J1

ϕn,j(y)(g(yn,j)− g(y))+

+
∑
j∈J2

ϕn,j(y)(g(yn,j)− g(y)) =

=
∑
j∈J1

ϕn,j(y)(g(yn,j)− g(y)).

Â òàêîìó ðàçi

|gn(y)− g(y)| ≤
∑
j∈J1

ϕn,j(y)|g(yn,j)− g(y)| <

< ε
∑
j∈J1

ϕn,j(y) ≤ ε

mn∑
j=1

ϕn,j(y) = ε.

Òàêèì ÷èíîì, ïðè n ≥ N ìà¹ìî, ùî

|gn(y)− g(y)| < ε

äëÿ êîæíîãî y ∈ Y , ùî i îçíà÷à¹, ùî
gn → g â C(Y ), òîáòî ïîñëiäîâíiñòü íåïå-
ðåðâíèõ îïåðàòîðiâ Tn : Cp(Y ) → Cu(Y )
ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî òîòîæíîãî âiäîáðà-
æåííÿ I : Cp(Y ) → Cu(Y ). Òàêèì ÷èíîì,
I ∈ B1(Cp(Y ), Cu(Y )), òîáòî Y � êîìïàêò
Áåðíøòåéíà.

(ii) ⇒ (iii). Íåõàé Y � êîìïàêò Áåðí-
øòåéíà i X � äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið. Çà îçíà÷åííÿì iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü íå-
ïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü Tn : Cp(Y ) → Cu(Y ),
ÿêà ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî òîòîæíîãî âiä-
îáðàæåííÿ I : Cp(Y ) → Cu(Y ). Íåõàé ϕ ∈
C(X,Cp(Y )) i ϕn = Tn ◦ ϕ. Âiäîáðàæåííÿ
ϕn : X → Cu(Y ) íåïåðåðâíå, ÿê êîìïî-
çèöiÿ äâîõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü. Êðiì
òîãî, äëÿ êîæíîãî x ∈ X ìà¹ìî: ϕn(x) =
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Tn(ϕ(x)) → ϕ(x) â Cu(Y ), îòæå, ϕ ¹ ïî-
òî÷êîâîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi íåïåðåðâ-
íèõ âiäîáðàæåíü ϕn : X → Cu(Y ), çâiäêè
âèïëèâà¹, ùî ϕ ∈ B1(X,Cu(Y )). Ìè ïîêàçà-
ëè, ùî Y � öå êîìïàêò Áåðà.

(iii) ⇒ (i). Íåõàé Y � êîìïàêò Áåðà. Ïî-
êëàäåìî X = Cp(Y ). Ïðîñòið X öiëêîì ðå-
ãóëÿðíèé, ÿê ãàóñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé âå-
êòîðíèé ïðîñòið [25, ï◦32]. Êðiì òîãî, çà òå-
îðåìîþ G ïðîñòið X ìà¹ C.C.C., à çíà÷èòü, i
D.C.C.C., àäæå, êîìïàêò Y � öå ãàóñäîðôî-
âèé êîìïàêòíèé ïðîñòið, ÿêèé ¹ öiëêîì ðå-
ãóëÿðíèì, ÷è íàâiòü, áiëüøå òîãî, íîðìàëü-
íèì [26, c.199]. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ îá-
÷èñëåííÿ f : X × Y → R, f(x, y) = x(y).
Çðîçóìiëî, ùî f ∈ CC(X × Y,R). Àñîöi-
éîâàíå ç f âiäîáðàæåííÿ ϕ : X → Cp(Y )
� öå òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ I : X → X,
ÿêå, ÿñíî, íåïåðåðâíå. Îñêiëüêè Y � êîì-
ïàêò Áåðà, òî ϕ = I ∈ B1(X, Cu(Y )), îò-
æå, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöié ϕn : X → Cu(Y ), ÿêà ïîòî÷êîâî çáiãà¹-
òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ ϕ. Ðîçãëÿíåìî íà äî-
áóòêó X × Y ôóíêöi¨ fn(x, y) = ϕn(x)(y). Çà
òåîðåìîþ Å fn ∈ C(X × Y ). Êðiì òîãî, çðî-
çóìiëî, ùî fn(x, y) = ϕn(x)(y) → ϕ(x)(y) =
x(y) = f(x, y) íà X × Y . Òàêèì ÷èíîì,
f ∈ B1(X × Y ). Òîäi çà òåîðåìîþ F ïðî-
ñòið Yf = ψ(Y ) ¹ ìåòðèçîâíèì â òîïîëîãi¨,
iíäóêîâàíié ç ïðîñòîðó Cp(X). Àëå àñîöiéî-
âàíå âiäîáðàæåííÿ ψ : Y → Yf ¹ ái¹êòèâíèì,
àäæå Y ¹ öiëêîì ðåãóëÿðíèì, i íåïåðåðâíèì.
Îñêiëüêè Y � êîìïàêò, à ïðîñòið Yf ãàóñäîð-
ôîâèé, òî âiäîáðàæåííÿ ψ : Y → Yf ¹ ãîìåî-
ìîðôiçìîì. Òîìó ç ìåòðèçîâíîñòi ïðîñòîðó
Yf âèïëèâà¹ ìåòðèçîâíiñòü ïðîñòîðó Y . Òà-
êèì ÷èíîì, Y � öå ìåòðèçîâíèé êîìïàêò.

7. Êîíàìiîêîâiñòü ìåòðèçîâíèõ êîì-
ïàêòiâ. �.Äåáñ [27] íàçâàâ êîìïàêò Y êî-
íàìiîêîâèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî áåðiâñüêîãî
ïðîñòîðó i áóäü-ÿêî¨ íàðiçíî íàðiçíî íåïå-
ðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : X × Y → R ìíîæèíà
CY (f) ìiñòèòü âñþäè ùiëüíó â X ìíîæèíó
A òèïó Gδ, ùî ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî CY (f) ¹
çàëèøêîâîþ â X. Ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ
Áàíàõà ïðî êàòåãîðiþ [18, c.87], ëåãêî ïåðå-
âiðèòè [4, c.206], ùî êîìïàêò Y áóäå êîíà-
ìiîêîâèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-

ÿêîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i äîâiëüíî¨
ôóíêöi¨ f ∈ CC(X × Y,R) ìíîæèíà CY (f) ¹
çàëèøêîâîþ â X.

Äîáðå âiäîìî, ùî êîæíèé ìåòðèçîâíèé
êîìïàêò ¹ êîíàìiîêîâèì (äèâ., íàïðèêëàä,
[28] ÷è [29]). Òóò ìè ìîæåìî çàïðîïîíóâà-
òè íîâå äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó íà îñíîâi
òåîðåìè 2 i òåîðåì D i E. Ñïðàâäi, íåõàé
Y � ìåòðèçîâíèé êîìïàêò, X � äîâiëüíèé
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, f ∈ CC(X × Y,R)
i ϕ : X → Cp(Y ) � àñîöiéîâàíå ç f âiä-
îáðàæåííÿ. Çà òåîðåìîþ 2 C(X, Cp(Y )) ⊆
B1(X,Cu(Y )). Îñêiëüêè ϕ ∈ C(X, Cp(Y )), òî
ϕ ∈ B1(X, Cu(Y )). Çà òåîðåìîþ Å CY (f) =
C(ϕ), à çà òåîðåìîþ D ìíîæèíà C(ϕ) çàëè-
øêîâà â X. Îòæå, ìíîæèíà CY (f) çàëèøêî-
âà â X, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

8. Ïåðñïåêòèâà. Íåõàé Pn � ïiäïðî-
ñòið ïðîñòîðó C[0, 1], ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ìíîãî÷ëåíiâ h ñòåïåíÿ ≤ n. Äëÿ ôóíêöi¨
g ∈ C[0, 1] ðîçãëÿíåìî ¨¨ íàéêðàùå ðiâíî-
ìiðíå íàáëèæåííÿ ìíîãî÷ëåíàìè Pn, òîáòî
÷èñëî En(g) = d(g, Pn) = inf

h∈Pn

||g − h||. Çðî-
çóìiëî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë αn = En(g)
ñïàäà¹ i ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Ñ.Í. Áåðíøòåéí ó
1938 ðîöi äîâiâ [30], ùî i íàâïàêè äëÿ êî-
æíî¨ ñïàäíî¨ íåñêií÷åííî ìàëî¨ ïîñëiäîâíî-
ñòi ÷èñåë αn iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ g ∈ C[0, 1],
ùî αn = En(g) äëÿ êîæíîãî n. Öåé ðåçóëü-
òàò Áåðíøòåéíà ïîêëàâ ïî÷àòîê äîñëiäæåí-
íþ îáåðíåíèõ çàäà÷ òåîði¨ íàáëèæåíü, ÿêi ií-
òåíñèâíî ïðîâîäèëèñü ó äðóãié ïîëîâèíi ÕÕ
ñòîëiòòÿ (äèâ. äèñåðòàöiþ Î.Í. Íåñòåðåíêà
[31] i âêàçàíó â íié ëiòåðàòóðó).

Ó çâ'ÿçêó ç öèì ìîæíà ïîñòàâèòè äå-
ÿêi çàäà÷i, ùîäî íàðiçíî i ñóêóïíî íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié. Íåõàé f ∈ CC([0, 1]2,R) i
ϕ(x) = fx äëÿ êîæíîãî x ∈ [0, 1]. Ïîêëàäåìî
αn = En◦ϕ. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ En : Cu[0, 1] →
Cu[0, 1] íåïåðåðâíi, òî C(ϕ) ⊆ C(αn) äëÿ êî-
æíîãî n, çîêðåìà, ÿêùî f ∈ C([0, 1]2,R),
òî âiäîáðàæåííÿ ϕ : [0, 1] → Cu[0, 1] íå-
ïåðåðâíå, îòæå, C(ϕ) = [0, 1], à çíà÷èòü, i
C(αn) = [0, 1], òîáòî âñi ôóíêöi¨ αn íåïå-
ðåðâíi. Äëÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
öå âæå íå òàê, ÿê ïîêàçó¹ ïðèêëàä êëàñè-
÷íî¨ ôóíêöi¨ Øâàðöà sp(x, y) − 2xy

x2+y2 ïðè
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x2 + y2 6= 0 i sp(0, 0) = 0 ïðè x2 + y2 = 0.
Òîìó ïðèðîäíî âèíèêàþòü òàêi ïèòàííÿ.

Ïèòàííÿ 1. ×è äëÿ êîæíî¨ íàðiçíî íå-
ïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : [0, 1]2 → R i êîæíîãî
íîìåðà n ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü C(αn) =
C(ϕ)?

Ïèòàííÿ 2. ×è äëÿ êîæíî¨ ïîòî÷êîâî
çáiæíî¨ äî íóëÿ ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié αn : [0, 1] → R iñíó¹ òàêà
ñóêóïíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : [0, 1]2 → R,
ùî αn = En ◦ ϕ äëÿ êîæíîãî n?

Ïèòàííÿ 3. Îïèñàòè âñi ìîæëèâi ïîñëi-
äîâíîñòi ôóíêöié αn(x) = En(fx), ÿêùî f
ïðîáiãà¹: à) ìíîæèíó CC([0, 1]2,R); á) ìíî-
æèíó C([0, 1]2,R).

9. Ïîäÿêè. Àâòîðè äÿêóþòü Ñ.Í. Áåðí-
øòåéíó, ÷è¨ ïðåêðàñíi ðåçóëüòàòè ñïîíóêà-
ëè ïîÿâó öi¹¨ ðîáîòè. Íåçâàæàþ÷è íà òå,
ùî Ñ.Í. Áåðíøòåéí âæå ïåðåéøîâ ó âi-
÷íiñòü, àâòîðè âñå æ ââàæàþòü, ùî âèñëîâ-
ëåíà íèìè ïîäÿêà ¹ íåìàðíîþ. Íàñòóïíó ïî-
äÿêó i ïîçäîðîâëåííÿ àâòîðè âèñëîâëþþòü
I.Ô. Ãðèãîð÷óêó, ÿêèé íåùîäàâíî âiäçíà÷èâ
ñâî¹ 80-ëiòòÿ. I.Ô. Ãðèãîð÷óê áóâ ïåðøèì
íàóêîâèì êåðiâíèêîì äðóãîãî ñïiâàâòîðà äà-
íî¨ ïðàöi, âií ïîçíàéîìèâ éîãî ç ìíîãî÷ëå-
íàìè Áåðíøòåéíà íà ñâî¨õ ëåêöiÿõ ç ìàòåìà-
òè÷íîãî àíàëiçó ó 1967 - 69 ðîêàõ ó ×åðíi-
âåöüêîìó óíiâåðñèòåòi, à ñòàòòÿ [32], äå óçà-
ãàëüíþâàëèñü ìíîãî÷ëåíè Áåðíøòåéíà, áó-
ëà áóëà ïðåäìåòîì ïåðøèõ íàóêîâèõ ñòóäié
òîäiøíüîãî ïåðøîêóðñíèêà. Íàðåøòi, àâòî-
ðè âäÿ÷íi Â.Â. Ìèõàéëþêó i Î.Â. Ìàñëþ-
÷åíêó çà êîðèñíi ïîðàäè, çîêðåìà, çà âêàçiâ-
êó âèêîðèñòàòè ðåçóëüòàò Âåðè äëÿ äîâåäå-
ííÿ îñòàííüî¨ iìïëiêàöi¨ â òåîðåìi 2.
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