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ÀÐÃÓÌÅÍÒÎÌ
Ïîáóäîâàíî ïåðøå íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ïî-

âiëüíî çìiííèìè ïàðàìåòðàìè iç ëiíiéíî ïåðåòâîðåíèì àðãóìåíòîì. Åôåêòèâíiñòü àëãîðèòìó
ïðîiëþñòðîâàíà íà ðiâíÿííÿõ òèïó Äóôôiíãà iç ëiíiéíî ïåðåòâîðåíèì àðãóìåíòîì.

In the present work for a nonlinear di�erential equation with slowly varying parameters
and linearly transformed argument a construction of problem of an approximate solution to the
�rst- order is constructed. Its e�ciency is demonstrated by Du�ng-type equations with linearly
transformed argument as example.

Ðîçâèòêó àñèìïòîòè÷íîãî ìåòîäó
Êðèëîâà-Áîãîëþáîâà [1] äëÿ ðiâíÿíü iç
ïîâiëüíî çìiííèìè ïàðàìåòðàìè ïðèñâÿ÷å-
íà ìîíîãðàôiÿ [2] òà ií. Àíàëîãi÷íà çàäà÷à
äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü
ðîçãëÿäàëàñü â ðîáîòàõ [3 � 5] òà ií. Çîêðå-
ìà, â [5] çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè
àñèìïòîòè÷íèõ íàáëèæåíü äðóãîãî ïîðÿäêó
â ðåçîíàíñíîìó âèïàäêó äëÿ ðiâíÿííÿ iç
ïîâiëüíî çìiííèìè ÷àñòîòàìè i çàïiçíåííÿì.

Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ iç
çáóðåííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ëiíiéíî ïåðå-
òâîðåíîãî àðãóìåíòó. Òàêi ðiâíÿííÿ àêòèâ-
íî âèâ÷àþòüñÿ (äèâ. [6, 7]) i ñëóæàòü ìàòå-
ìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè ïðîöåñiâ iç ïiñëÿäi¹þ
[8, 9]. Íà âiäìiíó âiä [5], â äàíié ðîáîòi ðiâ-
íÿííÿ äëÿ àñèìïòîòè÷íèõ íàáëèæåíü çàëå-
æàòü âiä àðãóìåíòiâ iç ëiíiéíî ïåðåòâîðåíèì
àðãóìåíòîì, à â óìîâi ðåçîíàíñó âðàõîâàíî
âïëèâ çàïiçíåííÿ ó ôàçîâié çìiííié.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ
äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ iç çàïiçíåííÿì âè-
ãëÿäó

d2x(t)

dt2
+ ω2(τ)x(t) =

= εf(τ, θ, x(t), x(λt),
dx(t)

dt
,
dx(λt)

dt
), (1)

äå t ≥ 0, λ ∈ (0, 1), ε � ìàëèé äîäàòíèé ïà-

ðàìåòð, τ = εt ∈ [0, L],

f(τ, θ, x, z, u, v) =
∑

|n|≤N

einθfn(τ, x, z, u, v),

fn � àëãåáðà¨÷íi ìíîãî÷ëåíè ïî x, z, u, v;
dθ

dt
= ν(τ), (2)

ν(τ) � ÷àñòîòà çáóðþþ÷î¨ ñèëè.
Ïðèïóñòèìî, ùî fn, ω(τ) > 0 i ν(τ) > 0 �

äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ çà çìiííîþ τ .
Ó ðiâíÿííi (1) ìîæóòü ñïîñòåðiãàòèñÿ ðå-

çîíàíñíi ÿâèùà, ñïðè÷èíåíi ÿê äi¹þ çîâíi-
øíüî¨ ïåðiîäè÷íèî¨ ñèëè [1,4], òàê i âïëèâîì
âiäõèëåííÿ àðãóìåíòó (1− λ)t [10]. Óìîâîþ
ðåçîíàíñó â òî÷öi τ ¹ âèêîíàííÿ ðiâíîñòi

ω(τ) ∼= r

q
λω(λτ) +

p

q
ν(τ), (3)

äå p, q, r � öiëi, à p i q � âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà.
Îñêiëüêè ÷àñòîòè ω(τ), ν(τ) â (2) i çàïi-

çíåííÿ çìiíþþòüñÿ ç ÷àñîì, òî äëÿ ôiêñîâà-
íèõ p, r i q êîëèâíà ñèñòåìà ìîæå íåîäíîêðà-
òíî ïåðåõîäèòè iç íåðåçîíàíñíîãî ñòàíó â ðå-
çîíàíñíèé àáî íàâïàêè. Îáãðóíòóâàííÿ ìå-
òîäó óñåðåäíåííÿ äëÿ áàãàòî÷àñòîòíèõ ñè-
ñòåì iç çìiííèìè ÷àñòîòàìè áåç çàïiçíåííÿ
äàíî â ìîíîãðàôi¨ [11], à äëÿ ñèñòåì iç ëi-
íiéíî ïåðåòâîðåíèì àðãóìåíòîì â [10, 12].

Â ðîáîòi àñèìïòîòè÷íèì ìåòîäîì
Êðèëîâà-Áîãîëþáîâà ïîáóäîâàíî ïåðøå
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íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1) òà
ïðîiëþñòðîâàíî îäåðæàíèé ðåçóëüòàò íà
ðiâíÿííÿõ òèïó Äóôôiíãà iç çàïiçíåííÿì
(1− λ)t.

2. Ñõåìà ìåòîäó. Ïðèïóñòèìî, ùî âè-
êîíó¹òüñÿ óìîâà ðåçîíàíñó (3) õî÷à á äëÿ
îäíîãî τ ≥ 0 i äåÿêèõ öiëèõ p, q i r.

Íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê (1) áóäó¹òüñÿ ó âè-
ãëÿäi ôîðìàëüíîãî ðÿäó

x(t, ε) = a cos ψ + εu1(τ, a, aλ, ψ, ψλ, θ)+

+ε2u2(τ, a, aλ, aλ2 , ψ, ψλ, ψλ2 , θ, θλ) + ε3 . . . ,
(4)

äå aλ2(t) = a(λ2t), ôóíêöi¨ un 2π-ïåðiîäè÷íi
çà çìiííèìè ψ, θ, ψλ, . . . i íå ìiñòÿòü ãàðìî-
íiê sin ψ, cos ψ [1]. Ôóíêöi¨ a i ψ âèçíà÷àþ-
òüñÿ iç ñèñòåìè ðiâíÿíü ç ëiíiéíî ïåðåòâîðå-
íèì àðãóìåíòîì

da

dt
= εA1(τ, a, aλ, ϕ)+

+ε2A2(τ, a, aλ, aλ2 , ϕ, ϕλ) + ε3 . . . , (5)

dϕ

dt
= ω(τ) + εB1(τ, a, aλ)+

+ε2B2(τ, a, aλ, aλ2 , ϕ, ϕλ) + ε3 . . . . (6)

Òóò
ϕ = ψ − r

q
ψλ − p

q
θ (7)

¹ ðiçíèöåþ ìiæ ôàçîþ ψ âëàñíèõ êîëèâàíü i
ôàçîþ ψλ, ñïðè÷èíåíîþ çàïiçíåííÿì, òà ôà-
çîþ θ çîâíiøíüîãî çáóðåííÿ.

Ó ïåðøîìó íàáëèæåííi ïîòðiáíî çíàéòè
ôóíêöi¨ A1, B1 i u1 òàê, ùîá âèðàç

x1(t, ε) = a cos ψ + εu1(τ, a, aλ, ψ, ψλ, θ) (8)

çàäîâîëüíÿâ ðiâíÿííÿ (1) ç òî÷íiñòþ äî âå-
ëè÷èí O(ε2) ïðè ε → 0. Àíàëîãi÷íî, â äðó-
ãîìó íàáëèæåííi áóäóþòüñÿ ôóíêöi¨ A2, B2,
u2, àëå ïðè öüîìó çáiëüøó¹òüñÿ ÷èñëî àðãó-
ìåíòiâ iç çàïiçíåííÿì äëÿ öèõ ôóíêöié.

3. Ïåðøå íàáëèæåííÿ. Ââåäåìî òàêi
ïîçíà÷åííÿ:

D1 = ω
∂

∂ψ
+ λωλ

∂

∂ψλ

+ ν
∂

∂θ
,

∆1 = A1 cos ψ − aB1 sin ψ + a
dω

dτ
sin ψ,

Ω(τ) = ω(τ)− r

q
λω(λτ)− p

q
ν(τ),

f0(τ, a, aλ, ψ, ψλ, θ) = f(τ, θ, a cos ψ, aλ cos ψλ,

−aω sin ψ,−aλωλ sin ψλ).

Çàïèøåìî ðîçêëàä Ôóð'¹

f0 =
∑

k,l,m

f
(0)
klm(τ, a, aλ)e

i(kψ+lψλ+mθ), (9)

äå

f
(0)
klm(τ, a, aλ) =

1

(2π)3

2π∫

0

2π∫

0

2π∫

0

e−i(kψ+lψλ+mθ)×

×f0(τ, a, aλ, ψ, ψλ, θ)dψdψλdθ.

Iç (5) � (8) ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí O(ε2)
ìà¹ìî

dx

dt
= −aω sin ψ + ε∆1,

d2x

dt2
= −aω2 cos ψ + ε

{(
Ω

∂A1

∂ϕ
− 2aωB1

)
×

× cos ψ −
(

aΩ
∂B1

∂ϕ
+ 2ωA1 + a

dω

dτ

)
sin ψ+

+D2
1u1

}
+ ε2.

Ïiäñòàâèâøè äðóãó ïîõiäíó i âèðàç äëÿ
x1(t, ε)â ðiâíÿííÿ (1) òà ïðèðiâíÿâøè êîåôi-
öi¹íòè ïðè ε1, îäåðæèìî ðiâíÿííÿ äëÿ çíà-
õîäæåííÿ u1, A1 i B1:

(D2
1 + ω2)u1 = f0(τ, a, aλ, ψ, ψλ, θ)−

−
(

Ω
∂A1

∂ϕ
− 2aωB1

)
cos ψ+

+

(
aΩ

∂B1

∂ϕ
+ 2ωA1 + a

dω

dτ

)
sin ψ. (10)

Îñêiëüêè u1 íå ìiñòèòü ãàðìîíiê cos ϕ,
sin ψ, òî

u1(τ, a, aλ, ψ, ψλ, θ) =
∑
k,l,m
k 6=±1

u1
klm(τ, a, aλ)×
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×ei(kψ+lψλ+mθ). (11)

Íà ïiäñòàâi (7) ìà¹ìî

(k±1)ψ+lψλ+mθ = (k±1)ϕ+((k±1)
p

q
+m)θ+

+((k ± 1)
r

q
+ l)psiλ = sϕ,

äå s � äåÿêå öiëå ÷èñëî,
ÿêùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

(k ± 1)p + qm = 0, (k ± 1)r + ql = 0. (12)

Ïðèïóñòèìî, ùî íà ïðîìiæêó [0, L]

(k ± 1)(rλω(λτ) + pν(τ))+

+(lqλω(λτ) + qmν(τ)) 6= 0, (13)

äå p, q i r âèçíà÷åíi çãiäíî ç (3), k, l, m �
ìíîæèíè iíäåêñiâ â (9), êðiì òèõ, ùî çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâè (12).

Îòæå, ñóìóâàííÿ â (11) çäiéñíþ¹òüñÿ ïî
òèõ k, l, m, äëÿ ÿêèõ íå âèêîíóþòüñÿ óìîâè
(12). Ïîçíà÷èìî òàêó ñóìó ÷åðåç Σ′. Òàêèì
÷èíîì, ôóíêöiþ u1 çíàéäåìî ÿê ÷àñòèííèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

(D2
1 + ω2)u1 =

=
∑ ′f (0)

klm(τ, a, aλ)e
i(kψ+lψλ+mθ). (14)

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (11) â (14) îäåðæèìî

u1(τ, a, aλ, ψ, ψλ, θ) =
∑ ′[ω2(τ)− (kω(τ)+

+λlω(λτ) + mν(τ))2]−1×
×f

(0)
klm(τ, a, ωλ)e

i(kψ+lψλ+mθ). (15)

Çíàìåííèêè â (15) âiäìiííi âiä íóëÿ íà
ïiäñòàâi óìîâè (13).

Ïðè âèêîíàííi óìîâ (12)

kψ + lψλ + mθ = (k
p

q
+ m)θ + (k

r

q
+ l)ψλ+

+kϕ = ∓p

q
θ ∓ r

q
ψλ + kϕ = ∓ψ + (k ± 1)ϕ.

Îñêiëüêè k ± 1 äiëèòüñÿ íà q, òî k ± 1 = qσ,
σ � öiëå ÷èñëî. Òîìó

ei(kψ+lψλ+mθ) = (cos ψ ∓ i sin ψ)eiqσ.

Ôóíêöi¨ A1 i B1 âèçíà÷àþòüñÿ iç ñèñòåìè
ðiâíÿíü

aΩ
∂B1

∂ϕ
+ 2ωA1 + a

dω

dτ
= G1(τ, a, aλ, ϕ),

−Ω
∂A1

∂ϕ
+ 2aωB1 = H1(τ, a, aλ, ϕ), (16)

äå G1 i H1 � ñóìè äîäàíêiâ ó ðîçêëàäi Ôóð'¹
ôóíêöi¨ f0, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè
(12), âiäïîâiäíî ïðè sin ψ i cos ψ. Ôóíêöi¨ G1

i H1 íàáóâàþòü âèãëÿäó
(

G1

H1

)
=

1

4π3

∑
σ

eiσϕ

2π∫

0

2π∫

0

2π∫

0

f0(τ, a,

aλ, ψ, ψλ, θ)e
i(qψ−rψλ−pθ)

(
sin ψ
cos ψ

)
dψdψλdθ.

Êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöié A1 i B1 çíà-
õîäÿòüñÿ iç ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïiñëÿ
ïiäñòàíîâêè âiäïîâiäíèõ ðîçêëàäiâ â (16). Â
ïiäñóìêó îäåðæèìî:

A1(τ, a, aλ, ϕ) =

= ω(τ)
∑

σ

2C1,σ − iH1,σ

4ω2(τ)− σ2Ω2(τ)
eiσqϕ,

B1(τ, a, aλ, ϕ) =

=
2ω(τ)

a

∑
σ

H1,σ + iσG1,σ

4ω2(τ)− σ2Ω2(τ)
eiσqϕ,

äå G1,σ, H1,σ - êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöié G1

i H1 âiäïîâiäíî.

4. Ïðèêëàäè. Ïðîiëþñòðó¹ìî ïîáóäîâó
ðiâíÿíü ïåðøîãî íàáëèæåííÿ äëÿ ðiâíÿíü
òèïó Äóôôiíãà [5], àëå ç ëiíiéíî ïåðåòâîðå-
íèì àðãóìåíòîì.

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ
d2x(t)

dt2
+ ω2x(t) =

ε[E cos θ − αx3(λt) + 2β
dx(λt)

dt
].

Íåõàé ω = ν i λ = 0, 5. Ìà¹ìî ðåçîíàíñ
ω = ν, êðiì òîãî, Ω = 0 i

f0 = E cos θ − αa3
λ

4
(cos 3ψλ + 3 cos ψλ)−
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−2βaλω sin ψλ.

Óìîâè (12) âèêîíóþòüñÿ äëÿ k = l = 0,
m = 1. Îòæå,

u1(t, ε) = u1
010(aλ) cos ψλ+

+u1
030(aλ) cos 3ψλ + u2

010(aλ)sinψλ.

Äëÿ A1 i B1 ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

E cos ψ cos ϕ + E sin ψ sin ϕ + 2ωA1 sin ψ+

+2aωB1 cos ψ = 0.

Òàêèì ÷èíîì,

x1(t, ε) = a cos ψ−

−εαa3
λ

20ω2
(4 cos 3ψλ + 15 cos ψλ)+

+
8εβaλ

3ω
sin ψλ,

äå a i ψ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ
da

dt
= −εE

4a
sin ϕ,

dψ

dt
= ω − εE

4aω
cos ϕ.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé ω = 2ν, λ = 0.5,

d2x(t)

dt2
+ ω2x(t) =

ε[Exλ cos θ − αx3 + +2β
dx

dt
].

Ìà¹ìî

f0(a, aλ, ψ, ψλ, θ) =
Eaλ

2
(cos(ψλ + θ)+

cos(ψλ + θ))− αa3

4
(cos 3ψ + 3 cos ψ)+

2βaω sin ψ.

Ðåçîíàíñ ω = λωλ + ν äîñÿãà¹òüñÿ ïðè k=0,
l=m=1. Ó ïåðøîìó íàáëèæåííi

x1(t, ε) = a cos ψ +
ε

32ω2
(16 cos(ψ − θ)+

αa3 cos 3ψ),

äå a i ψ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ
da

dt
= ε(

aλE sin ϕ

4ω
− aβ),

dψ

dt
= ω − ε

2aω
(3αa3 − aλ cos ϕ).
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