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Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà, Ëüâiâ

ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ ÎÄÍÎ×ÀÑÍÎÃÎ ÏÐÎÄÎÂÆÅÍÍß ÏÑÅÂÄÎÌÅÒÐÈÊ,
ÇÀÄÀÍÈÕ ÍÀ ÎÏÓÊËÈÕ ÒIËÀÕ Â ÅÂÊËIÄÎÂÎÌÓ ÏÐÎÑÒÎÐI

Ðîçãëÿíóòî îïåðàòîð îäíî÷àñíîãî ïðîäîâæåííÿ íåïåðåðâíèõ ïñåâäîìåòðèê, âèçíà÷åíèõ
íà äåÿêîìó êëàñi çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó Rn. Ðåçóëüòàò, îòðèìàíèé äëÿ
öüîãî êëàñó, ¹ â äåÿêié ìiði àíàëîãîì ðåçóëüòàòó Å. Ä. Òèì÷àòèíà òà Ì. Çàði÷íîãî, îòðèìàíîãî
äëÿ âèïàäêó êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó.

We consider operators simultaneously extending continuous pseudometrics de�ned on a
certain class of closed subsets of the Euclidean space Rn. Our result obtained for this class, with
the assumption that the underlying space in general is not compact, is similar to that obtained by
E. D. Tymchatyn and M. M. Zarichnyi for compact spaces.

1. Âñòóï. Å. Ä. Òèì÷àòèí òà Ì. Çàði÷íèé
ðîçãëÿäàëè çàäà÷ó îäíî÷àñíîãî ïðîäîâæå-
ííÿ ÷àñòêîâèõ íåïåðåðâíèõ ïñåâäîìåòðèê,
çàäàíèõ íà çàìêíåíèõ ïiäìíîæèíàõ êîì-
ïàêòíîãî ìåòðèçîâíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðî-
ñòîðó (äèâ. [1]). Äëÿ ìíîæèíè ÷àñòêîâèõ
ïñåâäîìåòðèê ç òîïîëîãi¹þ Â'¹òîðiñà äîâå-
äåíå iñíóâàííÿ ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî îïå-
ðàòîðà îäíî÷àñíîãî ïðîäîâæåííÿ. Îïåðàòîð
ïðîäîâæåííÿ ïîáóäîâàíèé àâòîðàìè çà äî-
ïîìîãîþ òåîðåìè Ôðèøêîâñüêîãî ïðî íå-
ïåðåðâíó ñåëåêöiþ äëÿ áàãàòîçíà÷íèõ âiä-
îáðàæåíü (äèâ. [5]). Íåïåðåðâíèé îïåðàòîð
îäíî÷àñíîãî ïðîäîâæåííÿ íàïiâíåïåðåðâíèõ
çâåðõó ïñåâäîìåòðèê, âèçíà÷åíèõ íà îïó-
êëèõ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèíàõ êîìïàêòíîãî
ëîêàëüíî îïóêëîãî ïðîñòîðó, ïîáóäîâàíèé â
[6]. Ïðè öüîìó ìíîæèíà ÷àñòêîâèõ ïñåâäî-
ìåòðèê, îòîòîæíåíèõ çi ñâî¨ìè ñóáãðàôiêà-
ìè, ðîçãëÿäàëàñÿ â òîïîëîãi¨ Ôåëëà, à îïå-
ðàòîð ïðîäîâæåííÿ âèçíà÷åíèé çà äîïîìî-
ìîãîþ âiäîáðàæåííÿ ìåòðè÷íî¨ ïðîåêöi¨.

Ó öié ñòàòòi ìè ðîçãëÿíåìî îïåðà-
òîð îäíî÷àñíîãî ïðîäîâæåííÿ íåïåðåðâíèõ
ïñåâäîìåòðèê, çàäàíèõ íà äåÿêîìó êëàñi çà-
ìêíåíèõ ïiäìíîæèí åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó
Rn, à ñàìå, íà ìíîæèíi îïóêëèõ òië. Áóäå-
ìî âèêîðèñòîâóâàòè òåîðåìó ïðî ñåëåêöiþ
Áðåññàíà òà Êîëîìáî, ÿêà ¹ àíàëîãîì ðå-
çóëüòàòó Ôðèøêîâñüêîãî äëÿ íåêîìïàêòíî-
ãî âèïàäêó.

2. Ïîçíà÷åííÿ òà äîïîìiæíi ôàêòè.
Íàãàäà¹ìî äåÿêi ôàêòè ç òåîði¨ ãiïåðïðîñòî-
ðiâ, à òàêîæ ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé Y
� ãàóñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç CL(Y ) ìíîæèíó âñiõ íåïî-
ðîæíiõ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó Y .
Ïåðåäáàçà òîïîëîãi¨ Ôåëëà TF íà ìíîæèíi
CL(Y ) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ìíîæèí âèãëÿäó
U− = {A ∈ CL(Y ) | A ∩ U 6= ∅}, äå U � íå-
ïîðîæíÿ âiäêðèòà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó Y
òà âñiõ ìíîæèí âèãëÿäó V + = {A ∈ CL(Y ) |
A ⊂ V }, äå V � íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ïiäìíî-
æèíà ïðîñòîðó Y ç êîìïàêòíèì äîïîâíåí-
íÿì. Âiäîìî, ùî ïðîñòið (CL(Y ), TF ) ¹ ïîëü-
ñüêèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ïðîñòið Y ëî-
êàëüíî êîìïàêòíèé ç äðóãîþ àêñiîìîþ çëi-
÷åííîñòi ([2]). Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïî-
çíà÷åííÿ Ac, int(A) òà A äëÿ äîïîâíåííÿ,
âíóòðiøíîñòi òà çàìèêàííÿ ïiäìíîæèíè A
çàäàíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó.

Äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè A
ïðîñòîðó Y ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó PMc(A)
âñiõ íåïåðåðâíèõ ïñåâäîìåòðèê, âèçíà÷å-
íèõ íà ìíîæèíi A. Î÷åâèäíî, ùî ìíîæè-
íà PMc(A) çàìêíåíà âiäíîñíî îïåðàöi¨ ïî-
òî÷êîâîãî äîäàâàííÿ ïñåâäîìåòðèê

s : PMc(A)× PMc(A) → PMc(A)

òà ìíîæåííÿ íà íåâiä'¹ìíå ÷èñëî

c : R+ × PMc(A) → PMc(A)
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äëÿ êîæíîãî A ∈ CL(Y ). Áóäåìî ïèñàòè
dom(σ) = A, ÿêùî σ ∈ PMc(A), A ∈ CL(Y ).
Ââåäåìî òîïîëîãiþ íà ìíîæèíi PMc(A) íà-
ñòóïíèì ÷èíîì. Êîæíó ïñåâäîìåòðèêó σ ç
PMc(A) ìîæíà îòîòîæíèòè ç ¨¨ ãðàôiêîì

Γσ = {(x, y, t) ∈ A× A× R+ : t = σ(x, y)} ∈
∈ CL(Y × Y × R).

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ìíîæèíó ÷àñòêîâèõ
ïñåâäîìåòðèê

PMc = ∪{PMc(A) : A ∈ CL(Y )}
ÿê ïiäïðîñòið ïðîñòîðó (CL(Y ×Y ×R), TF ).

Íåõàé U òà K � äîâiëüíi âiäïîâiäíî âiä-
êðèòà i êîìïàêòíà ïiäìíîæèíè ïðîñòîðó
Y × Y , a, b � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà. Áóäåìî
âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ (äèâ.
[3]):

[Y, U, a, b]− = PMc(Y ) ∩ (U × (a, b))−,

[Y,K, a, b]+ = PMc(Y ) ∩ ((K × [a, b])c)+.

Òîäi ñiì'ÿ

F(Y ) = {[Y, U, a, b]− | U � âiäêðèòà â

Y × Y, a, b ∈ R}∪
∪{[Y, K, a, b]+ | K � êîìïàêòíà â

Y × Y, a, b ∈ R}
óòâîðþ¹ ïåðåäáàçó òîïîëîãi¨ Ôåëëà íà ìíî-
æèíi PMc(Y ) (äèâ. [3]). Äëÿ êîæíî¨ ìíîæè-
íè A ∈ CL(Y ) ïåðåäáàçîþ òîïîëîãi¨ Ôåëëà
íà ìíîæèíi PMc(A) ¹ ñiì'ÿ

F(A) = {[A,U, a, b]− | U � âiäêðèòà â

A× A, a, b ∈ R}∪
∪{[A,K, a, b]+ | K � êîìïàêòíà â

A× A, a, b ∈ R}.
Âiäîìî, ùî òîïîëîãiÿ Ôåëëà TF íà ìíî-

æèíi íåïåðåðâíèõ äiéñíèõ ôóíêöié C(Y )
ñïiâïàäà¹ ç êîìïàêòíî-âiäêðèòîþ òîïîëîãi-
¹þ Tco íà C(Y ) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äî-
âiëüíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó Y
ìiñòèòüñÿ ó ñêií÷åííîìó îá'¹äíàííi çâ'ÿçíèõ

êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó Y ç íåïî-
ðîæíiìè âíóòðiøíîñòÿìè (äèâ. [3]). Ðiâíiñòü
òîïîëîãié TF i Tco íà ìíîæèíi C(Y ) òàêîæ
ìà¹ ìiñöå, êîëè ïðîñòið Y ëîêàëüíî êîìïà-
êòíèé i ëîêàëüíî çâ'ÿçíèé.

Äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Z ïîçíà÷èìî
÷åðåç RZ ìíîæèíó âñiõ äiéñíèõ ôóíêöié íà
Z. Êðiì öüîãî, íåõàé P(Z) � ìíîæèíà âñiõ
íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè Z.

Äëÿ çàäàíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó
(H, ‖ · ‖) ïîçíà÷èìî ÷åðåç L1([0, T ], H)
áàíàõîâèé ïðîñòið ôóíêöié, iíòåãðîâ-
íèõ çà Áîõíåðîì, ÿêi äiþòü ç iíòåðâàëó
[0, T ] â ïðîñòið H. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨
u ∈ L1([0, T ], H),

‖u‖ =

∫ T

0

‖u(t)‖dt.

Ïiäìíîæèíà D ïðîñòîðó L1([0, T ], H) íà-
çèâà¹òüñÿ ðîçêëàäíîþ, ÿêùî u1χ(C) +
u2χ([0, T ] \ C) ∈ D äëÿ äîâiëüíèõ ôóí-
êöié u1, u2 ∈ D òà ìíîæèíè C ⊂ [0, T ],
äå χ � iíäèêàòîð. Íåõàé Y, Z � òî-
ïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Ìíîãîçíà÷íå âiäî-
áðàæåííÿ G : Y → P(Z) íàçèâà¹òüñÿ
íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó, ÿêùî ìíîæèíà
V ∗ = {y ∈ Y | G(y) ∩ V 6= ∅} âiäêðèòà
â Y äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè
V ïðîñòîðó Z. Ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìó ïðî
ñåëåêöiþ Áðåññàíà òà Êîëîìáî (äèâ. [4]),
ÿêó âèêîðèñòà¹ìî â íàñòóïíîìó ðîçäiëi.

Òåîðåìà 1. Íåõàé Y � ñåïàðà-
áåëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, G : Y →
P(L1([0, T ], H)) � íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó
áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ïðè-
éìà¹ çàìêíåíi ðîçêëàäíi çíà÷åííÿ. Òîäi
iñíó¹ íåïåðåðâíå îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ
g : Y → L1([0, T ], H) òàêå, ùî g(y) ∈ G(y)
äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Y .

3. Ïðîäîâæåííÿ ïñåâäîìåòðèê. Íå-
õàé X = Rn � åâêëiäîâèé ïðîñòið çi ñòàí-
äàðòíîþ íîðìîþ, ùî ïîðîäæó¹ ñòàíäàðòíó
ìåòðèêó d íà X. Íåõàé S(x, ε) = {y ∈ X :
d(x, y) < ε} òà S(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) 6 ε}
� âiäïîâiäíî âiäêðèòà òà çàìêíåíà êóëÿ ðà-
äióñà ε ç öåíòðîì â òî÷öi x ∈ X. Ïîçíà÷èìî
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÷åðåç CL1(X) ïiäìíîæèíó ïðîñòîðó CL(X),
îçíà÷åíó íàñòóïíèì ÷èíîì:

CL1(X) =
{
A ⊂ X : A � âiäêðèòà

i îïóêëà â X} .

Íåõàé PM′
c = ∪{PMc(A) : A ∈ CL1(X)}.

Ðîçãëÿäàòèìåìî PM′
c ÿê ïiäïðîñòið ïðîñòî-

ðó PMc íåïåðåðâíèõ ïñåâäîìåòðèê, âèçíà-
÷åíèõ íà çàìêíåíèõ ïiäìíîæèíàõ ïðîñòîðó
X.

Îçíà÷èìî áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ

G : X × CL1(X) → P(L1([0, 1], X))

ôîðìóëîþ

G(x,A) =





L1([0, 1], A ∩ S(x, 2d(x,A))),

ÿêùî x /∈ A;

L1([0, 1], {x}) ≡ {x},
ÿêùî x ∈ A.

Çíà÷åííÿìè îïåðàòîðà G ¹ çàìêíåíi ðîç-
êëàäíi ìíîæèíè. Ñïðàâäi, öåé ôàêò ¹ î÷å-
âèäíèì äëÿ {x} ≡ L1([0, 1], {x}). Äëÿ äî-
âiëüíèõ x ∈ X \ A, u1, u2 ∈ L1([0, 1], A ∩
S(x, 2d(x,A))) òà C ⊂ [0, 1] îòðèìó¹ìî
u1χ(C) + u2χ([0, T ] \ C) ∈ L1([0, 1], A ∩
S(x, 2d(x,A))).

Òâåðäæåííÿ 1. Áàãàòîçíà÷íå âiäîáðà-
æåííÿ G ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî äëÿ êî-
æíî¨ âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè V ïðîñòîðó
L1([0, 1], X) ìíîæèíà

V ∗ = {(x,A) ∈ X × CL1(X) :

G(x,A) ∩ V 6= ∅}
âiäêðèòà â ïðîñòîði X×CL1(X). Çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíèé åëåìåíò (x0, A0) ∈ V ∗ i ðîçãëÿíå-
ìî äâà âèïàäêè.

1) Íåõàé x0 /∈ A0. Äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷è-
ìî O(x,A) = A∩S(x, 2d(x,A)) äëÿ äîâiëüíèõ
A ∈ CL1(X) òà x ∈ X \ A. Òîäi G(x0, A0) =
L1([0, 1], O(x0, A0)). Îñêiëüêè G(x0, A0)∩V 6=
∅, òî iñíó¹ ôóíêöiÿ u ∈ G(x0, A0) ∩ V òà
÷èñëî ε > 0 òàêi, ùî {v ∈ L1([0, 1], X) :
‖u−v‖ < ε} ⊂ V . Âèáåðåìî ÷èñëî ε ìåíøèì,

íiæ d(x0, A0)/8. Ìîæíà çíàéòè ôóíêöiþ v ∈
L1([0, 1], O(x0, A0)), ÿêà íàáóâà¹ ñêií÷åííó
êiëüêiñòü çíà÷åíü, òàêó, ùî ‖u − v‖ < ε/2.
Îñêiëüêè ìíîæèíà O(x0, A0) îïóêëà i âíó-
òðiøíiñòü int O(x0, A0) íåïîðîæíÿ, òî ìî-
æåìî ââàæàòè, ùî âñi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ v ìi-
ñòÿòüñÿ ó ìíîæèíi S(x0, 2d(x0, A0))∩A0. Íå-
õàé {x1, . . . , xk} � ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêöi¨
v. Âèáåðåìî äîâiëüíå äîäàòí¹ ÷èñëî δ < ε
òàêå, ùî S(xi, δ/2) ⊂ S(x0, 2d(x0, A0)) äëÿ
âñiõ i ∈ {1, . . . , k}. Êðiì öüîãî íåõàé δ � äî-
ñòàòíüî ìàëå, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü
d(x0, xi) < 2d(x0, A0) − 3δ. Î÷åâèäíî, ùî
S(xi, δ/2) ∩ A0 6= ∅ äëÿ âñiõ i ∈ {1, . . . , k}.
Òåïåð íåõàé U = S(x0, δ/2) i

W =

[
k⋂

i=1

S

(
xi,

δ

2

)]−
∩

∩
[
S

(
x0, d(x0, A0)− δ

2

)c]+

.

Òîäi ìíîæèíà U×W ¹ îêîëîì òî÷êè (x0, A0)
ó ïðîñòîði X × CL1(X). Âiçüìåìî äîâiëüíó
òî÷êó (x,A) ∈ U × W . Òîäi äëÿ êîæíîãî
i ∈ {1, . . . , k} iñíó¹ òî÷êà zi ∈ S(xi, δ/2) ∩ A.
Êðiì öüîãî d(x,A) > d(x0, A0) − δ. Ñïðàâ-
äi, ÿêùî y0 ∈ A0 òà y ∈ A � òî÷êè òàêi,
ùî d(x0, A0) = d(x0, y0) i d(x,A) = d(x, y), òî
îòðèìà¹ìî

d(x,A) = d(x, y) > d(x0, y)− d(x0, x) >

> d(x0, A)− δ/2 > d(x0, A0)− δ/2− δ/2 =

= d(x0, A0)− δ > 0.

Îòæå, x /∈ A i òîìó G(x,A) =
L1([0, 1], O(x,A)). Òåïåð äîâåäåìî, ùî
d(x, zi) < 2d(x,A) äëÿ êîæíîãî iíäåêñà
i ∈ {1, . . . , k}. Îòðèìà¹ìî

d(x, zi) 6 d(x, xi) + d(xi, zi) <

< d(x, xi) +
δ

2
6 d(x, x0) + d(x0, xi) +

δ

2
<

<
δ

2
+ d(x0, xi) +

δ

2
= d(x0, xi) + δ <

< 2d(x0, A0)− 2δ < 2d(x,A)

äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, . . . , k}. Îòæå, zi ∈
O(x,A) äëÿ áóäü-ÿêîãî i ∈ {1, . . . , k}. Îçíà-
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÷èìî ôóíêöiþ v′ ∈ L1([0, 1], O(x,A)) íàñòó-
ïíèì ÷èíîì. Íåõàé v′(t) = zi äëÿ âñiõ t ∈
[0, 1] òàêèõ, ùî v(t) = xi, i ∈ {1, . . . , k}. Òî-
äi ‖v′ − v‖ < δ/2 < ε/2. Îòæå, ‖u − v′‖ 6
‖u − v‖ + ‖v − v′‖ < ε i ìè îòðèìó¹ìî
v′ ∈ G(x,A) ∩ V .

2) Íåõàé x0 ∈ A0. Òîäi G(x0, A0) = u0 ∈
V , äå u0(t) = x0 äëÿ âñiõ t ∈ [0, 1]. Âèáåðå-
ìî ÷èñëî ε > 0 òàêå, ùî {v ∈ L1([0, 1], X) :
‖u0 − v‖ < ε} ⊂ V . Íåõàé U = S(x0, ε/3)
i W = S(x0, ε/3)−. Î÷åâèäíî, ùî ìíîæè-
íà U × W ¹ îêîëîì òî÷êè (x0, A0) ó ïðî-
ñòîði X × CL1(X). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî-
÷êó (x,A) ∈ U × W . ßêùî x ∈ A, òî
G(x,A) = u, äå u(t) = x íà ìíîæèíi [0, 1].
Îñêiëüêè ‖u − u0‖ < ε, òî îòðèìà¹ìî u ∈
V ∩ G(x,A). Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî x /∈ A.
Îñêiëüêè A ∩ S(x0, ε/3) 6= ∅, áà÷èìî, ùî
d(x,A) < 2ε/3. Îòæå, iñíó¹ òî÷êà y ∈ A òà-
êà, ùî d(x, y) = d(x,A) < 2ε/3. Òîäi äëÿ
ñòàëî¨ ôóíêöi¨ v ∈ L1([0, 1], O(x,A)) ç ¹äè-
íèì çíà÷åííÿì y îòðèìà¹ìî ‖v−u0‖ 6 ‖v−
u‖+‖u−u0‖ < 2ε/3+ε/3 = ε, à îòæå, v ∈ V .
Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Çà òåîðåìîþ 1 iñíó¹ íåïåðåðâíà ñåëåêöiÿ
g : X × CL1(X) → L1([0, 1], X) áàãàòîçíà-
÷íîãî âiäîáðàæåííÿ G. Îçíà÷èìî îïåðàòîð
h : PM′

c → RX×X íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

h(σ)(x, y) =

∫ 1

0

σ(g(x, dom(σ))(t),

g(y, dom(σ))(t))dt

äëÿ âñiõ x, y ∈ X. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ
åëåìåíòiâ x, y ∈ X ôóíêöi¨ g(x, dom(σ)) òà
g(y, dom(σ)) íàáóâàþòü ñâî¨ çíà÷åííÿ ó êîì-
ïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ ìíîæèíè dom(σ), áà-
÷èìî, ùî h(σ)(x, y) < +∞.

Òâåðäæåííÿ 2 i 3 ¹ àíàëîãàìè äîïîìi-
æíèõ ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ â [1].

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé σ ∈ PM′
c i K �

êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó dom(σ).
Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà ε > 0 iñíó¹ ÷èñëî
δ = δ(ε) > 0 òàêå, ùî

∫ 1

0
σ(u(t), v(t))dt < ε,

äå ôóíêöi¨ u, v ∈ L1([0, 1], K) òàêi, ùî ‖u −
v‖ < δ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî σ(x, y) = 0 äëÿ âñiõ
x, y ∈ K ⊂ dom(σ), òî òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå.

Ïðèïóñòèìî, ùî q = max{σ(x, y) : (x, y) ∈
K×K} > 0 i íåõàé ÷èñëî ε > 0 � ôiêñîâàíå.
Îñêiëüêè ïñåâäîìåòðèêà σ ðiâíîìiðíî íåïå-
ðåðâíà íà ìíîæèíi K × K, òî iñíó¹ δ0 > 0
òàêå, ùî σ(x, y) < ε/2 äëÿ âñiõ x, y ∈ K òà-
êèõ, ùî ‖x − y‖ < δ0. Òåïåð âèáåðåìî äîäà-
òíå ÷èñëî δ < min{δ0,

εδ0
2q
}. Ðîçãëÿíåìî äî-

âiëüíi åëåìåíòè u, v ∈ L1([0, 1], K) òàêi, ùî
‖u − v‖ < δ i ìíîæèíó C = {t ∈ [0, 1] :
‖u(t)− v(t)‖ > δ0}. Äîâåäåìî, ùî µ(C) 6 ε

2q

(òóò ÷åðåç µ ïîçíà÷à¹ìî ëåáåãîâó ìiðó íà
iíòåðâàëi [0, 1]). Ïðèïóñòèìî, ùî ìà¹ ìiñöå
ïðîòèëåæíå. Òîäi

δ >

∫

C

‖u(t)− v(t)‖dt+

+

∫

[0,1]\C
‖u(t)− v(t)‖dt > µ(C)δ0 >

εδ0

2q
,

ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå,
∫ 1

0

σ(u(t), v(t))dt =

∫

C

σ(u(t), v(t))dt+

+

∫

[0,1]\C
σ(u(t), v(t))dt <

<
εq

2q
+

∫

[0,1]\C

ε

2
dt 6 ε.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé σ ∈ PM′

c i K �
êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó dom(σ).
Òîäi âiäîáðàæåííÿ

rσ : L1([0, 1], K)× L1([0, 1], K) → R,

âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

rσ(u, v) =

∫ 1

0

σ(u(t), v(t))dt,

ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíå.
Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî äîâiëüíå ε > 0.

Çà ïîïåðåäíiì òâåðäæåííÿì ìîæíà çíàéòè
÷èñëî δ > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ u, v ∈
L1([0, 1], K), äëÿ ÿêèõ ‖u − v‖ < δ, âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü rσ(u, v) < ε/2. Âèáåðåìî
ôóíêöi¨ u1, v1, u2, v2 ∈ L1([0, 1], K) òàêi, ùî

‖u1 − u2‖ < δ i ‖v1 − v2‖ < δ.
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Îòðèìà¹ìî
|rσ(u1, v1)− rσ(u2, v2)| =

=

∣∣∣∣
∫ 1

0

(σ(u1(t), v1(t))− σ(u2(t), v2(t))) dt

∣∣∣∣ 6

6
∫ 1

0

|σ(u1(t), v1(t))− σ(u1(t), v2(t))| dt+

+

∫ 1

0

|σ(u1(t), v2(t))− σ(u2(t), v2(t))| dt 6

6
∫ 1

0

σ (v1(t), v2(t)) dt+

+

∫ 1

0

σ (u1(t), u2(t)) dt <
ε

2
+

ε

2
= ε.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé σ ∈ PM′

c. Òîäi
ôóíêöiÿ h(σ) � íåïåðåðâíà ïñåâäîìåòðèêà
íà X.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî h(σ) � ïñåâ-
äîìåòðèêà íà X. Äëÿ äîâåäåííÿ íåïåðåðâ-
íîñòi h(σ) âiçüìåìî äîâiëüíi ïîñëiäîâíîñòi
{xi} òà {yi} â X, çáiæíi äî òî÷îê x òà y âiä-
ïîâiäíî. Íåõàé W1 òà W2 � îáìåæåíi îêîëè
òî÷îê x òà y âiäïîâiäíî. Çà âëàñòèâîñòÿìè
ñåëåêöi¨ g, ìîæíà çíàéòè êîìïàêòíi ïiäìíî-
æèíè K1 òà K2 ïðîñòîðó dom(σ) òàêi, ùî
g(x′, dom(σ)) ∈ L1([0, 1], K1) äëÿ áóäü-ÿêîãî
x′ ∈ W1 i g(y′, dom(σ)) ∈ L1([0, 1], K2) äëÿ
áóäü-ÿêîãî y′ ∈ W2. Òîäi çà òâåðäæåííÿì
3, äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî
|rσ(u1, v1)−rσ(u2, v2| < ε, ÿêùî ‖u1−u2‖ < δ
i ‖v1 − v2‖ < δ, u1, u2, v1, v2 ∈ L1([0, 1], K1 ∪
K2). Îñêiëüêè ôóíêöiÿ g íåïåðåðâíà, òî ìî-
æíà çíàéòè íàòóðàëüíå ÷èñëî k òàêå, ùî
äëÿ âñiõ n > k îòðèìà¹ìî xn ∈ W1, yn ∈
W2, ‖g(xn, dom(σ)) − g(x, dom(σ))‖ < δ i
‖g(yn, dom(σ)) − g(y, dom(σ))‖ < δ. Îòæå,
|h(σ)(xn, yn)− h(σ)(x, y)| < ε äëÿ âñiõ n > k.
Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Òâåðäæåííÿ 5. Îïåðàòîð h ïðîäîâæó¹
ïñåâäîìåòðèêè ç PM′

c íà ïðîñòið X.
Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ î÷åâèäíî âè-

ïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé ñåëåêöi¨ g. ßêùî σ ∈
PM′

c i x, y ∈ dom(σ), òî g(x, dom(σ)) = x i
g(y, dom(σ)) = y. Îòæå, h(σ)(x, y) = σ(x, y).
Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Òâåðäæåííÿ 6. Äëÿ äîâiëüíèõ ïñåâäî-
ìåòðèê σ, σ′ ∈ PM′

c òà ÷èñåë λ, γ > 0,
h(λσ + γσ′) = λh(σ) + γh(σ′).

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ î÷åâèäíî âè-
ïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðà h.

Òâåðäæåííÿ 7. Îïåðàòîð h íåïåðåðâ-
íèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K � äîâiëüíà êîìïà-
êòíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X × X i íåõàé
a, b � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî a < b.
Îñêiëüêè ïðîñòið X ëîêàëüíî êîìïàêòíèé
i çâ'ÿçíèé, òî òîïîëîãiÿ Ôåëëà íà ìíîæèíi
PMc(X) ñïiâïàäà¹ ç êîìïàêòíî-âiäêðèòîþ
òîïîëîãi¹þ íà PMc(X). Òîìó äîñòàòíüî äî-
âåñòè, ùî ïðîîáðàç åëåìåíòà ïåðåäáàçè òî-
ïîëîãi¨ Tco íà PMc(X) âèãëÿäó M(K, a, b) =
{ρ ∈ PMc(X) : ρ(K) ⊂ (a, b)} âiäêðèòèé ó
ïðîñòîði PM′

c. Íåõàé σ ∈ h−1(M(K, a, b)) i
B = dom(σ). Òîäi h(σ) ∈ M(K, a, b) i ìî-
æíà çíàéòè ÷èñëî ε > 0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ
(x, y) ∈ K îòðèìà¹ìî a < h(σ)(x, y) − ε/2 <
h(σ)(x, y) + ε/2 < b. Ïîòðiáíî çíàéòè îêië
O ïñåâäîìåòðèêè σ â PM′

c òàêèé, ùî σ ∈
O ⊂ h−1(M(K, a, b)). Îñêiëüêè ïðîñòið B
ëîêàëüíî êîìïàêòíèé i çâ'ÿçíèé, îòðèìà¹ìî
TF = Tco íà PMc(B).

Iñíóþòü çàìêíåíi êóëi C1 òà C2 â X òà-
êi, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (x, y) ∈ K i t ∈ [0, 1]
ìàòèìåìî

(g(x,B)(t), g(y, B)(t)) ∈

∈ (B ∩ C1)× (B ∩ C2) ≡ K1 ×K2.

Òîäi K1×K2 � êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà ïðî-
ñòîðó B×B. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç q òà Q âiäïî-
âiäíî íàéìåíøå òà íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ïñåâ-
äîìåòðèêè σ íà ìíîæèíi K1 × K2. Òåïåð
îçíà÷èìî ìíîæèíè

D1 = {(x, y, z) ∈ K1 ×K2 × R :

σ(x, y) + ε
2

6 z 6 Q + ε
}

i
D2 = {(x, y, z) ∈ K1 ×K2 × R :

−ε 6 z 6 σ(x, y)− ε
2

}
.
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Î÷åâèäíî, ùî D1 i D2 � êîìïàêòíi ïiäìíî-
æèíè â B×B×R. Îñêiëüêè ãðàôiê ïñåâäî-
ìåòðèêè σ íå ïåðåòèíà¹ íi D1, íi D2, áà÷è-
ìî, ùî ìíîæèíà O1 = (Dc

1)
+ ∩ (Dc

2)
+ ¹ îêî-

ëîì ïñåâäîìåòðèêè σ â PMc(B) ó òîïîëîãi¨
Ôåëëà. Íåõàé

O2 = {ρ ∈ PMc(B) :

ρ(K1 ×K2) ⊂
(
q − ε

2
, Q + ε

2

)}
.

Òîäi ìíîæèíà O2 � îêië ïñåâäîìåòðèêè
σ â PM′

c ó êîìïàêòíî-âiäêðèòié òîïîëîãi¨.
Îñêiëüêè òîïîëîãi¨ TF i Tco ñïiâïàäàþòü íà
PMc(B), òî ìíîæèíà O = O1 ∩O2 ¹ îêîëîì
ïñåâäîìåòðèêè σ ó ïðîñòîði PMc(B), à îò-
æå, ó ïðîñòîði PM′

c. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé
åëåìåíò ρ ∈ O. Îñêiëüêè −ε/2 < 0 6 q 6
ρ(x′, y′) 6 Q < Q+ε/2 äëÿ âñiõ (x′, y′), áà÷è-
ìî, ùî ¹äèíîþ ìîæëèâiñòþ, ïðè ÿêié ãðàôiê
ïñåâäîìåòðèêè ρ íå ïåðåòèíà¹ íi D1, íi D2 ¹
óìîâà

σ(x′, y′)− ε/2 < ρ(x′, y′) < σ(x′, y′) + ε/2

äëÿ âñiõ (x′, y′) ∈ K1 ×K2. Òîäi
|h(ρ)(x, y)− h(σ)(x, y)| 6

6
∫ 1

0

|ρ(g(x,B)(t), g(y, B)(t))−
−σ(g(x,B)(t), g(y, B)(t))| dt < ε

äëÿ âñiõ (x, y) ∈ K. Çâiäñè îòðèìà¹ìî
h(ρ)(K) ⊂ (a, b). Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ñòàòòi ìîæíà ñôîð-
ìóëþâàòè òàê.

Òåîðåìà 2. Iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ
h : PM′

c → PMc(X), ÿêå çàäîâîëüíÿ¹
íàñòóïíi óìîâè:
1) h � ëiíiéíå;
2) h(σ) ¹ ïðîäîâæåííÿì ïñåâäîìåòðèêè σ

íà ïðîñòið X äëÿ êîæíîãî σ ∈ PM′
c;

3) h � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ.
Ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ëiíiéíîãî íåïåðåðâíî-

ãî îïåðàòîðà ïðîäîâæåííÿ ç (PMc, TF ) ó
(PMc(X), TF ) äëÿ äîâiëüíîãî ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíîãî ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó X çàëèøà-
¹òüñÿ âiäêðèòèì.
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