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ÌIØÀÍÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß ÎÄÍÎÃÎ ÍÅËIÍIÉÍÎÃÎ ÐIÂÍßÍÍß ÒÈÏÓ
ÊÎËÈÂÀÍÜ ÁÀËÊÈ Â ÍÅÎÁÌÅÆÅÍIÉ ÎÁËÀÑÒI

Ïðàöÿ ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ïåðøî¨ ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ï'ÿòîãî
ïîðÿäêó â îáìåæåíié çà ÷àñîâîþ òà íåîáìåæåíié çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè îáëàñòi. Ðîçãëÿ-
íóòå ðiâíÿííÿ óçàãàëüíþ¹ ðiâíÿííÿ êîëèâàíü áàëêè â ñåðåäîâèùi ç îïîðîì, ùî âèâ÷à¹òüñÿ â
òåîði¨ ïðóæíîñòi, íà âèïàäîê äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ. Îòðèìàíî
óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó. Âêàçàíi êëàñè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ¹
ïðîñòîðàìè ëîêàëüíî iíòåãðîâíèõ ôóíêöié.

The paper is devoted to investigation of the �rst mixed problem for nonlinear �fth order
equation in domain bounded with respect to time variable and unbounded with respect to space
variables. Described equation generalizes the equation of beam vibrations in medium with resi-
stance, which is studied in elasticity theory, for a case of any �nite number of space variables. The
conditions of the existence and uniqueness of generalized solution have been obtained. The classes
of the existence and uniqueness are the spaces of local integrable functions.

Ó öié ïðàöi äîñëiäæåíî ïåðøó ìiøàíó çà-
äà÷ó â íåîáìåæåíié çà ïðîñòîðîâèìè çìií-
íèìè îáëàñòi äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

A(u) ≡ utt +
∑

|α|=|β|=2

Dβ (aαβ(x, t)Dαut)−

−
n∑

i=1

(
a1,i(x, t)|utxi

|p1−2utxi

)
xi

+ a00(x, t)ut +

+
∑

1≤|α|=|β|≤2

(−1)|α|Dβ (bαβ(x)Dαu)+b00(x, t)u +

+
∑

1≤|α|≤2

cα(x, t)Dαu+g(x, ut)=f(x, t), (1)

äå Dα =
∂|α|

∂x1
α1 ...∂xn

αn
, α = (α1, ..., αn),

αi ∈ N ∪ {0}, i = 1, ..., n, |α| = α1 + ... + αn.
Ðiâíÿííÿ òà ñèñòåìè âèãëÿäó (1), ÿêi óçà-
ãàëüíþþòü ìîäåëü êîëèâàííÿ áàëêè ó ñå-
ðåäîâèùi ç îïîðîì, âèâ÷àþòü ó òåîði¨ ïðó-
æíîñòi. Àêòóàëüíiñòü âèâ÷åííÿ êðàéîâèõ çà-
äà÷ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì ïîÿñíþ¹-
òüñÿ ïðîáëåìîþ çíîøóâàííÿ êîíòàêòíèõ ïî-
âåðõîíü [1]. Çîêðåìà, ó ïðàöi [1] äîñëiäæå-
íî iñíóâàííÿ ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìiøàíèõ çà-
äà÷ â îáìåæåíié îáëàñòi D äëÿ ñèñòåìè äâîõ

ëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííè-
ìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿä-
êó çà ÷àñîâîþ çìiííîþ, îäíà ç íåâiäîìèõ
ôóíêöié ó ÿêié îïèñó¹ âåðòèêàëüíå çìiùåí-
íÿ áàëêè. Âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ òàêî¨ ñèñòåìè
utt +autxxxx + buxxxx = f ¹ ÷àñòèííèì âèïàä-
êîì ðiâíÿííÿ (1) çà óìîâ n = 1, a1,i = 0,
i = 1, ..., n, a00 = 0, bαβ = 0, |α| = |β| ≤ 1,
cα = 0, 1 ≤ |α| ≤ 2, g = 0. Ôîðìóëþ-
âàííÿ çàãàëüíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äè-
íàìi÷íèõ êîíòàêòiâ ïðóæíèõ ñòðóêòóð, ÿêi
îïèñóþòüñÿ âèùåçãàäàíèìè ðiâíÿííÿìè òà
ñèñòåìàìè, ¹ ñó÷àñíîþ òà àêòóàëüíîþ iíæå-
íåðíî � òåõíi÷íîþ ïðîáëåìîþ [2�4]. Çîêðå-
ìà, çàäà÷à äèíàìi÷íîãî â'ÿçêîïðóæíîãî òåð-
òÿ çi çíîøóâàííÿì âïåðøå áóëà ñôîðìóëüî-
âàíà â ïðàöi [2], ó [3] äîñëiäæåíî äèíàìi÷íèé
êîíòàêò ìiæ áàëêîþ òà ðóõîìîþ ïîâåðõíåþ,
òåðìîïðóæíèé êîíòàêò âèâ÷åíî â [4].

Çàäà÷i äëÿ ëiíiéíèõ òà íåëiíiéíèõ åâîëþ-
öiéíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì ç ÷àñòèííèìè ïîõi-
äíèìè ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó çà ÷àñî-
âîþ çìiííîþ â íåîáìåæåíèõ îáëàñòÿõ ðîç-
ãëÿäàëè áàãàòî äîñëiäíèêiâ (äèâ. äëÿ ïðè-
êëàäó [5�22]). Äåÿêi ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ
¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó ó öèõ ïðàöÿõ îòðèìàíi â
ïðèïóùåííi ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó, ïî-
÷àòêîâèõ äàíèõ òà ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ
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(ñèñòåìè) íà íåñêií÷åííîñòi, iíøi ðåçóëüòà-
òè (äëÿ ïåâíèõ êëàñiâ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü)�
áåç òàêèõ ïðèïóùåíü. Ïåðøèìè ó öüîìó
ïëàíi áóëè ïðàöi [17, 18], â ÿêèõ ðîçãëÿíó-
òî çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ â íåî-
áìåæåíié îáëàñòi. Ó [20] âèâ÷åíî ìiøàíó çà-
äà÷ó äëÿ ñëàáêî íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè ãiïåðáî-
ëi÷íèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç äâîìà íå-
çàëåæíèìè çìiííèìè. Ïðàöÿ [21] ïðèñâÿ÷å-
íà äîñëiäæåííþ ïåðøî¨ ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ
ñëàáêî íåëiíiéíî¨ ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè äðó-
ãîãî ïîðÿäêó â íåîáìåæåíié çà ïðîñòîðîâè-
ìè çìiííèìè îáëàñòi. Íåëiíiéíà ãiïåðáîëi-
÷íà âàðiàöiéíà íåðiâíiñòü äðóãîãî ïîðÿäêó
â òàêié îáëàñòi âèâ÷åíà ó ïðàöi [22].

Öÿ ïðàöÿ ðîçâèâà¹ òà óçàãàëüíþ¹ iäå¨ i
ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ìiøàíî¨ çàäà÷i â íåî-
áìåæåíié îáëàñòi, âèêëàäåíi â [21], íà âè-
ïàäîê ðiâíÿííÿ ï'ÿòîãî ïîðÿäêó (1), äåÿêi
êîåôiöi¹íòè â ÿêîìó ìîæóòü çðîñòàòè ñòå-
ïåíåâèì ÷èíîì ïðè |x| → ∞. Îòðèìàíî
óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi óçàãàëüíåíîãî
ðîçâ'ÿçêó áåç îáìåæåíü íà ïîâåäiíêó ïðè
|x| → ∞ ðîçâ'ÿçêó, ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿí-
íÿ òà ïî÷àòêîâèõ äàíèõ.

Â îáëàñòi QT = Ω × (0, T ), äå Ω ⊂ Rn,
0 < T < ∞, ðîçãëÿäà¹ìî äëÿ ðiâíÿííÿ (1)
ìiøàíó çàäà÷ó ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u|t=0 = u0(x), (2)

ut|t=0 = u1(x) (3)
òà êðàéîâèìè óìîâàìè

u|ST
= 0,

∂u

∂ν

∣∣∣∣
ST

= 0, (4)

ST = ∂Ω×(0, T ) � ái÷íà ïîâåðõíÿ îáëàñòi QT ,
ν � îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî
ïîâåðõíi ∂Ω.

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî Ω � íåîáìåæåíà îáëàñòü
ç ìåæåþ ∂Ω êëàñó C1, ΩR = Ω ∩
{x ∈ Rn : |x| < R} � çâ'ÿçíà ìíîæèíà äëÿ
äîâiëüíîãî R > 1 ç ðåãóëÿðíîþ çà Êàëü-
äåðîíîì [23, c. 45] ìåæåþ ∂ΩR. Çàóâàæèìî,
çîêðåìà, ùî îïóêëà îáëàñòü Ω çàäîâîëüíÿ¹
óñi çàçíà÷åíi óìîâè [23, c.46, çàóâ. 1.11]. Ïî-
çíà÷èìî Qτ = Ω × (0, τ), QR

τ = ΩR × (0, τ),
Ωτ = QT ∩{t| t = τ} äëÿ äîâiëüíèõ τ ∈ [0, T ],

R > 1, ∂ΩR = ΓR
1 ∪ ΓR

2 , ΓR
1 = ∂Ω ∩ ∂ΩR,

ΓR
2 = ∂ΩR\ΓR

1 .
Ó öié ïðàöi âèêîðèñòîâó¹ìî òàêi ôóíêöié-

íi ïðîñòîðè:

H2
0,ΓR

1
(ΩR) =

{
u ∈ H2(ΩR) : u|ΓR

1
= 0,

∂u

∂ν

∣∣∣∣
ΓR

1

= 0
}

,

H2
0,loc(Ω)=

{
u : u ∈ H2

0,ΓR
1

(
ΩR

) ∀R > 1
}

,

H4
loc(Ω)=

{
u : u ∈ H4

(
ΩR

) ∀R > 1
}

,

W 1,p1

0,ΓR
1
(ΩR) =

{
u ∈ W 1,p1(ΩR) : u|ΓR

1
= 0

}
,

W 1,p1

0,loc(Ω) =
{

u : u ∈ W 1,p1

0,ΓR
1
(ΩR) ∀R > 1

}
,

Lr
loc

(
Ω

)
=

{
u :u ∈ Lr(ΩR)∀R > 1

}
, r∈(1, +∞].

Ñòîñîâíî êîåôiöi¹íòiâ, ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâ-
íÿííÿ (1) òà ïî÷àòêîâèõ äàíèõ ïðèïóñêà¹ìî
âèêîíàííÿ òàêèõ óìîâ.

(À2) max
|α|=|β|=2

esssup
(x,t)∈QR

T

|aαβ(x, t)| 6 a2R
ω äëÿ

äîâiëüíîãî R > 1, 0 6 ω < 1, äå a2 > 0;
∑

|α|=|β|=2

aαβ(x, t)ξαξβ > a0,2

∑

|α|=2

|ξα|2

äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë ξα, |α| = 2,
òà äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ QT , äå a0,2 =
const>0; ôóíêöi¨ aαβ (|α| = |β| = 1), aαβ,t

(|α| = |β| = 2), a00,t, D2aαβ(|α|=|β|=2),
D1aαβ(|α|=|β|=1) íàëåæàòü äî L∞ (QT );
a00 ∈ L∞

(
(0, T ) ; L∞loc(Ω)

)
, a00(x, t) ≥ a0 äëÿ

ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ QT , äå a0 = const;
aαβ(x, t) = aβα(x, t) äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈
QT , |α| = |β| = 2.

(À1) Ôóíêöi¨ a1,i, a1,ixi
, a1,it íàëåæàòü äî

ïðîñòîðó L∞(QT ), ïðè÷îìó a1,i(x, t) ≥ a1

äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ QT , äå a1 - äîäàòíà
ñòàëà, i = 1, ..., n.

(B) ôóíêöi¨ bαβ(1 ≤ |α| = |β| ≤ 2),
D2bαβ(|α| = |β| = 2), D1bαβ(|α| = |β| = 1)
íàëåæàòü äî ïðîñòîðó L∞ (Ω), ïðè÷îìó

∑

|α|=|β|=2

bαβ(x)ξαξβ > b0,2

∑

|α|=2

|ξα|2
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äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë ξα, |α| = 2, òà
äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω, äå b0,2 = const>0;

∑

|α|=|β|=1

bαβ(x)ξαξβ > b0,1

∑

|α|=1

|ξα|2

äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë ξα, |α| = 1, òà
äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω, äå b0,1 = const ≥
0; ôóíêöi¨ b00, b00,t íàëåæàòü äî ïðîñòîðó
L∞(QT ); bαβ(x) = bβα(x) äëÿ ìàéæå âñiõ
x ∈ Ω, 1 ≤ |α| = |β| ≤ 2.

(C) Ôóíêöi¨ cα, cα,t íàëåæàòü äî L∞ (QT ),
1 ≤ |α| ≤ 2.

(G) Ôóíêöiÿ g(x, η) � âèìiðíà çà x,
íåïåðåðâíà çà η, ïðè÷îìó äëÿ äîâiëü-
íèõ ξ, η ∈ R òà äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈
Ω: (g(x, ξ)− g(x, η)) (ξ − η) > g0 |ξ − η|p,
|g(x, η)| 6 g1 |η|p−1, äå g0, g1 � äîäàòíi ñòàëi,
p > 2; ôóíêöiÿ gξ - íåïåðåðâíà çà çìiííîþ ξ
äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω.

(F) f ∈ Lp′((0, T ); Lp′
loc(Ω)), p′ = p/(p− 1),

ft ∈ L2((0, T ); L2
loc(Ω)).

(U) u0 ∈ H4
loc(Ω)∩H2

0,loc(Ω), u1 ∈ H4
loc(Ω)∩

H2
0,loc(Ω) ∩ L2p−2

loc (Ω), up1−2
1,xi

u1,xixi
∈ L2

loc(Ω).
(P1) 1 < p1 < 2, ÿêùî n = 1, n = 2;

2n

n + 2
< p1 < 2, ÿêùî n ≥ 3.

Îçíà÷åííÿ. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿç-
êîì çàäà÷i (1)�(4) â îáëàñòi QT íàçè-
âà¹ìî ôóíêöiþ u ∈ C([0, T ]; H2

0,loc(Ω))

òàêó, ùî ut ∈ C
(
[0, T ]; L2

loc

(
Ω

))∩
L2

(
(0, T ) ; H2

0,loc(Ω)
)∩ Lp

(
(0, T ) ; Lp

loc

(
Ω

))
,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2) òà iíòåãðàëüíó
òîòîæíiñòü∫

Qτ

[
− utvt +

∑

|α|=|β|=2

aαβ(x, t)DαutD
βv +

+
n∑

i=1

a1,i(x, t)|utxi
|p1−2utxi

vxi

]
dxdt +

+

∫

Qτ

[ ∑

1≤|α|=|β|≤2

bαβDαuDβv − f(x, t)v +

+
∑

1≤|α|≤2

cα(x, t)Dαuv + a00(x, t)utv
]
dxdt +

+

∫

Qτ

g(x, ut)vdxdt +

∫

Ω

ut(x, τ)v(x, τ)dx−

+

∫

Qτ

b00(x, t)uvdxdt−
∫

Ω

u1(x)v(x, 0)dx=0 (5)

äëÿ äîâiëüíîãî τ ∈ (0, T ] i äëÿ äîâiëüíî¨
ôóíêöi¨ v ∈ C1([0, T ]; C∞

0 (Ω)).
Ëåìà. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (À2) �

(G), (P1) i u òà u0 � óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿç-
êè âiäïîâiäíî çàäà÷i (1)�(4) òà çàäà÷i (2)�(4)
äëÿ ðiâíÿííÿ A(u) = f 0. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ
τ , R, R0 òàêèõ, ùî τ ∈ (0, T ], 1 < R0 < R,
ïðàâèëüíà îöiíêà

∫

ΩR0

[ ∣∣ut(x, τ)− u0
t (x, τ)

∣∣2 +

+
∑

|α|=2

∣∣Dα
(
u(x, τ)− u0(x, τ)

)∣∣2
]
dx +

+

∫

Q
R0
τ

[ ∑

|α|=2

∣∣Dα
(
ut − u0

t

)∣∣2+
∣∣ut − u0

t

∣∣p
]
dxdt +

+

∫

Q
R0
τ

n∑
i=1

(|utxi
|p1−2utxi

− |u0
txi
|p1−2u0

txi

)×

× (
utxi

− u0
txi

)
dxdt ≤

(
R

R−R0

)γ

×

×
(

M1R
n− β

q−2 + M2R
n− 2p1

2−p1 +

+ M3

∫

QR
τ

∣∣f − f 0
∣∣p′ dxdt

)
, (6)

äå q ∈ (2, p) � äîâiëüíå ÷èñëî, γ >
4q

q − 2
,

β = min((1−ω)4q; 2q), M1, M2, M3 � äîäàòíi
ñòàëi, ÿêi íå çàëåæàòü âiä u, u0, f , f 0.

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé R > 1, τ ∈ (0, T ],
γ > 2 � äîâiëüíi ÷èñëà. Ðîçãëÿíåìî ôóí-
êöiþ ϕR(x) =

{
R2−|x|2

R
, |x| 6 R,

0, |x| > R.
Îñêiëüêè

ϕR,xi
(x) = −2xi

R
, ϕR,xixj

(x) = − 2
R
δj
i , |x| 6 R,

i, j = 1, ..., n, äå δj
i � ñèìâîë Êðîíåêåðà, òî

ïðàâèëüíi îöiíêè
∣∣(ϕγ

R(x))xi

∣∣ 6 2γϕγ−1
R (x),∣∣∣(ϕγ

R(x))xixj

∣∣∣ 6 6γ2ϕγ−2
R (x). Çàóâàæèìî òà-

êîæ, ùî
R− |x| 6 ϕR(x) 6 2(R− |x|). (7)
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Ïîçíà÷èìî w = u − u0. Ïîêëàäåìî v =
wtϕ

γ
R òà âiäíiìåìî âiä iíòåãðàëüíî¨ ðiâíîñòi

(5) äëÿ ôóíêöié u, f âiäïîâiäíó iíòåãðàëü-
íó ðiâíiñòü äëÿ u0, f 0, àíàëîãi÷íó äî (5).
Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè ëåìè òà ðåçóëüòà-
òè [24, òåîð. 2], ðîáèìî âèñíîâîê, çîêðåìà,
øî wtt ∈ L2

(
(0, T ); L2

(
ΩR

))
äëÿ äîâiëüíîãî

R > 1. Òîìó îäåðæèìî
∫

QR
τ

[
wttwt+a00(x, t)w2

t +b00(x, t)wwt

]
ϕγ

Rdxdt +

+

∫

QR
τ

∑

|α|=|β|=2

aαβ(x, t)DαwtD
β (wtϕ

γ
R) dxdt +

+

∫

QR
τ

n∑
i=1

a1,i(x, t)
(|utxi

|p1−2utxi
−|u0

txi
|p1−2u0

txi

)×

× (
(ut − u0

t )ϕ
γ
R

)
xi

dxdt +

+

∫

QR
τ

[ ∑

1≤|α|=|β|≤2

bαβ(x)DαwDβ (wtϕ
γ
R) +

+
∑

1≤|α|≤2

cα(x, t)Dαwwtϕ
γ
R

]
dxdt +

+

∫

QR
τ

[ (
g(x, ut)− g(x, u0

t )
)
(ut − u0

t )−

− (f − f 0)wt

]
ϕγ

Rdxdt = 0. (8)

Ïåðåòâîðèìî iíòåãðàëè ðiâíîñòi (8). Çîêðå-
ìà, ç óìîâè (P1) âèïëèâà¹, ùî V ⊂ H ⊂ V ∗,
äå V = W 1,p1

0

(
ΩR

)
, H = L2(ΩR), ïðè÷îìó

ïðîñòið V âêëàäåíèé â H íåïåðåðâíî i ùiëü-
íî. Òîìó, çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó iíòåãðóâà-
ííÿ ÷àñòèíàìè [23, ñ. 177, òåîð. 1.17], îòðè-
ìà¹ìî

∫

QR
τ

wttwtϕ
γ
Rdxdt =

1

2

∫

ΩR

|wt(x, τ)|2 ϕγ
Rdx.

Äëÿ íàñòóïíèõ ïåðåòâîðåíü âèêîðèñòà¹ìî
ôîðìóëó Ëåéáíiöà ïîõiäíî¨ äîáóòêó ôóíêöi¨
áàãàòüîõ çìiííèõ

Dλ(f1f2) =
∑

λ1≤λ

(
λ
λ1

)
Dλ1

f1D
λ−λ1

f2,

(
λ
λ1

)
=

(
λ1

λ1
1

)
· · ·

(
λn

λ1
n

)
,

ïðè÷îìó ïiäñóìîâóâàííÿ âåäåòüñÿ çà âñiìà
ìóëüòèiíäåêñàìè λ1 = (λ1

1, ..., λ
1
n) òàêèìè,

ùî 0 ≤ λ1
i ≤ λi äëÿ âñiõ i = 1, ..., n. Òàêèì

÷èíîì, îäåðæèìî
∫

QR
τ

∑

|α|=|β|=2

aαβ(x, t)DαwtD
β (wtϕ

γ
R) dxdt =

=

∫

QR
τ

∑

|α|=|β|=2

aαβ(x, t)DαwtD
βwtϕ

γ
Rdxdt +

+

∫

QR
τ

∑

|α|=|β|=2

∑

|σ|=1, σ<β

(
β
σ

)
aαβ(x, t)Dαwt×

×DσwtD
β−σϕγ

Rdxdt +
∑

|α|=|β|=2

aαβ(x, t)Dαwt×

×wtD
βϕγ

Rdxdt = I1 + I2 + I3.

Iíòåãðàëè I1, I2 îöiíèìî òàê:

I1 > a0,2

∫

QR
τ

∑

|α|=2

|Dαwt|2ϕγ
Rdxdt;

I2 6 a2δ1

∫

QR
τ

∑

|α|=2

|Dαwt|2ϕγ
Rdxdt +

+
C1

δ1

∫

QR
τ

∑

|α|=1

|Dαwt|2ϕγ−2
R R2ωdxdt,

δ1 > 0, äîäàòíà ñòàëà C1 çàëåæèòü âiä γ, a2.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè [17, c. 222],

ìîæåìî îòðèìàòè

I2 6
(

a2δ1 +
C1δ2

δ1

) ∫

QR
τ

∑

|α|=2

|Dαwt|2ϕγ
Rdxdt +

+
C2

δ1

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ−4
R R4ωdxdt,

δ2 > 0, äîäàòíà ñòàëà C2 çàëåæèòü âiä γ, a2,
n, δ2. Âèáåðåìî äàëi äîâiëüíå ÷èñëî q ∈ (2, p)
òà ïðîäîâæèìî îöiíþâàííÿ:

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ−4
R R4ωdxdt =
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=

∫

QR
τ

|wt|2 ϕ
γ−4− 2γ

q

R ϕ
2γ
q

R R4ωdxdt ≤

≤ δ3

∫

QR
τ

|wt|q ϕγ
Rdxdt +

+ C3(δ3)

∫

QR
τ

∣∣∣∣ϕ
γ−4− 2γ

q

R R4ω

∣∣∣∣
r

dxdt,

r = q
q−2

, δ3 > 0, C3 > 0. Âðàõóâàâøè î÷åâè-
äíó íåðiâíiñòü |wt|q ≤ |wt|p + |wt|2, îòðèìà¹-
ìî
∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ−4
R R4ωdxdt ≤ δ3

∫

QR
τ

|wt|p ϕγ
Rdxdt +

+ δ3

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt + C4R

γ+n+(ω−1) 4q
q−2 ,

ïðè÷îìó äîäàòíà ñòàëà C4 çàëåæèòü âiä γ,
T , n, δ3.

Òàêèì ÷èíîì, îäåðæèìî äëÿ I2 îöiíêó

I2 6
(

a2δ1 +
C1δ2

δ1

) ∫

QR
τ

∑

|α|=2

|Dαwt|2ϕγ
Rdxdt +

+
C2δ3

δ1

∫

QR
τ

|wt|p ϕγ
Rdxdt +

+
C2δ3

δ1

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt +

C2C4

δ1

Rγ+n+(ω−1) 4q
q−2 .

Îöiíèìî äàëi

I3 6 a2δ4

∫

QR
τ

∑

|α|=2

|Dαwt|2ϕγ
Rdxdt +

+
C5

δ4

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ−4
R R2ωdxdt,

δ4 > 0, äîäàòíà ñòàëà C5 çàëåæèòü âiä γ,
a2. Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüî¨ îöiíêè ìîæíà
îòðèìàòè

I3 6 a2δ4

∫

QR
τ

∑

|α|=2

|Dαwt|2ϕγ
Rdxdt +

+
C5δ5

δ4

∫

QR
τ

|wt|p ϕγ
Rdxdt +

+
C5δ5

δ4

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt + C6R

γ+n+(ω−2) 2q
q−2 ,

δ5 > 0, äîäàòíà ñòàëà C6 çàëåæèòü âiä γ, T ,
n, δ5, a2.

Ïðîäîâæèìî ïåðåòâîðåííÿ òà îöiíêè ií-
òåãðàëiâ ðiâíîñòi (8):
∫

QR
τ

n∑
i=1

a1,i(x, t)
(|utxi

|p1−2utxi
− |u0

txi
|p1−2u0

txi

)×

× (
(ut − u0

t )ϕ
γ
R

)
xi

dxdt =

=

∫

QR
τ

n∑
i=1

a1,i(x, t)
(|utxi

|p1−2utxi
−|u0

txi
|p1−2u0

txi

)×

× (
utxi

− u0
txi

)
ϕγ

Rdxdt +

+

∫

QR
τ

n∑
i=1

a1,i(x, t)
(|utxi

|p1−2utxi
− |u0

txi
|p1−2u0

txi

)×

× (
ut − u0

t

)
ϕγ

R,xi
dxdt = I4 + I5;

I4 ≥ a1

∫

QR
τ

n∑
i=1

(|utxi
|p1−2utxi

−|u0
txi
|p1−2u0

txi

)×

× (
utxi

− u0
txi

)
ϕγ

Rdxdt;

I5 ≤ C7(a1, n, γ)

∫

QR
τ

n∑
i=1

∣∣∣|utxi
|p1−2utxi

−

− |u0
txi
|p1−2u0

txi

∣∣∣
∣∣ut − u0

t

∣∣ ϕγ−1
R dxdt =

= C7

∫

QR
τ

n∑
i=1

∣∣|utxi
|p1−2utxi

− |u0
txi
|p1−2u0

txi

∣∣×

×
∣∣ut − u0

t

∣∣ ϕ
γ−1− γ

p′1
+ γ

p′1
R dxdt ≤

≤ C7δ6

∫

QR
τ

n∑
i=1

∣∣|utxi
|p1−2utxi

− |u0
txi
|p1−2u0

txi

∣∣p′1 ×

×ϕγ
Rdxdt + C8(a1, n, γ, δ6, p1)

∫

QR
τ

∣∣ut − u0
t

∣∣p1 ×
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×ϕ
(γ−1− γ(p1−1)

p1
)p1

R dxdt ≤

≤ C7δ6

∫

QR
τ

n∑
i=1

∣∣|utxi
|p1−2utxi

−|u0
txi
|p1−2u0

txi

∣∣×

×
∣∣utxi

− u0
txi

∣∣ϕγ
Rdxdt +

+ C8

∫

QR
τ

∣∣ut − u0
t

∣∣p1 ϕγ−p1

R dxdt,

a1 = max
i=1,...,n

esssup
(x,t)∈QT

|a1,i(x, t)|, δ6>0, C7>0,

C8>0.
Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, îòðè-

ìà¹ìî
∫

QR
τ

∣∣ut − u0
t

∣∣p1 ϕγ−p1

R dxdt =

=

∫

QR
τ

|wt|p1 ϕ
γ−p1+

p1γ
2
− p1γ

2
R dxdt ≤

≤ δ7

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt +

+ C9(δ7, p1)

∫

QR
τ

∣∣∣ϕγ−p1− p1γ
2

R

∣∣∣
2

2−p1
dxdt ≤

≤ δ7

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt + C10(δ7, p1, n)R

γ+n− 2p1
2−p1 ,

δ7 > 0, C9 > 0, C10 > 0. Òàêèì ÷èíîì, îäåð-
æèìî îöiíêó

I5 ≤ C7δ6

∫

QR
τ

∣∣|utxi
|p1−2utxi

− |u0
txi
|p1−2u0

txi

∣∣×

×
∣∣utxi

− u0
txi

∣∣ϕγ
Rdxdt +

+ C8δ7

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt + C8C10R

γ+n− 2p1
2−p1 .

Êðiì òîãî, ìîæíà îòðèìàòè
∫

QR
τ

a00(x, t) |wt|2 ϕγ
Rdxdt≥−|a0|

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt.

Ïåðåòâîðèìî òåïåð
∫

QR
τ

∑

|α|=|β|=2

bαβ(x)DαwDβ (wtϕ
γ
R) dxdt =

=

∫

QR
τ

∑

|α|=|β|=2

bαβ(x)DαwDβwtϕ
γ
Rdxdt +

+

∫

QR
τ

∑

|α|=|β|=2

∑

|σ|=1, σ<β

(
β
σ

)
bαβ(x)Dαw×

×DσwtD
β−σϕγ

Rdxdt +

+

∫

QR
τ

∑

|α|=|β|=2

bαβ(x)DαwwtD
βϕγ

Rdxdt =

= I6 + I7 + I8.

Îöiíèìî iíòåãðàëè I6, I7:

I6 =
1

2

∫

QR
τ

∑

|α|=|β|=2

(
bαβ(x)DαwDβwϕγ

R

)
t
dxdt ≥

≥ b0,2

2

∫

ΩR

∑

|α|=2

|Dαw(x, τ)|2 ϕγ
Rdx;

I7 6 b2δ8

∫

QR
τ

∑

|α|=2

|Dαw|2ϕγ
Rdxdt +

+
C11

δ8

∫

QR
τ

∑

|α|=1

|Dαwt|2ϕγ−2
R dxdt,

δ8 > 0, b2 = max
|α|=|β|=2

esssup
x∈Ω

|bαβ(x)|, äîäàòíà
ñòàëà C11 çàëåæèòü âiä γ, b2.

Çíîâó âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè [17],
ìîæåìî îòðèìàòè

I7 6 b2δ8T

∫

ΩR

∑

|α|=2

|Dαw(x, τ)|2ϕγ
Rdx +

+
C11δ9

δ8

∫

QR
τ

∑

|α|=2

|Dαwt|2ϕγ
Rdxdt +

+
C12

δ8

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ−4
R dxdt,

164 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2006. Âèïóñê 314-315. Ìàòåìàòèêà.



δ9 > 0, äîäàòíà ñòàëà C12 çàëåæèòü âiä γ, b2,
n, δ9. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê îòðè-
ìàíî îöiíêó iíòåãðàëà I2, çàâåðøèìî îöiíþ-
âàííÿ iíòåãðàëà I7:

I7 6 b2δ8T

∫

ΩR

∑

|α|=2

|Dαw(x, τ)|2ϕγ
Rdx +

+
C11δ9

δ8

∫

QR
τ

∑

|α|=2

|Dαwt|2ϕγ
Rdxdt +

+
C12δ10

δ8

∫

QR
τ

|wt|p ϕγ
Rdxdt +

+
C12δ10

δ8

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt +

C12C13

δ8

Rγ+n− 4q
q−2 ,

δ10 > 0, äîäàòíà ñòàëà C13 çàëåæèòü âiä γ,
δ10, n, T .

Îöiíèìî òåïåð

I8 6 b2δ11T

∫

ΩR

∑

|α|=2

|Dαw(x, τ)|2ϕγ
Rdx +

+
C14δ12

δ11

∫

QR
τ

|wt|p ϕγ
Rdxdt +

+
C14δ12

δ11

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt + C15R

γ+n− 2q
q−2 ,

δ11 > 0, δ12 > 0, ñòàëà C14 > 0 çàëåæèòü âiä
γ, b2, n, ñòàëà C15 > 0 çàëåæèòü âiä γ, δ12, n,
T .

Êðiì òîãî, îäåðæèìî
∫

QR
τ

∑

|α|=|β|=1

bαβ(x)DαwDβ (wtϕ
γ
R) dxdt =

=

∫

QR
τ

∑

|α|=|β|=1

bαβ(x)DαwDβwtϕ
γ
Rdxdt +

+

∫

QR
τ

∑

|α|=|β|=1

bαβ(x)DαwwtD
βϕγ

Rdxdt=I9 + I10;

I9 =

∫

QR
T

∑

|α|=1

bαβ(x)DβwtD
α
[ τ∫

0

wt(x, t)dt
]
×

×ϕγ
Rdxdt ≤ b1T

2

∫

QR
τ

∑

|α|=1

|Dαwt|2 ϕγ
Rdxdt ≤

≤ b1T

2

[
δ13

∫

QR
τ

∑

|α|=2

|Dαwt|2 ϕγ
Rdxdt +

1

δ13

×

×
∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt+C16(γ)

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ−2
R dxdt

]
≤

≤ b1T

2

[
δ13

∫

QR
τ

∑

|α|=2

|Dαwt|2 ϕγ
Rdxdt +

+
1

δ13

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt

]
+ C16(γ)

b1T

2
×

×
[
δ14

∫

QR
τ

|wt|p ϕγ
Rdxdt +

+ δ14

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt + C17R

γ+n− 2q
q−2

]
=

=
b1Tδ13

2

∫

QR
τ

∑

|α|=2

|Dαwt|2 ϕγ
Rdxdt +

b1T

2

( 1

δ13

+

+ C16(γ)δ14

) ∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt +

+
b1TC16(γ)δ14

2

∫

QR
τ

|wt|p ϕγ
Rdxdt +

+
b1TC16(γ)C17

2
Rγ+n− 2q

q−2 ,

b1= max
|α|=|β|=1

esssup
x∈Ω

|bαβ(x)|, δ13>0, δ14>0,
C16> 0, ñòàëà C17> 0 çàëåæèòü âiä γ, T , n,
δ14, b1.

Iíòåãðàë I10 îöiíèìî òàê:

I10≤T

∫

QR
T

∑

|α|=|β|=1

bαβ(x)DαwtwtD
βϕγ

Rdxdt ≤

≤ b1Tδ15δ16

∫

QR
τ

∑

|α|=2

|Dαwt|2 ϕγ
Rdxdt +

+ b1Tδ15δ17 (C18 + C19(γ))

∫

QR
τ

|wt|p ϕγ
Rdxdt +
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+ b1Tδ15δ17

(
C18 + C19(γ) +

1

δ16

)
×

×
∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt + C20R

γ+n− 2q
q−2 ,

δ15 > 0, δ16 > 0, δ17 > 0, C19 > 0, äîäàòíà
ñòàëà C18 çàëåæèòü âiä γ, δ15, äîäàòíà ñòàëà
C20 çàëåæèòü âiä γ, T , n, b1, δ15, δ17.

Îöiíèìî òåïåð
∫

QR
τ

b00(x, t)wwtϕ
γ
Rdxdt =

∫

QR
τ

b00(x, t)×

×



τ∫

0

wt(x, t)dt


 wtϕ

γ
Rdxdt ≤ b0T×

×
∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt, b0= esssup

(x,t)∈QT

|b00(x, t)| .

Êðiì òîãî, îòðèìà¹ìî
∫

QR
τ

∑

|α|=2

cα(x, t)Dαwwtϕ
γ
Rdxdt ≤ c2n

2
×

×
∫

QR
τ

∑

|α|=2

|Dαw|2 ϕγ
Rdxdt +

c2

2

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt,

äå c2 = max
|α|=2

esssup
(x,t)∈QT

|cα(x, t)|.
Ìiðêóþ÷è ïîäiáíî äî òîãî, ÿê öå çðîáëåíî

ïðè îöiíþâàííi I2, I9, ìîæíà îòðèìàòè
∫

QR
τ

∑

|α|=1

cα(x, t)Dαwwtϕ
γ
Rdxdt =

=

∫

QR
τ

∑

|α|=1

cα(x, t)Dα




τ∫

0

wt(x, t)dt


 wtϕ

γ
Rdxdt ≤

≤ c1T

∫

QR
τ

∑

|α|=1

Dαwtwtϕ
γ
Rdxdt ≤

≤ c1Tδ18δ19

∫

QR
τ

∑

|α|=2

|Dαwt|2 ϕγ
Rdxdt +

+ C21

∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt+C22δ20

∫

QR
τ

|wt|p ϕγ
Rdxdt +

+ C23R
γ+n− 2q

q−2 ,

c1 = max
|α|=1

esssup
(x,t)∈QT

|cα(x, t)|, δ18 > 0, δ19 > 0,

δ20 > 0, ñòàëà C21 > 0 çàëåæèòü âiä c1, T ,
δ18, δ19, δ20, γ, ñòàëà C22 > 0 çàëåæèòü âiä c1,
T , δ18, δ19, γ, ñòàëà C23 > 0 çàëåæèòü âiä c1,
T , δ18, δ19, δ20, γ, n.

Çàâåðøèìî îöiíþâàííÿ iíòåãðàëiâ ðiâíî-
ñòi (8):

∫

QR
τ

(g(x, ut)− g(x, u0
t ))(ut − u0

t )ϕ
γ
Rdxdt >

> g0

∫

QR
τ

|wt|p ϕγ
Rdxdt;

∫

QR
τ

(f − f 0)wtϕ
γ
Rdxdt 6 δ21

∫

QR
τ

|wt|p ϕγ
Rdxdt +

+ C24

∫

QR
τ

∣∣f − f 0
∣∣p′ ϕγ

Rdxdt,

δ21 � äîâiëüíà äîäàòíà ñòàëà, C24 � äåÿêà äî-
äàòíà ñòàëà, ùî çàëåæèòü âiä p, δ21.

Âðàõîâóþ÷è íàâåäåíi âèùå îöiíêè, îòðè-
ìà¹ìî
∫

ΩR

|wt(x, τ)|2 ϕγ
Rdx + 2

(
a0,2 − a2δ1 − C1δ2

δ1

−

− a2δ4 − C11δ9

δ8

− b1Tδ13

2
− b1Tδ15δ16 −

−c1Tδ18δ19

) ∫

QR
τ

∑

|α|=2

|Dαwt|2ϕγ
Rdxdt +

(
b0,2−

− 2b2δ8T − 2b2δ11T
)×

×
∫

ΩR

∑

|α|=2

|Dαw(x, τ)|2ϕγ
Rdx + 2

(
g0 − C2δ3

δ1

−

− C5δ5

δ4

− C12δ10

δ8

− C14δ12

δ11

− b1TC16δ14

2
− δ21−

−b1Tδ15δ17(C18+C19)−C22δ20

)∫

QR
τ

|wt|p ϕγ
Rdxdt+
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+ 2(a1 − C7δ6)

∫

QR
τ

n∑
i=1

(
|utxi

|p1−2utxi
−

−|u0
txi
|p1−2u0

txi

)(
utxi

− u0
txi

)
ϕγ

Rdxdt ≤

≤ c2n

∫

QR
τ

∑

|α|=2

|Dαw|2ϕγ
Rdxdt +

+ 2

(
C2δ3

δ1

+
C5δ5

δ4

+
C12δ10

δ8

+
C14δ12

δ11

+ C8δ7 +

+
b1T

2

( 1

δ13

+ C16δ14

)
+ b1Tδ15δ17

(
C18 + C19 +

+
1

δ16

)
+ |a0|+b0T +C21 +

c2

2

)∫

QR
τ

|wt|2 ϕγ
Rdxdt +

+
2C2C4

δ1

Rγ+n+(ω−1) 4q
q−2 + 2C6R

γ+n+(ω−2) 2q
q−2 +

+
2C12C13

δ8

Rγ+n− 4q
q−2 +

(
2C15 + b1TC16C17 +

+ 2C20 +2C23

)
Rγ+n− 2q

q−2 +2C8C10R
γ+n− 2p1

2−p1 +

+ 2C24

∫

QR
τ

∣∣f − f 0
∣∣p′ ϕγ

Rdxdt.

Ïîñëiäîâíî âèáèðàþ÷è íàëåæíèì ÷èíîì
äîñòàòíüî ìàëi ñòàëi δ1−δ21, ìîæíà îòðèìà-
òè a0,2−a2δ1− C1δ2

δ1

−a2δ4− C11δ9

δ8

− b1Tδ13

2
−

b1Tδ15δ16 − c1Tδ18δ19 > 0, b0,2 − 2b2δ8T −
2b2δ11T > 0, g0 − C2δ3

δ1δ2

− C5δ5

δ4

− C12δ10

δ8δ9

−
C14δ12

δ11

− b1TC16δ14

2
− b1Tδ15δ17(C18 + C19) −

C22δ20 − δ21 > 0, a1 − C7δ6 > 0. Ïîçíà÷èâøè

y(τ)=

∫

ΩR

[
|wt(x, τ)|2+

∑

|α|=2

|Dαw(x, τ)|2
]
ϕγ

Rdx,

ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi îäåðæèìî îöiíêó

y(τ) ≤ C25(R) + C26

τ∫

0

y(t)dt,

äå C25(R), C26 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, ùî
íå çàëåæàòü âiä w, ïðè÷îìó C26 íå çàëå-
æèòü âiä R. Òîäi íà ïiäñòàâi ëåìè Ãðî-
íóîëà ðîáèìî âèñíîâîê:

∫

ΩR

[
|wt(x, τ)|2 +

∑

|α|=2

|Dαw(x, τ)|2
]
ϕγ

Rdx ≤ C25(R)eC26T . Îöií-

êà (7) çàáåçïå÷ó¹, ùî R− |R0| 6 ϕR(x) 6 2R
äëÿ äîâiëüíîãî R0 < R. Òîìó ïiñëÿ ïðîâåäå-
íèõ âèùå îöiíîê îòðèìà¹ìî

(
R−R0

)γ[ ∫

ΩR0

(
|wt(x, τ)|2 +

+
∑

|α|=2

|Dαw(x, τ)|2
)
dx +

+

∫

Q
R0
τ

( ∑

|α|=2

|Dαwt|2 + |wt|p
)
dxdt

]
+

+ (R−R0)
γ

∫

QR
τ

n∑
i=1

(
|utxi

|p1−2utxi
−

− |u0
txi
|p1−2u0

txi

) (
utxi

− u0
txi

)
dxdt 6

6 C27R
n+γ− β

q−2 + C28R
n+γ− 2p1

2−p1 +

+ C29R
γ

∫

QR
τ

∣∣f − f 0
∣∣p′ dxdt (9)

äëÿ äîâiëüíèõ τ, R, R0 òàêèõ, ùî 1 < R0 <
R, τ ∈ (0, T ], äå C27, C28, C29 � äîäàòíi ñòàëi,
ùî çàëåæàòü ëèøå âiä n, p, p1, γ, q òà êîåôi-
öi¹íòiâ ðiâíÿííÿ (1) i íå çàëåæàòü âiä u, u0,
f , f 0. Ç íåðiâíîñòi (9) ëåãêî îäåðæàòè (6).
Ëåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè
(À2), (À1), (B), (C), (G), (F), (U), (P1).
Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê u
çàäà÷i (1)�(4) â QT .

Ä î â å ä å í í ÿ. Iñíóâàííÿ. Âèáåðåìî
ïîñëiäîâíiñòü îáëàñòåé

{
Ωk

}
, k = 2, 3, ... òà-

êó, ùî
⋃
k

Ωk = Ω. Ïîçíà÷èìî Sk
T = ∂Ωk ×

(0, T ), fk(x, t) =

{
f(x, t), |x| 6 k,
0, |x| > k,

uk
0(x) =

u0(x)ξk(x), uk
1(x) = u1(x)ξk(x), ïðè÷îìó

ξk ∈ C4(Rn), ξk(x) =

{
1, |x| 6 k − 1,
0, |x| > k,

0 6

ξk(x) 6 1. Çðîçóìiëî, ùî uk
0 ∈ H2

0 (Ωk) ∩
H4(Ωk), uk

0 → u0 ñèëüíî â H2
0,loc(Ω)∩H4

loc(Ω),
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uk
1 ∈ H2

0 (Ωk) ∩ H4(Ωk) ∩ L2p−2(Ωk), uk
1 → u1

ñèëüíî â H2
0,loc(Ω)∩H4

loc(Ω)∩L2p−2
loc (Ω), k→∞.

Ðîçãëÿíåìî â Qk
T ìiøàíó çàäà÷ó:

utt +
∑

|α|=|β|=2

Dβ
(
aαβ(x, t)Dαut

)
−

−
n∑

i=1

(
a1,i(x, t) |utxi

|p1−2 utxi

)
xi

+ a00(x, t)ut +

+
∑

1≤|α|=|β|≤2

(−1)|α|Dβ (bαβ(x)Dαu) + b00(x, t)u +

+g(x, ut) +
∑

1≤|α|≤2

cα(x, t)Dαu = fk(x, t), (10)

u|t=0 = uk
0(x), (11)

ut|t=0 = uk
1(x), (12)

u|Sk
T

= 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
Sk

T

= 0. (13)

Íà ïiäñòàâi [24, òåîð. 2] ìîæíà ñòâåðäæó-
âàòè: iñíó¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê
uk çàäà÷i (10)�(13) â Qk

T òàêèé, ùî uk ∈
C([0, T ]; H2

0 (Ωk)), uk
t ∈ C

(
[0, T ]; L2

(
Ωk

))∩
L2

(
(0, T ) ; H2

0 (Ωk)
)∩ Lp

(
(0, T ) ; Lp

(
Ωk

))
,

uk
tt ∈ L2

(
(0, T ) ; L2(Ωk)

)
. Ðîçãëÿíåìî òå-

ïåð ïîñëiäîâíiñòü çàäà÷ âèãëÿäó (10)�(13)
äëÿ k = 2, k = 3,..., äîâèçíà÷èâøè uk

íóëåì íà QT\Qk
T . Ïîêàæåìî, ùî {uk} �

ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü â ïðîñòîði
C([0, T ]; H2

0,loc(Ω)), à {uk
t } � ôóíäàìåí-

òàëüíà â ïðîñòîði C
(
[0, T ]; L2

loc

(
Ω

))∩
L2

(
(0, T ) ; H2

0,loc(Ω)
)∩ Lp

(
(0, T ) ; Lp

loc

(
Ω

))
.

Â îáëàñòi QR
τ ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ ul − um,

l, m ∈ N, R > R0 òà âèêîðèñòà¹ìî äîâåäåíó
âèùå ëåìó. Àíàëîãi÷íî äî (6) îòðèìà¹ìî

∫

ΩR0

[
|ul

t(x, τ)− um
t (x, τ)|2 +

+
∑

|α|=2

∣∣Dα
(
ul(x, τ)− um(x, τ)

)∣∣2
]
dx +

+

∫

Q
R0
τ

n∑
i=1

(|ul
txi
|p1−2ul

txi
− |um

txi
|p1−2um

txi

)×

× (
ul

txi
− um

txi

)
dxdt +

+

∫

Q
R0
τ

[∑

|α|=2

∣∣Dα
(
ul

t − um
t

)∣∣2+
∣∣ul

t − um
t

∣∣p
]
dxdt ≤

≤
(

R

R−R0

)γ

C30R
n− β

q−2 +

+

(
R

R−R0

)γ

C31R
n− 2p1

2−p1 +

+ C32(R)
∥∥ul

0 − um
0

∥∥2

V
+

+

(
R

R−R0

)γ(
C33

∥∥ul
1 − um

1

∥∥2

V ∩L2p−2(Ω) +

+ C34

∥∥f l − fm
∥∥p′

Lp′((0,T );Lp′ (Ω))

)
, (14)

äå V = H4
(
Ω

) ∩ H2
0

(
Ω

)
, C30, C31, C32, C33,

C34 � äîäàòíi ñòàëi, ùî çàëåæàòü âiä n, p,
γ, q, p1 òà êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ (10). Íå-
õàé ε>0 � äîâiëüíå ÿê çàâãîäíî ìàëå ÷è-
ñëî. Îñêiëüêè lim

q→2+0

1

q − 2
= +∞, òî iñíó¹

òàêå β0 ≤ β, ùî n <
β0

q − 2
. Îñêiëüêè, êðiì

òîãî, lim
R→+∞

(
R

R−R0

)γ

= 1, òî iñíó¹ òà-

êå R1 > R0, ùî C30

(
R1

R1 −R0

)γ

R
n− β0

q−2

1 <
ε

5
.

Çàçíà÷èìî, ùî ç óìîâè (P1) âèïëè-
âà¹ iñíóâàííÿ òàêîãî R2 > R0, ùî(

R2

R2 −R0

)γ

C31R
n− 2p1

2−p1
2 <

ε

5
. Ïîçíà÷èìî òå-

ïåð R1 = max{R1, R2}. Âðàõîâóþ÷è çáiæíî-
ñòi ïîñëiäîâíîñòåé {fk}, {uk

0} i {uk
1} ó âiäïî-

âiäíèõ ôóíêöiéíèõ ïðîñòîðàõ, ìîæåìî âè-
áðàòè òàêå k0 ∈ N, k0 > [R1] + 1, ùî äëÿ âñiõ
l, m > k0 ïðàâèëüíi îöiíêè
(

R1

R1 −R0

)γ

C33

∥∥f l − fm
∥∥p′

Lp′((0,T );Lp′ (ΩR1 ))<
ε

5
,

C31(R
1)

∥∥ul
0 − um

0

∥∥2

V (ΩR1)
<

ε

5
,

(
R1

R1 −R0

)γ

×

×C32

∥∥ul
1 − um

1

∥∥2

V (ΩR1 )∩L2p−2(ΩR1) <
ε

5
,

168 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2006. Âèïóñê 314-315. Ìàòåìàòèêà.



äå V (ΩR1) = H4
(
ΩR1

)∩H2
0

(
ΩR1

)
. Òàêèì ÷è-

íîì, ç íåðiâíîñòi (14) âèïëèâà¹: äëÿ äîâiëü-
íîãî ôiêñîâàíîãî R0 > 1 òà äîâiëüíîãî ÿê
çàâãîäíî ìàëîãî ε>0 iñíó¹ òàêå k0(ε)∈N, ùî

∫

ΩR0

[
|ul

t(x, τ)− um
t (x, τ)|2 +

+
∑

|α|=2

∣∣Dα
(
ul(x, τ)− um(x, τ)

)∣∣2
]
dx +

+

∫

Q
R0
τ

n∑
i=1

(|ul
txi
|p1−2ul

txi
− |um

txi
|p1−2um

txi

)×

× (
ul

txi
− um

txi

)
dxdt +

+

∫

Q
R0
τ

∑

|α|=2

∣∣Dα
(
ul

t − um
t

)∣∣2 dxdt +

+

∫

Q
R0
τ

∣∣ul
t − um

t

∣∣p dxdt < ε

äëÿ äîâiëüíèõ l, m > k0, τ ∈ [0, T ]. Îòæå,
âðàõîâóþ÷è äîâiëüíiñòü R0, îäåðæèìî, ùî
{uk}, {uk

t } � ôóíäàìåíòàëüíi ïîñëiäîâíîñòi
âiäïîâiäíî â ïðîñòîðàõ C([0, T ]; H2

0,loc(Ω)) òà
C

(
[0, T ]; L2

loc

(
Ω

))∩ L2
(
(0, T ) ; H2

0,loc(Ω)
)∩

Lp
(
(0, T ) ; Lp

loc

(
Ω

))
. Òàêèì ÷èíîì, ïîñëi-

äîâíiñòü {uk} çáiãà¹òüñÿ äî u â ïðîñòîði
C([0, T ]; H2

0,loc(Ω)), à {uk
t } çáiãà¹òüñÿ äî ut

â C
(
[0, T ]; L2

loc

(
Ω

))∩ L2
(
(0, T ) ; H2

0,loc(Ω)
)∩

Lp
(
(0, T ) ; Lp

loc

(
Ω

))
. Ïðè öüîìó äëÿ ôóí-

êöi¨ u âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2). Çi ñèëü-
íî¨ çáiæíîñòi {uk

t } äî ut ëåãêî îòðèìà-
òè [25, ñ. 25, ëåìà 1.3], ùî g(x, t, uk

t ) →
g(x, t, ut) ñëàáêî â Lp′((0, T ); Lp′

loc(Ω)). Çàóâà-
æèìî òàêîæ, ùî àíàëîãi÷íî äî íåðiâíîñòi
(6), ïðèéìàþ÷è utxi

≡ uk
txi
, u0

txi
≡ 0, ìîæíà

îäåðæàòè îöiíêó
∫

Q
R0
τ

n∑
i=1

∣∣uk
txi

∣∣p1 dxdt ≤ C34,

C34 > 0, ç ÿêî¨ íà ïiäñòàâi ñèëüíî¨ çáiæíîñòi
ìà¹ìî

(∣∣uk
txi

∣∣p1−2
uk

txi

)
xi

→ (|utxi
|p1−2 utxi

)
xi

ñëàáêî â Lp′1
(
(0, T ); W

−1,p′1
loc

(
Ω

))
. Òàêèì

÷èíîì, u çàäîâîëüíÿ¹ (5), òîáòî ¹ óçàãàëü-
íåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)�(4).

�äèíiñòü. Ðîçãëÿíåìî äâà äîâiëüíèõ ðîç-
â'ÿçêè u1 òà u2 çàäà÷i (1)�(4). Ïîäiáíî äî (6)
ìîæíà îòðèìàòè îöiíêó

∫

ΩR0

[ ∣∣u1
t (x, τ)− u2

t (x, τ)
∣∣2 +

+
∑

|α|=2

∣∣Dα
(
u1(x, τ)− u2(x, τ)

)∣∣2
]
dx +

+

∫

Q
R0
τ

n∑
i=1

(|u1
txi
|p1−2u1

txi
− |u2

txi
|p1−2u2

txi

)×

× (
u1

txi
− u2

txi

)
dxdt +

+

∫

Q
R0
τ

[ ∑

|α|=2

∣∣Dα
(
u1

t − u2
t

)∣∣2 +

+
∣∣u1

t − u2
t

∣∣p
]
dxdt 6

(
R

R−R0

)γ

×

×
(
M1R

n− β
q−2 + M2R

n− 2p1
2−p1

)

äëÿ äîâiëüíèõ τ , R, R0 òàêèõ, ùî 1 < R0 <
R, τ ∈ [0, T ]. Àíàëîãi÷íî, ÿê ïðè äîâåäåííi
ôóíäàìåíòàëüíîñòi, îäåðæó¹ìî, ñïðÿìóâàâ-
øè R → +∞, ùî

∫

ΩR0

[ ∣∣u1
t (x, τ)− u2

t (x, τ)
∣∣2 +

+
∑

|α|=2

∣∣Dα
(
u1(x, τ)− u2(x, τ)

)∣∣2
]
dx +

+

∫

Q
R0
τ

n∑
i=1

(|u1
txi
|p1−2u1

txi
− |u2

txi
|p1−2u2

txi

)×

× (
u1

txi
− u2

txi

)
dxdt +

+

∫

Q
R0
τ

[ ∑

|α|=2

∣∣Dα
(
u1

t − u2
t

)∣∣2 +

+
∣∣u1

t − u2
t

∣∣p
]
dxdt 6 0

äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî R0 > 1. Îòæå,
u1 = u2 ìàéæå ñêðiçü â QR0

T . Äîâiëüíiñòü R0

çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi. Òåîðåìó äîâå-
äåíî.
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Ïðîáëåìà âñòàíîâëåííÿ îïèñàíèõ âèùå
êëàñiâ êîðåêòíîñòi ìiøàíî¨ çàäà÷i îáóìîâ-
ëåíà ÿê ç îãëÿäó ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàí-
íÿ, òàê é ç òî÷êè çîðó òåîðåòè÷íîãî âèâ÷å-
ííÿ ðiçíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ òåîði¨ ïðóæíî-
ñòi. Ïëàíó¹ìî ðîçãëÿíóòè â ïîäàëüøèõ äî-
ñëiäæåííÿõ ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî óçà-
ãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâ-
íÿííÿ òèïó êîëèâàíü áàëêè ç íåëiíiéíiñòþ ó
ñòàðøèõ ïîõiäíèõ â íåîáìåæåíié îáëàñòi.
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