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ÏÅÐIÎÄÈ×ÍÀ ÇÀÄÀ×À ÊÎØI ÄËß ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÓ ÅÂÎËÞÖIÉÍÈÕ
ÐIÂÍßÍÜ

Äîñëiäæóþòüñÿ îïåðàòîðè óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ó ïðî-
ñòîðàõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié; ðîçâèâà¹òüñÿ òåîðiÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ç
òàêèìè îïåðàòîðàìè.

The generalized di�erential operators of in�nite order in the spaces of periodic functions are
investigated. The theory of the Cauchy problem for evolution equations with such operator is
developed.

Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi áàãàòüîõ çàäà÷ àíàëiçó
òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè øèðîêî âèêîðèñòî-
âóþòüñÿ ïðîñòîðè ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié òà
çîáðàæåííÿ òàêèõ ôóíêöié ó âèãëÿäi òðèãî-
íîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ. Ç ðîçâèòêîì òåîði¨ óçà-
ãàëüíåíèõ ôóíêöié òðèãîíîìåòðè÷íi ðÿäè ç
íåîáìåæåíî çðîñòàþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè äi-
ñòàëè ïðèðîäíó iíòåðïðåòàöiþ ó ðàìêàõ öi¹¨
òåîði¨; çîêðåìà, òåîðiÿ ãiïåðôóíêöié òà óëü-
òðàðîçïîäiëiâ, ðîçâèíåíà â ïðàöÿõ Êåòå, Êî-
ìàöó, Ì.Ë. Ãîðáà÷óêà, Â.I. Ãîðáà÷óê (äèâ.
[1-3]) äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè òðèãîíîìåòðè÷íi ðÿ-
äè ç êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi çðîñòàþòü øâèä-
øå çà áóäü-ÿêèé ñòåïiíü. Iç ñòâîðåííÿì òå-
îði¨ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ðîçøèðèëîñü òà-
êîæ ïîíÿòòÿ ãðàíèöi, à, îòæå, i ãðàíè÷íî-
ãî çíà÷åííÿ. Öå, â ñâîþ ÷åðãó, äà¹ ìîæëè-
âiñòü áóäóâàòè òåîðiþ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ó
ðiçíèõ ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié äëÿ
øèðîêèõ êëàñiâ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïî-
õiäíèìè ÿê ñêií÷åííîãî, òàê i íåñêií÷åííî-
ãî ïîðÿäêiâ. Ó äàíié ðîáîòi áóäóþòüñÿ îïå-
ðàòîðè óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ íå-
ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, ÿêi äiþòü ó ïðîñòî-
ðàõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, îïèñóþòüñÿ ìíî-
æèíè ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü ãëàäêèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ç òàêèìè îïåðàòî-
ðàìè, âñòàíîâëþ¹òüñÿ êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü
çàäà÷i Êîøi äëÿ âêàçàíèõ ðiâíÿíü ç ïî÷à-
òêîâèìè óìîâàìè ç ïðîñòîðiâ óçàãàëüíåíèõ
ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié. Iç âêàçàíèõ ðåçóëüòà-

òiâ âèïëèâàþòü âiäîìi ôàêòè òåîði¨ ïåðiîäè-
÷íî¨ çàäà÷i Êîøi ó ïðîñòîðàõ óëüòðàðîçïî-
äiëiâ Æåâðå.

1. Ïðîñòîðè îñíîâíèõ òà óçàãàëüíå-
íèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié.

×åðåç T ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ òðèãî-
íîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

P (x) =
s∑

k=−s

ck,pe
ikx, x ∈ R, s ∈ Z+, i =

√−1,

íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Çðîçóìiëî,
ùî âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ
ïîëiíîìiâ òà ìíîæåííÿ ¨õ íà ÷èñëà T ¹ ëi-
íiéíèì ïðîñòîðîì.

Íåõàé Tm,m ∈ Z+, � ñóêóïíiñòü óñiõ ïîëi-
íîìiâ ç T , ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ m. Òîäi
T =

⋃
m

Tm. Çáiæíiñòü ó ïðîñòîði T âèçíà÷à-
¹òüñÿ òàê: ïîñëiäîâíiñòü {Pn, n ∈ N} ⊂ T
çáiãà¹òüñÿ â T äî ïîëiíîìà P (çàïèñó¹òüñÿ:
Pn

T−→P, n →∞), ÿêùî, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêî-
ãî íîìåðà, âñi Pn íàëåæàòü äî îäíîãî é òîãî
æ ïðîñòîðó Tm (ç äåÿêèì m) i ck,pn → ck,p

ïðè n → ∞ äëÿ êîæíîãî k: 0 ≤ |k| ≤ m.
Òàê âèçíà÷åíà çáiæíiñòü � öå çáiæíiñòü â T
ÿê iíäóêòèâíî¨ ãðàíèöi ïðîñòîðiâ Tm: T =
lim

m→∞
indTm.

Ó T ïðèðîäíèì ÷èíîì ââîäÿòüñÿ îïåðà-
öi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ, ìíîæåííÿ ïîëiíîìiâ
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òà çãîðòêè

(P∗Q)(x) =
1

2π

2π∫

0

P (t)Q(x−t)dt, {P, Q} ⊂ T,

ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè â T .
Ñèìâîëîì T ′ ïîçíà÷èìî ïðîñòið âñiõ ëi-

íiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà T çi
ñëàáêîþ çáiæíiñòþ. Åëåìåíòè T ′ íàçâåìî
2π-ïåðiîäè÷íèìè óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿ-
ìè. Îïåðàöiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ â T ′ âèçíà-
÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

〈f (k), P 〉 = (−1)k〈f, P (k)〉, P ∈ T, k ∈ N
(ñèìâîëîì 〈f, ·〉 ïîçíà÷à¹òüñÿ äiÿ ôóíêöiî-
íàëó f íà îñíîâíèé åëåìåíò). Âîíà ¹ íåïå-
ðåðâíîþ â T ′, îñêiëüêè íåïåðåðâíîþ ¹ òàêà
æ îïåðàöiÿ â ïðîñòîði T . Îòæå, êîæíèé åëå-
ìåíò ç T ′ ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèì. Â
T ′ âèçíà÷åíà òàêîæ îïåðàöiÿ çãîðòêè:

〈f ∗ g, P 〉 = 〈f(x), 〈g(y), P (x + y)〉〉,
{f, g} ⊂ T ′, ∀P ∈ T.

Ðÿäîì Ôóð'¹ óçàãàëüíåíî¨ 2π-ïåðiîäè÷íî¨
ôóíêöi¨ f ∈ T ′ íàçèâà¹òüñÿ ðÿä
+∞∑

k=−∞
ck(f)eikx, äå ck(f) = 〈f, e−ikx〉, k ∈ Z, �

êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f . Äëÿ äîâiëüíî¨
óçàãàëüíåíî¨ 2π-ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ f ¨¨ ðÿä
Ôóð'¹ çáiãà¹òüñÿ äî f ó ïðîñòîði T ′. Íàâïà-
êè, ïîñëiäîâíiñòü ÷àñòèííèõ ñóì äîâiëüíîãî
òðèãîíîìåòðè÷íîãî ðÿäó

+∞∑
k=−∞

cke
ikx çáiãà¹-

òüñÿ â T ′ äî äåÿêîãî åëåìåíòà f ∈ T ′ i öåé
ðÿä ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äëÿ f [4]. Çâiäñè âèïëè-
âà¹ òàêîæ, ùî T ëåæèòü ùiëüíî â T ′. Îòæå,
áóäü-ÿêó óçàãàëüíåíó 2π-ïåðiîäè÷íó ôóí-
êöiþ f ∈ T ′ ìîæíà îòîòîæíþâàòè ç ¨¨ ðÿäîì
Ôóð'¹, òîáòî T ′ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ïðî-
ñòið ôîðìàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ
âèãëÿäó

+∞∑
k=−∞

cke
ikx (áåç æîäíèõ îáìåæåíü

íà ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü {ck, k ∈ Z}).
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {mk, k ∈ Z+},

m0 = 1, äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêà âîëîäi¹ âëà-
ñòèâîñòÿìè: 1) ∀α > 0 ∃cα > 0 ∀k ∈
Z+ : mk ≥ cα · αk (òîáòî {mk, k ∈ Z+}

çðîñòà¹ øâèäøå çà åêñïîíåíòó); 2) ∃M >
0 ∃h > 0 ∀k ∈ Z+ : mk+1 ≤ Mhkmk

(ñòàáiëüíiñòü âiäíîñíî îïåðàöi¨ äèôåðåíöi-
þâàííÿ); 3) ∃A > 0 ∃L > 0 ∀{k, l} ⊂
Z+ : mk · ml ≤ ALk+lmk+l (ñòà-
áiëüíiñòü âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ); 4)
∃B > 0 ∃ s > 0 ∀k ∈ Z+ : mk ≤
Bsk min

0≤l≤k
mk−lml (ñòàáiëüíiñòü âiäíîñíî çãîð-

òêè); 5) lim
k→∞

k
√

mk

k
= 0 (óìîâà êâàçiàíàëiòè-

÷íîñòi).
Ïðèêëàäàìè òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé ¹ ïî-

ñëiäîâíîñòi Æåâðå âèãëÿäó:

mk = (k!)β,mk = kkβ, 0 < β < 1.

Ââåäåìî òåïåð äåÿêi êëàñè íåñêií÷åí-
íî äèôåðåíöiéîâíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié.
Ñèìâîëîì H〈mk〉 ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü
âñiõ 2π−ïåðiîäè÷íèõ i íåñêií÷åííî äèôåðåí-
öiéîâíèõ íà R ôóíêöié ϕ, ÿêi âîëîäiþòü âëà-
ñòèâiñòþ: iñíóþòü ñòàëi c, B > 0 òàêi, ùî

|ϕ(k)(x)| ≤ cBkmk, k ∈ Z+, x ∈ R. (1)

Åëåìåíòè ïðîñòîðó H〈mk〉 íàçèâàþòüñÿ
óëüòðàäèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè êëàñó
{mk}. Ìíîæèíà ôóíêöié ϕ ∈ H〈mk〉, äëÿ
ÿêèõ îöiíêè (1) âèêîíóþòüñÿ ç ôiêñîâàíîþ
ñòàëîþ B > 0, óòâîðþ¹ áàíàõiâ ïðîñòið
HB〈mk〉 âiäíîñíî íîðìè

‖ϕ‖B = sup
x∈[0,2π]

k∈Z+

|ϕ(k)(x)|
Bkmk

.

Ïðè öüîìó HB1〈mk〉 ⊂ HB2〈mk〉, ÿêùî B1 <
B2 i H〈mk〉 =

⋃
B>0

HB〈mk〉. Îòæå, â H〈mk〉
ïðèðîäíî ââåñòè òîïîëîãiþ iíäóêòèâíî¨ ãðà-
íèöi áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ HB〈mk〉: H〈mk〉 =
lim

B→∞
indHB〈mk〉. Ïðè öüîìó H〈mk〉 ïåðåòâî-

ðþ¹òüñÿ â ïîâíèé ëîêàëüíî îïóêëèé ïðî-
ñòið. Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòåé 2) - 4) ïîñëi-
äîâíîñòi {mk, k ∈ Z+} öåé ïðîñòið iíâàði-
àíòíèé âiäíîñíî îïåðàöié äèôåðåíöiþâàí-
íÿ, ìíîæåííÿ òà çãîðòêè, ÿêi ¹ íåïåðåðâ-
íèìè â H〈mk〉. Âiäíîñíî îïåðàöié ìíîæåí-
íÿ òà çãîðòêè öåé ïðîñòið óòâîðþ¹ òàêîæ
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òîïîëîãi÷íi àëãåáðè [4]. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü
{mk, k ∈ Z+} çáiãà¹òüñÿ ç îäíi¹þ iç ïîñëi-
äîâíîñòåé Æåâðå, òî H〈mk〉 = G{β}, äå G{β}
� ïðîñòið óëüòðàäèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié
êëàñó Æåâðå ïîðÿäêó β.

Ñèìâîëîì H ′〈mk〉 ïîçíà÷àòèìåìî ïðî-
ñòið âñiõ ëiíiéíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíà-
ëiâ íà H〈mk〉 çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ. Âiäî-
ìî [4], ùî H ′〈mk〉 çáiãà¹òüñÿ ç ïðîåêòèâíîþ
ãðàíèöåþ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ H ′

B〈mk〉 :
H ′〈mk〉 = lim

B→∞
prH ′

B〈mk〉. Åëåìåíòè ïðîñòî-
ðó H ′〈mk〉 íàçèâàþòüñÿ óëüòðàðîçïîäiëàìè
êëàñó {mk}.

Ó ïðàöi [4] äà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòèêà ïðî-
ñòîðiâ H〈mk〉 òà H ′〈mk〉 ç òî÷êè çîðó ïî-
âåäiíêè êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ¨õíiõ åëåìåíòiâ.
Ïîêëàäåìî

ρ(λ) = sup
k∈Z+

|λ|k
mk

, |λ| ≥ 1.

Iç âëàñòèâîñòåé ïîñëiäîâíîñòi {mk, k ∈
Z+} âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ ρ ìîíîòîí-
íî çðîñòà¹ íà [1, +∞), äèôåðåíöiéîâíà íà
(1, +∞), ôóíêöiÿ ln ρ�îïóêëà íà [1, +∞),
òîáòî ∀{x1, x2} ⊂ [1, +∞) :

ln ρ(x1) + ln ρ(x2) ≤ ln ρ(x1 + x2) (2)

((2) âiäïîâiäà¹ îçíà÷åííþ îïóêëî¨ ôóíêöi¨ f
ç [5]:
f(x1) + f(x2) ≤ f(x1 + x2), x1 > 0, x2 > 0)

Íåõàé
H{α} := {f ∈ T ′|

+∞∑
k=−∞

|ck(f)|2ρ2
(
|k|
α

)
< ∞,

ck(f) = 〈f, e−ikx〉}, α > 0.
H{a} � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äî-

áóòêîì

(f, g)H{α} =
+∞∑

k=−∞
ck(f)ck(g)ρ2

( |k|
α

)
,

{f, g} ⊂ H{α}. ßêùî α1 > α2, òî
H{α1} ⊃ H{α2} i öå âêëàäåííÿ ¹ íåïåðåðâ-
íèì âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ ρ. Ïî-
êëàäåìî H{mk} =

⋃
α>0

H{α}. Ïðèðîäíî â
H{mk} ââåñòè òîïîëîãiþ iíäóêòèâíî¨ ãðàíè-
öi: H{mk} = lim

α→∞
indH{α}. Ó ïðàöi [4] äîâå-

äåíî, ùî ïðîñòîðè H〈mk〉 òà H{mk} çáiãà-
þòüñÿ íå òiëüêè ÿê ìíîæèíè, àëå i òîïîëî-
ãi÷íî. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðîñòîðè H〈mk〉
òà H ′〈mk〉 ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè òàê [4]:

(f ∈ H〈mk〉) ⇔ (∃µ > 0 ∃c > 0 ∀k ∈ Z :

|ck(f)| ≤ cρ−1(µ|k|));
(f ∈ H ′〈mk〉) ⇔ (∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0

∀k ∈ Z : |ck(f)| ≤ cρ(µ|k|));
ßêùî mk = kkβ, β > 0, òî ρ(λ) ∼

exp(|λ| 1β ), òîáòî â öüîìó âèïàäêó äëÿ f ∈
T ′ ïðàâèëüíèìè ¹ ñïiââiäíîøåííÿ åêâiâàëåí-
òíîñòi:

(f ∈ G{β}) ⇔ (∃µ > 0 ∃c > 0 ∀k ∈ Z :

|ck(f)| ≤ c exp(−µ|k| 1β ));

(f ∈ G′
{β}) ⇔ (∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0

∀k ∈ Z : |ck(f)| ≤ c exp(µ|k| 1β )).

2. Ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè
íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó

Íåõàé G : R→ [0,∞) � äåÿêà íåïåðåðâíà
ïàðíà ôóíêöiÿ. Çà ôóíêöi¹þ G ó ïðîñòîði
T ′ ïîáóäó¹ìî îïåðàòîð

Â : T ′ 3 f →
∑

k∈Z
G(k)ck(f)eikx ∈ T ′,

ck(f) = 〈f, e−ikx〉.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî îïåðàòîð Â ¹ ëiíiéíèì i
íåïåðåðâíèì â T ′. Îïåðàòîð Â çãîðòóâà÷ ó
àëãåáði T ′. Ñïðàâäi, ÿêùî ðîçãëÿíóòè óçà-
ãàëüíåíó ôóíêöiþ

fG(x) =
∑

k∈Z
G(k)eikx ∈ T ′,

òî äëÿ äîâiëüíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ T ′

ìà¹ìî

Âf =
∑

k∈Z
G(k)ck(f)eikx = f ∗ fG,

áî

ck(f ∗ fG) = ck(f)ck(fG) = ck(f)G(k), k ∈ Z.
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ßêùî G(x) = |x|γ, γ > 0, x ∈ R, òî Â

çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîðîì Âγ äðîáîâîãî äèôå-
ðåíöiþâàííÿ â T ′ [6].

Çàçíà÷èìî, ùî ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Âγ, γ >
0, âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè:

à) ∀f ∈ T ′ ∀{α, β} ⊂ (0,∞) :

Âα(Âβf) = (−1)lÂα+βf ;

á) ∀f ∈ T ′ : Â2lf = D2l
x f, l ∈ N.

Òåîðåìà 1. Íåõàé A � çâóæåííÿ îïåðà-
òîðà Â íà ïðîñòið H = L2([0, 2π]). Òîäi A �
íåâiä'¹ìíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð â H
çi ùiëüíîþ â H îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(A),
ïðè÷îìó T ⊂ D(A).

Äîâåäåííÿ. Iç îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà A
òà òåîðåìè Ðiñà-Ôiøåðà âèïëèâà¹, ùî

D(A) =

{
ϕ ∈ H |

∑

k∈Z
G2(k)|ck(ϕ)|2 < ∞,

ck(ϕ) = (ϕ, e−ikx) , k ∈ Z} . (3)

ßêùî ϕ ∈ T ⊂ H ⊂ T ′, òî ϕ =
m(ϕ)∑

k=−m(ϕ)

cke
ikx,

ïðè öüîìó

Âϕ =
m∑

k=−m

G(k)cke
ikx.

Îòæå, äëÿ ϕ ∈ T óìîâà (3) âèêîíó¹òüñÿ, òîá-
òî T ⊂ D(A). Öèì äîâåäåíî, ùî

D(A) = H.

Îïåðàòîð A ñèìåòðè÷íèé â H, áî

(Aϕ,ψ) =
∑

k∈Z
G(k)ck(ϕ)ck(ψ) =

= (ϕ,Aψ), {ϕ, ψ} ⊂ D(A).

Îñêiëüêè D(A) = H, òî iñíó¹ îïåðàòîð
A∗, îáëàñòü âèçíà÷åííÿ D(A∗) ÿêîãî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç òèõ åëåìåíòiâ ψ ∈ H, äëÿ ÿêèõ
iñíóþòü åëåìåíòè ψ∗ ∈ H, ùî çàäîâîëüíÿ-
þòü ñïiââiäíîøåííÿ (Aϕ,ψ) = (ϕ, ψ∗) äëÿ
äîâiëüíîãî ϕ ∈ D(A); ïðè öüîìó A∗ψ = ψ∗.

Äîâåäåìî, ùî A∗ ⊆ A (áî âêëþ÷åííÿ
A ⊆ A∗ äëÿ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà ¹ î÷å-
âèäíèì). Íåõàé ψ ∈ D(A∗) i A∗ψ = ψ∗. Ïî-
êëàäåìî

ψ =
∑

k∈Z
ck(ψ)eikx, ψ∗ =

∑

k∈Z
ck(ψ

∗)eikx.

Òîäi
ck(ψ

∗) = (ψ∗, e−ikx) = (e−ikx, A∗ψ) =

(Ae−ikx, ψ) = (ψ, Ae−ikx) =

= G(−k)(ψ, e−ikx) = G(k)ck(ψ)

(òóò ìè ñêîðèñòàëèñü òèì, ùî e−ikx ∈ D(A)
ïðè êîæíîìó k ∈ Z, ïðè÷îìó e−ikx ¹ âëàñíèì
âåêòîðîì îïåðàòîðà A, à G(−k) = G(k) �
âiäïîâiäíå âëàñíå ÷èñëî).

Çâiäñè çíàõîäèìî, ùî
∑

k∈Z
G2(k)|ck(ψ)| =

∑

k∈Z
|ck(ψ

∗)|2 ≡ ‖ψ∗‖2
H < ∞,

òîáòî ψ ∈ D(A). Êðiì òîãî,

Aψ =
∑

k∈Z
G(k)ck(ψ)eikx =

∑

k∈Z
ck(ψ

∗)eikx = ψ∗.

Îòæå, A∗ ⊆ A. Íåâiä'¹ìíiñòü îïåðàòîðà A
ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî. Òåîðåìà äîâå-
äåíà.

Çàóâàæåííÿ 1. Îïåðàòîð A íàäàëi íà-
çèâàòèìåìî ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèì îïåðà-
òîðîì ó ïðîñòîði L2([0, 2π]).

Ðîçãëÿíåìî íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíó
íà [0,∞) ôóíêöiþ

ϕ(x) =
∞∑

j=0

bjx
j,

ÿêà íàáóâà¹ äîäàòíèõ çíà÷åíü i ïîáóäó¹ìî ó
ïðîñòîði T ′ çà îïåðàòîðîì Â îïåðàòîð ϕ(Â):
ϕ(Â)f =

∞∑
j=0

bjÂ
jf, ∀f =

∑
k∈Z

ck(f)eikx ∈ T ′.

Îñêiëüêè
Âjf =

∑

k∈Z
Gj(k)ck(f)eikx,

òî

ϕ(Â)f =
∞∑

j=0

bj

(∑

k∈Z
Gj(k)ck(f)eikx

)
=
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=
∑

k∈Z
ck(f)

( ∞∑
j=0

bjG
j(k)

)
eikx =

=
∑

k∈Z
ck(f)ϕ(G(k))eikx =

=
∑

k∈Z
ϕ(λk)ck(f)eikx, λk = G(k).

Íåõàé Aϕ � çâóæåííÿ îïåðàòîðà ϕ(Â) íà
H. Òîäi Aϕ � íåâiä'¹ìíèé ñàìîñïðÿæåíèé
îïåðàòîð â H, çi ùiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷å-
ííÿ D(Aϕ), ïðè÷îìó T ⊂ D(Aϕ). Äîâåäåííÿ
öüîãî òâåðäæåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òå-
îðåìè 1. Ç'ÿñó¹ìî, çà ÿêèõ óìîâ íà ôóíêöiþ
ϕ îïåðàòîð Aϕ áóäå íåïåðåðâíèì ó ïðîñòîði
H〈mk〉. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî åëåìåíò Fϕ ç
ïðîñòîðó T ′, ïîáóäîâàíèé çà ôóíêöi¹þ ϕ:

Fϕ =
∑

k∈Z
ϕ(G(k))eikx ≡

∑

k∈Z
ϕ(λk)e

ikx.

Òåîðåìà 2. ßêùî Fϕ ∈ H ′〈mk〉, òî îïå-
ðàòîð Aϕ íåïåðåðâíèé ó ïðîñòîði H〈mk〉.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Fϕ ∈ H ′〈mk〉, òîáòî
∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0 ∀k ∈ Z :

ϕ(λk) ≤ cρ(µ|k|). (4)

Äîâåäåìî, ùî òîäi Aϕψ ∈ H〈mk〉 äëÿ äîâiëü-
íîãî åëåìåíòà ψ ∈ H〈mk〉. Îñêiëüêè

ck(Aϕψ) = (Aϕψ, e−ikx) = (ψ,Aϕe−ikx) =

= ϕ(λk)(ψ, e−ikx) = ϕ(λk)ck(ψ),

òî äîñèòü äîâåñòè, ùî

∃µ0 > 0 ∃c0 > 0 ∀k ∈ Z :

ϕ(λk)|ck(ψ)| ≤ c0ρ
−1(µ0|k|).

Çà óìîâîþ ψ ∈ H〈mk〉, òîáòî
∃µ1 > 0 ∃c1 > 0 ∀k ∈ Z :

|ck(ψ)| ≤ c1ρ
−1(µ1|k|).

Îòæå,

ϕ(λk)|ck(ψ)| ≤ cc1ρ(µ|k|)ρ−1(µ1|k|) =

= cc1e
ln ρ(µ|k|)−ln ρ(µ1|k|).

Âiçüìåìî ïàðàìåòð µ ç ïðîìiæêó (0, µ1).
Âðàõóâàâøè íåðiâíiñòü îïóêëîñòi (2) äëÿ
ôóíêöi¨ ln ρ çíàéäåìî, ùî

ln ρ(µ|k|)− ln ρ(µ1|k|) ≤ − ln ρ((µ1 − µ)|k|) ≡
≡ − ln ρ(µ0|k|),

äå µ1 − µ = µ0. Òîäi

ϕ(λk)|ck(ψ)| ≤ c0e
− ln ρ(µ0|k|) = c0ρ

−1(µ0|k|),
çâiäêè é âèïëèâà¹, ùî Aϕψ ∈ H〈mk〉.

Äîâåäåìî, ùî Aϕ � íåïåðåðâíèé îïåðàòîð
ó ïðîñòîði H〈mk〉, òîáòî êîæíó îáìåæåíó
ìíîæèíó öüîãî ïðîñòîðó îïåðàòîð Aϕ âiä-
îáðàæà¹ ó îáìåæåíó ìíîæèíó öüîãî æ ïðî-
ñòîðó.

Íåõàé L � îáìåæåíà ìíîæèíà ó ïðîñòîði
H〈mk〉. Îñêiëüêè

H〈mk〉 =
⋃
α>0

H{α},

òî L � îáìåæåíà ìíîæèíà â äåÿêîìó ãiëü-
áåðòîâîìó ïðîñòîði H{α0}, òîáòî

∃b > 0 ∀ψ ∈ L :

‖ψ‖H{α0}
=

∑

k∈Z
|ck(ψ)|2ρ2

( |k|
α0

)
≤ b,

àáî

∃b > 0 ∀ψ ∈ L : |ck(ψ)| ≤ bρ−1

( |k|
α0

)
, k ∈ Z.

Ó íåðiâíîñòi (4) ïîêëàäåìî µ = 1
2α0

. Òî-
äi, ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ îïóêëîñòi (2)
çíàéäåìî, ùî

|ck(Aϕψ)| = ϕ(λk)|ck(ψ)| ≤

≤ cbρ−1

((
1

α0

− µ

)
|k|

)
= b1 · ρ−1

( |k|
2α0

)
,

k ∈ Z,äå b1 = cb. Îòæå, ìíîæèíà AϕL îáìå-
æåíà ó ïðîñòîði H{2α0}, òîáòî ó ïðîñòîði
H〈mk〉. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 2. Óìîâà Fϕ ∈ H ′〈mk〉 åêâi-
âàëåíòíà òàêié óìîâi íà ôóíêöiþ ϕ:

∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0 :
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0 < ϕ(G(λ)) ≤ cρ(µλ), λ > 0.

Çàóâàæåííÿ 3. ßêùî ôóíêöiÿ ϕ çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó

∃µ0 ∃c0 > 0 :

0 < ϕ(G(λ)) ≤ c0ρ(µ0λ), λ > 0,

òî îïåðàòîð Aϕ íåïåðåðâíî âiäîáðàæà¹ ïðî-
ñòið Hα+µ0〈mk〉 ó ïðîñòið Hα〈mk〉 äëÿ äî-
âiëüíîãî α > 0.

3. Ãðàíè÷íi âëàñòèâîñòi ãëàäêèõ
ðîçâ'ÿçiâ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü. Çàäà÷à Êîøi

Äàëi ââàæà¹ìî, ùî ôóíêöi¨ G òà ϕ äîäà-
òêîâî çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:

∃δ > 0 : G(x) ≥ δ|x|γ, γ ≥ 1, x ∈ R,

∃p0 ∈ N ∃c0 > 0 ∃ε0 > 0 :

ϕ(λ) ≥ c0
p0
√

ρ̃(ε0λ), λ > 0. (5)

ρ̃(λ) =

{
1, |λ| < 1,
ρ(λ), |λ| ≥ 1.

Çàçíà÷èìî, ùî ç óìîâè 5) íà ïîñëiäîâíiñòü
{mk, k ∈ Z} âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ ρ çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó:

∀ε > 0 ∃cε > 1 ∀λ : |λ| ≥ 1 ⇒ ρ(λ) ≥ cεe
ε|λ|.

Çâiäñè òà ç (5) âèïëèâà¹, ùî

ϕ(λ) ≥ c0
p0
√

cεe
ε

p0
|λ| ≥ c̃0|λ|, |λ| ≥ 1. (6)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

Γ(t, x) :=
∑

k∈Z
e−tϕ(λk)+ikx,

λk = G(k), t ∈ (0, T ], x ∈ R.

Ëåìà 1. Ôóíêöiÿ Γ(t, ·) âîëîäi¹ íàñòó-
ïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

a) Γ(t, ·) ∈ H〈mk〉 ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ];
á) Γ(t, ·), ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïàðà-

ìåòðà t ó ïðîñòîði H〈mk〉, äèôåðåíöiéîâíà
ïî t;

â) Γ(t, ·) → δ ïðè t → +0 ó ïðîñòîði
H ′〈mk〉.

Äîâåäåííÿ. à) Çàôiêñóâàâøè t ∈ (0, T ]
òà âðàõóâàâøè íåðiâíîñòi (5), (6) çíàéäåìî,
ùî

|Dp
xΓ(t, x)| =

∣∣∣∣∣
∑

k∈Z
e−tϕ(λk) · Dp

xe
ikx

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∑

k∈Z
|k|pe−(t−ε)ϕ(λk)e−εϕ(λk) ≤

∑

k∈Z

|k|p · (p0)!

(t− ε)p0 · ϕp0(λk)
e−εϕ(λk) ≤

≤ (p0)!

(t− ε)p0

∑

k∈Z
e−εc̃0λk

|k|p
ρ̃(ε0λk)

, 0 < ε < t.

Îñêiëüêè

λk = G(k) ≥ δ|k|γ ≥ δ|k|, k ∈ Z;

ρ̃(ε0λk) ≥ ρ̃(ε0δ|k|), k ∈ Z, (7)

òî

|Dp
xΓ(t, x)| ≤ (p0)!

(t− ε)p0

∑

k∈Z
e−εc̃0δ|k| |k|p

ρ̃(ε0δ|k|) =

=
(p0)!

(t− ε)p0(ε0δ)p

∑

k∈Z
e−εc̃0δ|k| (ε0δ|k|)p

ρ̃(ε0δ|k|) .

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ îöiíêàìè
(ε0δ|k|)p

ρ̃(ε0δ|k|) ≤ sup
λ 6=0

|λ|p
ρ̃(λ)

= sup
λ6=0

|λ|p
sup
s∈Z+

|λ|s
ms

,

sup
s∈Z+

|λ|s
ms

≥ |λ|p
mp

.

Òîäi
ε0δ|k|p

ρ(ε0δ|k|) ≤ mp , ∀k ∈ Z .

Â ðåçóëüòàòi äiñòà¹ìî íåðiâíîñòi

|Dp
xΓ(t, x)| ≤ c̃B̃pmp, p ∈ Z+ ,

äå

c̃ =
(p0)!

(t− ε)p0

∑

k∈Z
e−εc̃0δ|k| , B̃ =

1

ε0δ
,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
á) Äîâåäåìî, ùî

Φt,∆t(x) :=
1

∆t
[ Γ(t + ∆t, x)−
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− Γ(t, x)] → ∂

∂t
Γ(t, x), ∆t → 0,

ó òîìó ðîçóìiííi, ùî:
1) Dp

xΦt,∆t(x) −→ Dp
x

(
∂
∂t

Γ(t, x)
)
, ∆t → 0,

ðiâíîìiðíî ïî x (äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî
m ∈ Z+);

2) sup
x∈R

|Dp
xΦt,∆t(x)| ≤ cBpmp,

äå ñòàëi c, B > 0 íå çàëåæàòü âiä ∆t (äëÿ
äîñèòü ìàëèõ çíà÷åíü ∆t).

Ïåðåäóñiì çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ Γ(t, ·)
äèôåðåíöiéîâíà ïî t ó çâè÷àéíîìó ðîçóìií-
íi. Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî ðÿä

−
∑

k∈Z
ϕ(λk)e

−tϕ(λk)+ikx (8)

çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî ïî t ∈ [ε, T ], ε > 0,
ïðè ôiêñîâàíîìó x.

Âðàõóâàâøè óìîâó (5), ÿêó çàäîâîëüíÿ¹
ôóíêöiÿ ϕ, à òàêîæ íåðiâíîñòi (7) çíàéäåìî,
ùî íà âiäðiçêó [ε, T ]

ϕ(λk)e
−tϕ(λk) ≤ (p0 + 1)!ϕ(λk)

tp0+1ϕp0+1(λk)
=

=
(p0 + 1)!

tp0+1ϕp0(λk)
≤ (p0 + 1)!

cp0

0 tp0+1ρ̃(ε0|.k|)
.

Iç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ ρ âèïëèâà¹, ùî

ρ̃(ε0δ|k|) ≥ βeα|k|, β > 0, k ∈ Z.

Òîäi

ϕ(λk)e
−tϕ(λk) ≤ be−α|k|, b =

(p0 + 1)!

cp0

0 tp0+1β
.

Çâiäñè âæå âèïëèâà¹ ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü
ðÿäó (8) íà [ε, T ]. Öèì äîâåäåíî, ùî ôóíêöiÿ
Γ(t, x) äèôåðåíöiéîâíà ïî t íà âiäðiçêó [ε, T ].
Îñêiëüêè ε > 0 � äîâiëüíå, òî ôóíêöiÿ Γ(t, ·)
äèôåðåíöiéîâíà ïî t íà ïðîìiæêó (0, T ], ïðè
öüîìó ïðàâèëüíèìè ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

∂

∂t
Γ(t, x) = −

∑

k∈Z
ϕ(λk)e

−tϕ(λk)+ikx.

Îñêiëüêè

Φt,∆t(x) =
∑

k∈Z

1

∆t

[
e−(t+∆t)ϕ(λk) − e−tϕ(λk)

]
eikx =

= −
∑

k∈Z
ϕ(λk)e

(−t+θk∆t)ϕ(λk)+ikx, 0 < θk < 1,

òî
Dp

xΦt,∆t(x) = −ip×
×

∑

k∈Z
ϕ(λk) · kpe−(t+θk∆t)ϕ(λk)+ikx (9)

(ÿêùî ∆t < 0, òî ââàæà¹ìî ∆t òàêèì, ùî
t + ∆t ≥ t/2; òîìó t + θk∆t > t + ∆t ≥ t/2).
Êðiì òîãî, ïðè êîæíîìó x ∈ R

Dp
x

(
∂

∂t
Γ(t, x)

)
= −ip×

×
∑

k∈Z
ϕ(λk)k

pe−tϕ(λk)+ikx. (10)

Iç ñïiââiäíîøåíü (9) òà (10) âèïëèâà¹, ùî

0 ≤
∣∣∣∣Dp

xΦt,∆t(x)−Dp
x

(
∂

∂t
Γ(t, x)

)∣∣∣∣ ≤

≤
∑

k∈Z
ϕ(λk)e

−tϕ(λk)|e−θk∆tϕ(λk) − 1| ≤

≤
∑

k∈Z
ϕ3(λk)e

−tϕ(λk) · |∆t| → 0, ∆t → 0.

Òóò âðàõîâàíî òå, ùî ðÿä∑
k∈Z

ϕ3(λk)e
−tϕ(λk) ïðè ôiêñîâàíîìó t > 0 ¹

çáiæíèì: ÿê i ðàíiøå ìîæíà äîâåñòè íåðiâ-
íiñòü ϕ3(λk)e

−tϕ(λk) ≤ b̃e−α|k|, b̃ = b̃(t) > 0,
çâiäêè i âèïëèâà¹ çáiæíiñòü âêàçàíîãî ðÿäó.
Îòæå, óìîâà 1) âèêîíó¹òüñÿ.

Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî

|Dp
xΦt,∆t(x)| ≤

∑

k∈Z
ϕ(λk)|k|pe−tϕ(λk), x ∈ R.

Àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî çðîáëåíî ïðè
äîâåäåííi âëàñòèâîñòi à) âñòàíîâëþ¹ìî, ùî

|Dp
xΦt,∆t(x)| ≤ cBpmp, ∀x ∈ R,

äå ñòàëi c, B > 0 çàëåæàòü âiä t i íå çàëåæàòü
âiä ∆t. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

â) Íåõàé ϕ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó
H〈mk〉. Òîäi

Γ(t, x) ∗ ϕ(x) =
1

2π

2π∫

0

Γ(t, x− ξ)ϕ(ξ)dξ =
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=
1

2π

2π∫

0

∑

k∈Z
exp{−tϕ(λk)+ik(x−ξ)}ϕ(ξ)dξ =

=
∑

k∈Z
ck(ϕ) exp{−tϕ(λk) + ikx} −→

t→+0

−→
t→+0

∑

k∈Z
ck(ϕ)eikx = ϕ(x),

äå

ck(ϕ) =
1

2π

2π∫

0

ϕ(ξ)e−ikξdξ −

êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ ϕ. Îòæå,

Γ(t, ·) ∗ ϕ → ϕ = δ ∗ ϕ, t → +0,

òîáòî Γ(t, ·) → δ ïðè t → +0 ó ïðîñòîði
H ′〈mk〉.

Ëåìà äîâåäåíà.
Çàóâàæåííÿ 4. Iç íàâåäåíèõ ðåçóëüòà-

òiâ âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî ∂
∂t

Γ(t, ·) ∈ H〈mk〉
ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ].

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíå
ðiâíÿííÿ

u′(t) + Aϕu(t) = 0, t ∈ (0, T ], (11)

äå Aϕ � îïåðàòîð, ïîáóäîâàíèé çà ôóíêöi¹þ
ϕ, ÿêèé äi¹ ó ïðîñòîði H〈mk〉. Ðiâíÿííÿ (11)
íàçèâàòèìåìî ïàðàáîëi÷íèì ïñåâäîäèôåðåí-
öiàëüíèì ðiâíÿííÿì.

Ïiä ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (11) ðîçóìiòèìå-
ìî ôóíêöiþ u : (0, T ] 3 t → u(t, ·) ∈ H〈mk〉,
ÿêà äèôåðåíöiéîâíà ïî t i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâ-
íÿííÿ (11).

Òåîðåìà 3. Äëÿ äîâiëüíîãî f =∑
k∈Z

cke
ikx ∈ H ′〈mk〉 ôóíêöiÿ

u(t, x) = (f ∗ Γ)(t, x) = 〈f, Γ(t, x− ·)〉 (12)

¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (11).
Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ u äèôåðåíöiéîâíà

ïî t. Ñïðàâäi,

∂u(t, x)

∂t
= lim

∆t→0

1

∆t
[u(t + ∆t, x)− u(t, x)] =

= lim
∆t→0

1

∆t
〈f, Γ(t + ∆t, x− ξ)− Γ(t, x− ξ)〉 =

= lim
∆t→0

〈f, Φt,∆t(x− ξ)〉.

Çà äîâåäåíèì ðàíiøå (ëåìà 1, òâåðäæåí-
íÿ á)) Φt,∆t(x−ξ) → ∂

∂t
Γ(t, x−ξ) ïðè ∆t → 0

ó ïðîñòîði H〈mk〉 (ïðè ôiêñîâàíîìó x ∈ R).
Òîäi, ç âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíîñòi ôóíêöiî-
íàëó f âèïëèâà¹, ùî

∂u(t, x)

∂t
= 〈f, lim

∆t→0
Φt,∆t(x− ξ)〉 =

= 〈f,
∂

∂t
Γ(t, x− ξ)〉 = (f ∗ ∂

∂t
Γ)(t, x)

(íàãàäà¹ìî, ùî ∂
∂t

Γ(t, x − ·) ∈ H〈mk〉 ÿê
ôóíêöiÿ ξ ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ]). Îñêiëü-
êè Γ(t, ·) ∈ H〈mk〉, f ∈ H ′〈mk〉, òî {(f ∗
Γ)(t, ·), (f∗ ∂

∂t
Γ)(t, ·)} ⊂ H〈mk〉. Îòæå, Aϕ(f∗

Γ)(t, ·) ∈ H〈mk〉 ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ], ïðè
öüîìó, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì îïåðàòîðà Aϕ,

Aϕ(f ∗ Γ)(t, x) =
∑

k∈Z
ϕ(λk)ck(f ∗ Γ)eikx =

=
∑

k∈Z
ϕ(λk)ck(f)e−tϕ(λk)+ikx =

= −
∑

k∈Z
ck(f)

∂

∂t
(e−tϕ(λk))eikx =

= −
(

f ∗ ∂

∂t
Γ

)
(t, x).

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ u(t, x) = (f ∗ Γ)(t, x)
äiéñíî ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (11).

Íàñëiäîê 1. Ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ u(t, ·)
ïðè t → +0 iñíó¹ â ïðîñòîði H ′〈mk〉, òîáòî

u(t, ·) → f =
∑

k∈Z
ck(f)eikx ∈ H ′〈mk〉, t → +0.

Äîâåäåííÿ. Öÿ âëàñòèâiñòü ¹ íàñëiäêîì
òâåðäæåííÿ â) ëåìè 2.6.

Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (11) ïîëÿ-
ãà¹ ó âiäøóêàííi ðîçâ'ÿçêó öüîãî ðiâíÿííÿ,
ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó u(0, ·) =
lim

t→+0
u(t, ·) = f , äå ãðàíèöÿ áåðåòüñÿ ó ïðî-

ñòîði T ′.
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Òåîðåìà 4. Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ
(11) êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà ó ïðîñòîði ïî÷à-
òêîâèõ äàíèõ H ′〈mk〉. �¨ ðîçâ'ÿçîê çîáðàæà-
¹òüñÿ ôîðìóëîþ (12), ïðè öüîìó u(t, ·) → f
ïðè t → +0 ó ïðîñòîði H ′〈mk〉.

Äîâåäåííÿ. Öå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç
òåîðåìè 3 òà íàñëiäêó 1. Âëàñòèâiñòü ¹äèíî-
ñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (11)
äiñòà¹ìî ç òàêèõ ìiðêóâàíü. ßêùî f = 0, òî
ck = 〈f, e−ikx〉 = 0, k ∈ Z, òîáòî u(t, ·) =
0, t ∈ (0, T ]. Âëàñòèâiñòü íåïåðåðâíî¨ çàëå-
æíîñòi ðîçâ'ÿçêó âiä ïî÷àòêîâî¨ óìîâè ¹ íà-
ñëiäêîì âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíîñòi çãîðòêè
óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H ′〈mk〉 ç îñíîâíîþ
ôóíêöi¹þ.

ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ ϕ(λ) =
∞∑

k=0

λk

(k!)β , λ > 0, β ∈ (0, 1) � ôiêñîâàíèé ïà-
ðàìåòð. Âiäîìî [7], ùî iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi
c1, c2 òàêi, ùî
c1 exp{βλ1/β} ≤ ϕ(λ) ≤ c2 exp{2βλ1/β}, λ > 0.

Íåõàé

ρ(µλ) = sup
k∈Z+

(µλ)k

kkβ
, λ ∈ [0,∞),

β ∈ (0, 1), µ ∈ (0,∞) (µ, β � ïàðàìåòðè).
Òîäi [8]

c exp

{
β

e
(µλ)1/β

}
≤ ρ(µλ) ≤ exp

{
β

e
(µλ)1/β

}
.

Âðàõóâàâøè öi íåðiâíîñòi çíàõîäèìî, ùî
ÿêùî G(λ) = |λ|, òî ôóíêöiÿ ϕ(G(λ)) = ϕ(λ)
äëÿ λ > 0 çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü iç çàóâà-
æåííÿ 3 ç ïàðàìåòðîì µ0 = (2e)β, óìîâó (5)
ç ïàðàìåòðàìè ε0 = β, p0 = 1. Îïåðàòîð
Aϕ ó öüîìó âèïàäêó çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòî-
ðîì äèôåðåíöiþâàííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿä-
êó

∞∑
k=0

Dk

(k!)β , β ∈ (0, 1); ïðè öüîìó çàäà÷à Êî-
øi äëÿ ðiâíÿííÿ (11) ç òàêèì îïåðàòîðîì êî-
ðåêòíî ðîçâ'ÿçíà ó ïðîñòîði ïî÷àòêîâèõ äà-
íèõ G′

{β} = H ′〈kkβ〉.
Àíàëîãi÷íî âñòàíîâëþ¹ìî, ùî çàäà÷à Êî-

øi äëÿ ðiâíÿííÿ (11) ç îïåðàòîðîì äðîáîâî-
ãî äèôåðåíöiþâàííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó

Aϕ =
∞∑

k=0

Ak
γ

(k!)β
, γ > 1,

Aγϕ =
∑

k∈Z
|k|γck(ϕ)eikx,

ϕ =
∑

k∈Z
ck(ϕ)eikx,

êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíà ó ïðîñòîði H ′〈kkβ/γ〉 =
G′
{γ/β}, β ∈ (0, 1).

ÑÏÈÑÎÊ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ
1. K�othe G. Die Randverte einer analytischen Funkti-
onen //Math.Z. � 1952. � Bd.57, N1.� S.13�33.
2. Komatsu H. Ultradistributions and hyperfuncti-
ons// Lecture Notes in Math.� 1973.�V.287.�P.164�
261.
3. Ãîðáà÷óê Â.È., Ãîðáà÷óê Ì.Ë. Ãðàíè÷íûå çàäà-
÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé.�
Êèåâ:Íàóê.äóìêà,1984.�284ñ.
4. Ãîðáà÷óê Â.È. Î ðÿäàõ Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêèõ óëü-
òðàðàñïðåäåëåíèé // Óêð. ìàò. æóðíàë. � 1982. �
Ò.34, N2. � Ñ.144-150.
5. Ãåëüôàíä È.Ì., Øèëîâ Ã.Å. Íåêîòîðûå âî-
ïðîñû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. �
Ì.:Ôèçìàòãèç, 1958.� 274ñ.
6. Ãîðîäåöüêèé Â.Â. Ìíîæèíè ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü
ãëàäêèõ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ
ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó.�×åðíiâöi: Ðóòà, 1998.�
219ñ.
7. Øàáàò Á.Â. Ââåäåíèå â êîìïëåêñíûé àíàëèç. �
Ì.: Íàóêà, 1969. � 576ñ.
8. Ãåëüôàíä È.Ì., Øèëîâ Ã.Å. Ïðîñòðàíñòâà îñíîâ-
íûõ è îáîáùåííûõ ôóíêöèé.�Ì.:Ôèçìàòãèç, 1958.�
307ñ.

Ñòàòòÿ íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi¨ 16.05.2006

142 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2006. Âèïóñê 314-315. Ìàòåìàòèêà.


