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ÀÍÀËIÇ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎ� ÌÎÄÅËI ÂIÄÁÎÐÓ Â ÅÊÎÑÈÑÒÅÌÀÕ Ç ÂIÊÎÂÎÞ
ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÞ

Äàíî àíàëiç ìîäåëi âiäáîðó â åêîñèñòåìi ç âiêîâîþ ñòðóêòóðîþ çà óìîâè, ùî çàãàëüíå
÷èñëî îñîáèí ïîïóëÿöi¨ ¹ ïîñòiéíèì. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðåãóëþâàííÿ ÷èñåëüíîñòi ÷åðåç ïðîöåñè
íàðîäæóâàííÿ òà âèæèâàííÿ. Îäåðæàíî óìîâè âèæèâàííÿ âèäiâ.

In this article the analysis of the model of selection in ecosystem with the age structure under
conditions when the general number of in individuals is constant is presented. The regulation
quantitu through the processes of birth and survival are also analysed. This way we obtained the
conditions for species survival.

Âñòóï. Òåîðiÿ ïðîöåñiâ âiäáîðó ðîçâèíåíà äî-
ñèòü øèðîêî, îñêiëüêè âiäáið ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì
ìåõàíiçìîì çìiíè ñòàíó åêîñèñòåì, ¨õ åâîëþöi¨ òà
ñàìîîðãàíiçàöi¨ [1]. Âàæëèâå çíà÷åííÿ äëÿ íàñëiä-
êiâ ïðîöåñiâ âiäáîðó ìà¹ âðàõóâàííÿ iíäèâiäóàëüíèõ
îñîáëèâîñòåé îñîáèí âñåðåäèíi âèäó, çîêðåìà, âiêî-
âî¨ ñòðóêòóðè. Âðàõóâàííÿ âiêîâîãî ñêëàäó ïîïó-
ëÿöi¨ îáóìîâëåíî òèì, ùî, ïî-ïåðøå, ïðîöåñè íàðî-
äæóâàííÿ òà âèæèâàííÿ ñóòò¹âèì ÷èíîì çàëåæàòü
âiä âiêó îñîáèí i âiä ¨õ ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ðiçíèìè
âiêîâèìè ãðóïàìè, ïî-äðóãå, ðàöiîíàëüíà åêñïëóà-
òàöiÿ ïîïóëÿöié ìîæëèâà ëèøå ïðè çíàííi âiêîâî¨
ñòðóêòóðè. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ïðîöåñiâ âiäáîðó â
ìåæàõ îäíi¹¨ ïîïóëÿöi¨ ç âiêîâîþ ñòðóêòóðîþ âèâ÷à-
ëàñü â [2].

Â äàíié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïèòàííÿ ïîáóäîâè
òà àíàëiçó ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi âiäáîðó â åêîñèñòå-
ìàõ ç âiêîâîþ ñòðóêòóðîþ.

Ïðîñòèì ïðèêëàäîì ñòðóêòóðîâàíî¨ çà âiêîì ìî-
äåëi äèíàìiêè áiîëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié ¹ ìîäåëü ôîí
Ôîåðñòåðà, ÿêà ìà¹ âèãëÿä [3]

∂x

∂τ
+

∂x

∂t
= −d(τ)x(τ, t), τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫

0

b(τ)x(τ, t)dτ, t > 0, (1)

x(τ, 0) = ϕ(τ), τ ≥ 0,

äå x(τ, t) � âiêîâà ãóñòèíà îñîáèí âiêó τ â ìîìåíò
÷àñó t; d(τ), b(τ) � ôóíêöi¨, ùî îïèñóþòü ïðîöåñè
âèæèâàííÿ òà íàðîäæóâàííÿ âiäïîâiäíî, ϕ(τ) � ïî-
÷àòêîâèé ðîçïîäië âiêîâî¨ ñòðóêòóðè.

Ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1), ÿê ïîêàçàíî â
[4], âèçíà÷à¹òüñÿ äåÿêèì ñèñòåìíèì ïàðàìåòðîì

H =

∞∫

0

b(τ) exp


−

τ∫

0

d(ξ)dξ


 dτ.

Âåëè÷èíà H íàçèâà¹òüñÿ áiîëîãi÷íèì ïîòåíöià-
ëîì ïîïóëÿöi¨. Â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ H ìîæëè-
âi òðè ÿêiñíî ðiçíi âèïàäêè. Ïðè H > 1 äîìiíóþòü
ïðîöåñè âiäòâîðåííÿ i ïðè t → ∞ x(τ, t) → ∞ äëÿ
âñiõ τ ∈ [0,∞). Íàâïàêè, ïðè H < 1 x(τ, t) → 0 ïðè
t → ∞, òîáòî âèä âèìèðà¹. Ïðè H = 1 ïðîöåñè âè-
æèâàííÿ i íàðîäæóâàííÿ ïåðåáóâàþòü â ðiâíîâàçi i
â ñèñòåìi (1) iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ñòàöiîíàðíèõ
ñòàíiâ i òiëüêè âiä ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ ϕ(τ) çàëå-
æèòü, ÿêèé iç íèõ ðåàëiçó¹òüñÿ.

Ôîðìóâàííÿ îá'¹êòà äîñëiäæåííÿ. Ìàòå-
ìàòè÷íà ìîäåëü. Ïåðø çà âñå ñèñòåìó n âèäiâ, ÿêi
íå âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ, îïèøåìî ðiâíÿííÿìè òè-
ïó (1):

∂xi

∂τ
+

∂xi

∂t
= −di(τ)xi(τ, t), τ, t > 0,

xi(0, t) =

∞∫

0

bi(τ)xi(τ, t)dτ, t > 0, (2)

xi(τ, 0) = ϕi(τ), τ ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n.

Íåõàé ïàðàìåòðè ñèñòåìè çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:
à) di(τ), bi(τ) � íåïåðåðâíi, íåâiä'¹ìíi ôóíêöi¨ íà

[0,∞) i
∞∫

0

di(ξ)dξ = ∞;

á) ϕi(τ) ∈ C1[0,∞)
⋂

L1[0,∞), ϕi(τ) ≥ 0, τ ∈
[0,∞);

â) ϕi(0) =

∞∫

0

bi(τ)ϕi(τ)dτ , i = 1, 2, . . . , n.

Ïðè öèõ óìîâàõ iñíó¹ ¹äèíèé äîäàòíèé ðîçâ'ÿ-
çîê ñèñòåìè (2) [4]. Êðiì òîãî, áóäåìî ââàæàòè, ùî
áiîëîãi÷íi ïîòåíöiàëè âñiõ ïîïóëÿöié

Hi =

∞∫

0

bi(τ) exp

(
−

τ∫

0

di(ξ)dξ

)
dτ > 1,
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i = 1, 2, . . . , n, (3)

òîáòî êîæíèé iç âèäiâ, iñíóþ÷è îêðåìî (áåç êîíêó-
ðåíöi¨), âèæèâà¹.

Ïðîñòèì ìåòîäîì ââåäåííÿ ïðîöåñiâ âiäáîðó â
ñèñòåìó (2), çà àíàëîãi¹þ ç ìîäåëëþ Åéãåíà [1], ¹
âèìîãà ïîñòiéíîñòi çàãàëüíîãî ÷èñëà îñîáèí â åêî-
ñèñòåìi, òîáòî

n∑

i=1

∞∫

0

xi(τ, t)dτ = C = const. (4)

Ìîäèôiêó¹ìî ñèñòåìó (2) òàê, ùîá âèêîíóâàëàñü
óìîâà (4). Öå ìîæíà çðîáèòè ðiçíèìè ñïîñîáàìè. Â
ïðàöi [5] öåé ðåçóëüòàò äîñÿãà¹òüñÿ çà ðàõóíîê ìî-
äèôiêàöi¨ àáî ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ àáî ôóíêöi¨ íàðî-
äæóâàííÿ îêðåìî.

Áiëüøèé iíòåðåñ ñòàíîâèòü âèïàäîê, êîëè ðåãó-
ëþâàííÿ ñèñòåìè âiäáóâà¹òüñÿ ÷åðåç ïðîöåñè íà-
ðîäæóâàííÿ i âèæèâàííÿ îäíî÷àñíî. Äëÿ öüîãî â
ñèñòåìi (2) çàìiñòü ôóíêöié di(τ), bi(τ) ïîêëàäåìî
di(τ) + D(x1, . . . , xn), bi(τ) + B(x1, . . . , xn) âiäïîâiä-
íî, òîáòî øóêàíó ñèñòåìó ïîáóäó¹ìî ó âèãëÿäi

∂xi

∂τ
+

∂xi

∂t
= −[di(τ) + D(x1, . . . , xn)]xi(τ, t),

xi(0, t) =

∞∫

0

(bi(τ) + B(x1, . . . , xn))xi(τ, t)dτ, (5)

xi(τ, 0) = ϕi(τ), i = 1, 2, . . . , n.

Çíàéäåìî âèðàçè äëÿ D(x1, . . . , xn) òà
B(x1, . . . , xn).

Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè (4) ïî ÷àñó t i âðàõóâàâøè
(5), îäåðæèìî

0 =
n∑

i=1

∞∫

0

∂xi

∂t
dτ = −

n∑

i=1

∞∫

0

(
∂xi

∂τ
+ di(τ)xi+

+D(x1, . . . , xn)xi

)
dτ = −

n∑

i=1

(
xi(0, t)+

+

∞∫

0

di(τ)xi(τ, t)dτ + D(x1, . . . , xn)×

×
∞∫

0

xi(τ, t)dτ

)
=

n∑

i=1

( ∞∫

0

(bi(τ)− di(τ))xi(τ, t)dτ+

+(B(x1, . . . , xn)−D(x1, . . . , xn))

∞∫

0

xi(τ, t)dτ

)
.

Çâiäñè ìà¹ìî

B(x1, . . . , xn) ≡ 〈b〉, D(x1, . . . , xn) ≡ 〈d〉,

äå, çà îçíà÷åííÿì

〈b〉 =

n∑
i=1

∞∫
0

bi(τ)xi(τ, t)dτ

n∑
i=1

∞∫
0

xi(τ, t)dτ

. (6)

Îòæå, îá'¹êòîì íàøîãî äîñëiäæåííÿ ¹ ñèñòåìà âè-
ãëÿäó

∂xi

∂τ
+

∂xi

∂t
= −[di(τ) + 〈b〉]xi(τ, t), τ, t > 0,

xi(0, t) =

∞∫

0

(bi(τ) + 〈d〉)xi(τ, t)dτ, t > 0, (7)

xi(τ, 0) = ϕi(τ), τ ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n.

Àíàëiç ìîäåëi. Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ â ñèñòåìi (7)
çâ'ÿçàíi íåëiíiéíèìè âèðàçàìè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ â
(6), òî ñèñòåìó (7) â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå ìîæíà
ðîçâ'ÿçàòè â ÿâíié àíàëiòè÷íié ôîðìi, à ìîæíà ïðî-
âåñòè ëèøå ¨¨ ÿêiñíèé àíàëiç.

Òåîðåìà. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè à) � â) òà
(3), òîäi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (7) xi(τ, t) → 0 ïðè
t →∞, i 6= m, xm(τ, t) → Cρ0

m(τ) 6= 0 ïðè t →∞, äå
m � iíäåêñ òàêèé, ùî cm = max

i
ci, ci > 0 i âèçíà-

÷àþòüñÿ ç ðiâíÿííÿ

1 =

∞∫

0

(bi(τ) + di(τ)) exp

(
−

τ∫

0

di(ξ)dξ − ciτ

)
dτ, (8)

i = 1, 2, . . . , n.

Äîâåäåííÿ. Óìîâè à), á), â) çàáåçïå÷óþòü iñíó-
âàííÿ ¹äèíîãî äîäàòíîãî ðîçâ'ÿçêó xi(τ, t) ñèñòåìè
(7) [6].

Äàëi ââåäåìî çàìiíó

xi(τ, t) = ni(t)ρi(τ, t), (9)

äå ni(t) =

∞∫

0

xi(τ, t)dτ , à ρi(τ, t) � íîðìîâàíà âiêîâà

ñòðóêòóðà:
∞∫

0

ρi(τ, t)dτ = 1.

Ç óìîâè

d

dt
ni(t) =

∞∫

0

∂xi(τ, t)
∂t

dτ,

âðàõîâóþ÷è (7), îäåðæó¹ìî

dni(t)
dt

=

[ ∞∫

0

(bi(τ)− di(τ))ρi(τ, t)dτ − 〈b− d〉
]
×
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×ni(t), (10)

ni(0) =

∞∫

0

ϕi(τ)dτ.

Äèôåðåíöiþþ÷è (9) i âðàõîâóþ÷è (7) òà (10), ìà-
¹ìî

∂ρi

∂τ
+

∂ρi

∂t
= −

[
di(τ) +

∞∫

0

(bi(τ)− di(τ))×

×ρi(τ, t)dτ + 〈d〉
]
ρi,

ρi(0, t) =

∞∫

0

(bi(τ) + di(τ))ρi(τ, t)dτ, (11)

ρi(τ, 0) = ϕi(τ)/

∞∫

0

ϕi(τ)dτ, i = 1, 2, . . . , n.

Ïîêëàäåìî

λi =

∞∫

0

(bi(τ)− di(τ))ρi(τ, t)dτ (12)

i ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (10) íà ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿç-
êàõ ρ0

i (τ) ñèñòåìè (11). Òîäi ðiâíÿííÿ (10) ïåðåïè-
øåòüñÿ ó âèãëÿäi

dni(t)
dt

= [λi − 〈λ〉]ni(t), (13)

äå 〈λ〉 =
n∑

i=1

λini(t)/
n∑

i=1

ni(t).

(13) ¹ ðiâíÿííÿì òèïó Åéëåðà-Ôiøåðà i, ÿê âi-
äîìî [1], ni(t) → 0 ïðè t → ∞, i 6= m, nm(t) →
C =

n∑

i=1

ni(t), äå m � iíäåêñ òîãî âèäó, äëÿ ÿêîãî

λm = max
i

λi. Îòæå, ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê

(0, 0, . . . , n0
m, . . . , 0) (14)

ñèñòåìè (10) ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.
Äàëi çíàéäåìî ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè ρ0

i (τ) ñèñòå-
ìè (11). Íà ïiäñòàâi (14) ðiâíÿííÿ äëÿ ρ0

i (τ), i 6= m,
íå ÿâëÿþòü iíòåðåñó, à ðiâíÿííÿ äëÿ ρ0

m(τ) çàìèêà-
¹òüñÿ i íàáóâà¹ âèãëÿäó

dρ0
m(τ)
dτ

=

[
dm(τ) +

∞∫

0

bm(τ)ρ0
m(τ)dτ

]
ρ0

m(τ), (15)

ρ0
m(0) =

∞∫

0

(bm(τ) + dm(τ))ρ0
m(τ)dτ. (16)

Íåõàé

cm =

∞∫

0

bm(τ)ρ0
m(τ)dτ. (17)

Òîäi ç (15) çíàõîäèìî

ρ0
m(τ) = ρ0

m(0) exp

(
−

τ∫

0

dm(ξ)dξ − cmτ

)
. (18)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (18) â (16), îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ
äëÿ cm

1 =

∞∫

0

(bm(τ) + dm(τ))×

× exp

(
−

τ∫

0

dm(ξ)dξ − cmτ

)
dτ. (19)

Öå ðiâíÿííÿ ïðè óìîâi (3) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
cm > 0 [4].

Ç óìîâè
∞∫

0

ρ0
m(τ)dτ = 1 çíàõîäèìî

ρ0
m(0) =

[ ∞∫

0

exp

(
−

τ∫

0

dm(ξ)dξ − cmτ

)
dτ

]−1

, (20)

à öå îçíà÷à¹, ùî ρ0
m(τ) çà ôîðìóëîþ (18) âèçíà÷à¹-

òüñÿ îäíîçíà÷íî. Îòæå, âèä ç íîìåðîì m, äëÿ ÿêîãî

λ0
m = max

i
λ0

i = max
i

∞∫

0

(bi(τ)− di(τ))ρ0
i (τ)dτ, (21)

âèæèâà¹, òîáòî

xm(τ, t) → Cρ0
m(τ) ïðè t →∞,

xi(τ, t) → 0 ïðè t →∞, i 6= m.

Óìîâà âèæèâàííÿ m-ãî âèäó (21) ôîðìóëþ¹òüñÿ
÷åðåç âiäîìi ôóíêöi¨ di(τ), bi(τ).

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ñèñòåìè êîíêóðóþ÷èõ âèäiâ
ç âiêîâîþ ñòðóêòóðîþ, ùî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè
(7) íà îñíîâi çàäàíèõ, çàëåæíèõ âiä âiêó øâèäêî-
ñòåé íàðîäæóâàííÿ òà âèæèâàííÿ, ñòà¹ ìîæëèâèì
âèçíà÷èòè, ÿêèé iç âèäiâ âèæèâà¹ â ïðîöåñi âiäáîðó.

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (17) � (19), äëÿ λ0
i

çíàõîäèìî

λ0
i =

∞∫

0

(bi(τ)− di(τ))ρ0
i (τ)dτ = 2ci − ρ0

i (0).

Íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî dλ0
i

dci
> 0 ïðè λ0

i > 0. Òà-
êèì ÷èíîì, çíàéäåíî çðó÷íi óìîâè äëÿ âèçíà÷åííÿ
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âèæèâàííÿ âèäiâ â ïðîöåñàõ âiäáîðó. ßêùî îáìåæè-
òèñÿ âèäàìè ç λ0

i > 0, òîáòî òàêèìè, ÿêi ïðè âiäñó-
òíîñòi âiäáîðó ñàìi íå âèìèðàþòü, òî ìàêñèìóì âå-
ëè÷èíè λ0

i äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ òîãî âèäó m, äëÿ ÿêîãî
âåëè÷èíà cm òåæ ìàêñèìàëüíà. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî äâà ãiïîòåòè÷íèõ âè-
äè ç òàêèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ di(τ), bi(τ),
i = 1, 2:

1) b1(τ) = 2b0, 0 ≤ τ ≤ τ0, d(τ) = d0, τ ∈ [0,∞);
2) b2(τ) = b0, 0 ≤ τ ≤ τ0, d(τ) = d0/2, τ ∈ [0,∞)

i ç'ÿñó¹ìî, ÿêèé iç âèäiâ âèæèâà¹ â ïðîöåñi âiäáîðó.
Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî äîñëiäèòè, ÿêèé ç êîðåíiâ c1 ÷è
c2, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿííÿ (8), ¹ áiëüøèì.

Ó âèïàäêó 1) ðiâíÿííÿ (8) ìà¹ âèãëÿä

1 =

τ0∫

0

2b0 exp

(
−(d0 + c1)τ

)
dτ+

+

∞∫

0

d0 exp

(
−(d0 + c1)τ

)
dτ,

àáî
c1 = 2b0(1− exp(−(d0 + c1)τ0)).

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ çàïèøåìî íàñòóïíèì ÷èíîì:

exp(−(d0 + c1)τ0) = 1− 1
2b0

c1. (22)

Àíàëîãi÷íî ó âèïàäêó 2) îäåðæó¹ìî

exp

(
−

(
d0

2
+ c2

)
τ0

)
= 1− 1

b0
c2. (23)

Òåïåð ïîðiâíÿ¹ìî ìiæ ñîáîþ êîðåíi ðiâíÿíü (22),
(23). Ãðàôi÷íå ðîçâ'ÿçóâàííÿ öèõ ðiâíÿíü ïîêàçàíî
íà Ðèñ. 1. Ãðàôiêè ôóíêöié, ùî ôiãóðóþòü â ðiâ-
íÿííi (22), ïîçíà÷àòèìåìî 1), à òi, ùî ôiãóðóþòü â
ðiâíÿííi (23) � 2).

-

6

e−
d0
2 τ0

e−d0τ0

1

c

1)

2)

1)
2)

c2 b0 2b0c1

Ðèñ. 1. Ãðàôi÷íå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü (22), (23)

ßê âèäíî ç Ðèñ. 1 c1 = max(c1, c2). Öå äà¹ ïiäñòà-
âó ñòâåðäæóâàòè, ùî ïåðøèé âèä âèæèâà¹, à äðóãèé
âèìèðà¹, òîáòî íà âèæèâàííÿ ìà¹ áiëüøå øàíñiâ òîé
âèä, â ÿêîãî íàðîäæóâàíiñòü áiëüøà, õî÷à i âèùà
ñìåðòíiñòü. Âèä, ó ÿêîãî ìåíøà íàðîäæóâàíiñòü i
ìåíøà ñìåðòíiñòü, âèìèðà¹.

Ïðèêëàä 2. Ïðîäåìîíñòðó¹ìî âàæëèâiñòü âðà-
õóâàííÿ âíóòðiøíüîâèäîâî¨ âiêîâî¨ ñòðóêòóðè äëÿ
ïðîöåñiâ âiäáîðó ùå íà îäíîìó ïðîñòîìó ïðèêëàäi,
ùî îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ (7).

Ðîçãëÿíåìî òðè âèäè ç ïîñòiéíîþ ñìåðòíiñòþ

di(τ) = d0, i = 1, 2, 3

òà ç ðiçíîþ íàðîäæóâàíiñòþ

b1(τ) =





b0 + ∆, τ ∈
[
0, τ0

2

)
,

b0 −∆, τ ∈
[

τ0
2 , τ0

]
,

0, τ > τ0;

b2(τ) =





b0 −∆, τ ∈
[
0, τ0

2

)
,

b0 + ∆, τ ∈
[

τ0
2 , τ0

]
,

0, τ > τ0;

b3(τ) = b0, τ ∈ [0, τ0].

Ãðàôiêè öèõ ôóíêöié çîáðàæåíi íà Ðèñ. 2.

-

6
b0

τ0 τ

b3

-

6

b0

τ0 τ

b1

b0 + ∆

b0 −∆
τ0
2

-

6

b0

τ0 τ

b2

b0 + ∆

b0 −∆
τ0
2

Ðèñ. 2. Ãðàôiêè ôóíêöié íàðîäæóâàíîñòi
Äëÿ òîãî, ùîá ç'ÿñóâàòè ÿêèé ç âèäiâ âèæèâà¹ â

ïðîöåñi âiäáîðó, íåîáõiäíî äîñëiäèòè, ÿêèé ç êîðåíiâ
ðiâíÿííÿ (8) ¹ íàéáiëüøèì.

Â íàøîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (8) ìà¹ âèãëÿä

1 =

τ0∫

0

bi(τ) exp

(
−d0τ − ciτ

)
dτ+

+

∞∫

0

d0 exp

(
−d0τ − ciτ

)
dτ,

àáî

ci = (ci + d0)

τ0∫

0

bi(τ) exp(−d0τ − ciτ)dτ. (24)

Âðàõîâóþ÷è âèðàçè äëÿ ôóíêöié bi(τ), ïîáóäó¹-
ìî ðiâíÿííÿ (24) ïðè i = 1, 2.
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Ïðè i = 1 ìà¹ìî

c1 = (c1 + d0)

τ0/2∫

0

(b0 + ∆) exp(−d0τ − c0τ)dτ+

+

τ0∫

τ0/2

(b0 −∆) exp(−d0τ − c1τ)dτ

àáî
c1 = b0(1− exp(−(c1 + d0)τ0)) + ∆×

×
(

1 + exp(−(c1 + d0)τ0)− 2 exp
(
−(c1 + d0)

τ0

2

))
.

Àíàëîãi÷íî ïðè i = 2

c2 = b0(1− exp(−(c2 + d0)τ0))−∆×

−
(

1 + exp(−(c2 + d0)τ0)− 2 exp
(
−(c2 + d0)

τ0

2

))
.

Ïðè i = 3

c3 = b0(1− exp(−(c3 + d0)τ0)).

Çðîáèìî ïiäñòàíîâêó

exp
(
−(ci + d0)

τ0

2

)
= pi, i = 1, 2, 3. (25)

Òîäi ïðèéäåìî äî ñèñòåìè

− 2
τ0

ln p1 − d0 + b0(p2
1 − 1) = ∆(1− p2

1),

− 2
τ0

ln p2 − d0 + b0(p2
2 − 1) = −∆(1− p2

2), (26)

− 2
τ0

ln p3 − d0 + b0(p2
3 − 1) = 0.

Ãðàôi÷íå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè (26) ïîäàíî íà Ðèñ.
3.

-

6

−∆

∆

−d

p1

p3 p2 1
pi

Ðèñ. 3. Ãðàôi÷íå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè (26)

Ïîâåäiíêà êðèâèõ, ÿêi ôiãóðóþòü â ïðàâié òà ëi-
âié ÷àñòèíàõ ñèñòåìè (26), ïîêàçó¹, ùî

p1 < p3 < p2.

Îñêiëüêè çàìiíà (25) ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ ôóíêöi-
¹þ àðãóìåíòà c, òî ïðèõîäèìî äî íåðiâíîñòi

c1 > c3 > c2. (27)

Íåðiâíiñòü (27) ïîêàçó¹, ùî â ïðîöåñi âiäáîðó ïå-
ðåìàãà¹ ïåðøèé âèä, ó ÿêîãî øâèäêiñòü íàðîäæóâà-
ííÿ ¹ áiëüøîþ äëÿ ìîëîäøèõ âiêiâ. Ïåðåâàãè äðó-
ãîãî âèäó çà øâèäêiñòþ íàðîäæóâàííÿ â ñòàðøîìó
âiöi é ïåðåä ïåðøèì âèäîì é ïåðåä òðåòiì âèäîì íå
ìîæå çáiëüøèòè øàíñè íà éîãî âèæèâàííÿ.

Áåç óðàõóâàííÿ âiêîâî¨ ñòðóêòóðè, òîáòî ó âè-
ïàäêó äèíàìiêè Åéãåíà óñi òðè âèäè õàðàêòåðèçóþ-
òüñÿ îäíàêîâèì ïàðàìåòðîì âèæèâàííÿ

λi = b0 − d0, i = 1, 2, 3,

òîìó íiÿêîãî âiäáîðó áè íå âiäáóëîñÿ i âèñíîâêè, ÿêi
îäåðæóþòüñÿ ç ìîäåëi Åéãåíà ïîêàçàëè á, ùî óñi òðè
âèäè áóäóòü ñïiâiñíóâàòè.
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