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ÄÎ ÏÈÒÀÍÍß ÏÐÎ ÒÎ×ÊÈ ÐÎÇÐÈÂÓ KhC-ÔÓÍÊÖIÉ
ÍÀ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÊÐÈÂÈÕ

Äîâåäåíî, ùî êîæíà KhC-ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà äîáóòêó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X
òà ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó Y , çi çíà÷åííÿìè â ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíîìó ïðîñòîði ìà¹ çàëèøêîâó
ìíîæèíó òî÷îê íåïåðåðâíîñòi íà ãðàôiêàõ íåïåðåðâíèõ êðèâèõ g : X → Y .

Let X be a topological space, Y � a metric space, Z � a strongly σ-metrizable space. It is
proved that the continuity points set of each KhC-function f : X×Y → Z is residual on continuous
curves g : X → Y graphs.

1. Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X, Y , Z i
âiäîáðàæåíü g : X → Y i f : X × Y → Z
ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

Cg(f) = {x ∈ X : (x, g(x)) ∈ C(f)},
äå C(f) � ìíîæèíà òî÷îê ñóêóïíî¨ íåïåðåðâ-
íîñòi âiäîáðàæåííÿ f .

Ð. Áåð [1] ó âèïàäêó X = [a, b], Y = [c, d],
Z = R âñòàíîâèâ, ùî äëÿ êîæíî¨ CC-ôóíê-
öi¨ f : X × Y → Z i äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ g : X → Y ìíîæèíà Cg(f) ¹ çàëèø-
êîâîþ â X. Öåé ðåçóëüòàò áóâ óçàãàëüíåíèé
â [2] íà âèïàäîê, êîëè X � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið, à Y i Z � ìåòðèçîâíi ïðîñòîðè. Êðiì òî-
ãî, â [2] áóâ ðîçãëÿíóòèé çàãàëüíiøèé âèïà-
äîê KhC-ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â ìåòðèçîâ-
íèõ ïðîñòîðàõ i âñòàíîâëåíèé àíàëîãi÷íèé
ðåçóëüòàò, êîëè y = g(x) ¹ êðèâîþ çëi÷åííî-
ãî òèïó.

Ç äðóãîãî áîêó, â [3] âèâ÷àëàñÿ ìíîæè-
íà òî÷îê íåïåðåðâíîñòi KhC-ôóíêöié çi çíà-
÷åííÿìè â ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðàõ
ùîäî ¨¨ íàñè÷åíîñòi âåðòèêàëÿìè i çàëèøêî-
âîñòi íà ãîðèçîíòàëÿõ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèíè-
êëî ïèòàííÿ ïðî ïåðåíåñåííÿ ðåçóëüòàòiâ ç
[2] íà âiäîáðàæåííÿ çi çíà÷åííÿìè â ñèëüíî
σ-ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðàõ. Òóò ìè çäiéñíþ¹-
ìî òàêå ïåðåíåñåííÿ, çâîäÿ÷è çàãàëüíèé âè-
ïàäîê äî ìåòðèçîâíîãî i çàñòîñîâóþ÷è òåî-
ðåìó Áàíàõà ïðî êàòåãîðiþ.

2. Íàãàäà¹ìî îñíîâíi ïîíÿòòÿ i äåÿêi äî-
ïîìiæíi òâåðäæåííÿ, ÿêi ìè áóäåìî òóò âè-
êîðèñòîâóâàòè.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Z íàçèâà¹òüñÿ σ-
ìåòðèçîâíèì, ÿêùî âií ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿ-
äi îá'¹äíàííÿ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi ñâî-
¨õ çàìêíåíèõ ìåòðèçîâíèõ ïiäïðîñòîðiâ Zn.
Öÿ ïîñëiäîâíiñòü ïiäïðîñòîðiâ Zn íàçèâà¹-
òüñÿ âè÷åðïóâàííÿì ïðîñòîðó Z. Âè÷åðïó-
âàííÿ (Zn)∞n=1 ïðîñòîðó Z íàçèâà¹òüñÿ ñèëü-
íèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ çáiæíî¨ â Z ïîñëi-
äîâíîñòi (zk)

∞
k=1 iñíó¹ íîìåð m, äëÿ ÿêîãî

{zk : k ∈ N} ⊆ Zm. Ïðîñòið Z íàçèâà¹òüñÿ
ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèì, ÿêùî âií ìà¹ ñèëü-
íå âè÷åðïóâàííÿ. Äëÿ çâåäåííÿ çàãàëüíîãî
âèïàäêó äî ìåòðèçîâíîãî ìè áóäåìî âèêî-
ðèñòîâóâàòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ç [4].

Ëåìà 1. Íåõàé Y � òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið ç ïeðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi, Z �
ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèé ïðîñòið ç âè÷åðïó-
âàííÿì (Zm)∞m=1 i g : Y → Z � íåïåðåðâ-
íå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Y
iñíóþòü îêië V òî÷êè y â Y i íîìåð m, òà-
êi, ùî g(V ) ⊆ Zm.

Íåõàé X, Y , Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, f :
X × Y → Z � âiäîáðàæåííÿ i p0 = (x0, y0) ∈
X × Y . Âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z íàçè-
âà¹òüñÿ ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíèì ó
òî÷öi p0, ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó W òî÷-
êè z0 = f(p0) â Z i äëÿ äîâiëüíèõ îêî-
ëiâ U i V òî÷îê x0 i y0 â X òà Y âiäïî-
âiäíî iñíó¹ òî÷êà p1 = (x1, y1) ∈ U × V i
îêië U1 òî÷êè x1 â X, òàêi, ùî U1 ⊆ U i
f(U1 × {y1}) ⊆ W . Âiäïîâiäíî f ãîðèçîí-
òàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì
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ó êîæíié òî÷öi p = (x, y) ∈ X×Y . Ñèìâîëîì
KhC(X × Y, Z) ìè ïîçíà÷à¹ìî êëàñ âñiõ ãî-
ðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü
f : X×Y → Z, ÿêi íåïåðåðâíi âiäíîñíî äðó-
ãî¨ çìiííî¨.

Íàñòóïíå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ äîâåäå-
íî â [3, ëåìà 2].

Ëåìà 2. Íåõàé X, Y i Z � òîïîëîãi÷íi
ïðîñòîðè, f : X × Y → Z � ãîðèçîíòàëüíî
êâàçiíåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, U i V � âiä-
êðèòi ìíîæèíè âiäïîâiäíî â X i Y , A ⊆ X
i U ⊆ A. Òîäi f(U × V ) ⊆ f(A× V ).

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X×Y → Z i òî÷êè
p = (x, y) ∈ X × Y ìè ïîêëàäà¹ìî fx(y) =
fy(x) = f(p).

3. Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ îñíîâíèì ðåçóëü-
òàòîì äàíî¨ ïðàöi.

Òåîðåìà. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið, Y � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Z � ñèëü-
íî σ-ìåòðèçîâíèé ïðîñòið ç âè÷åðïóâàí-
íÿì (Zn)∞n=1, f ∈ KhC(X×Y, Z) i g : X → Y
� íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi ìíîæèíà
Cg(f) ¹ çàëèøêîâîþ â X.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî âiäñòàíü ìiæ òî-
÷êàìè v i y â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði Y ñèì-
âîëîì |v − y|Y . Íåõàé V (y, r) = {v ∈ Y :
|v − y|Y < r} � âiäêðèòà êóëÿ â Y . Ïîêëàäå-
ìî

An =
{
x ∈ X : fx

(
V (g(x), 1

n
)
) ⊆ Zn

}

i ïîêàæåìî, ùî X =
∞⋃

n=1

An. Âêëþ÷åííÿ
∞⋃

n=1

An ⊆ X î÷åâèäíå. Äîâåäåìî, ùî âèêî-
íó¹òüñÿ îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ. Íåõàé x ∈ X.
Òîäi âiäîáðàæåííÿ fx : Y → Z íåïåðåðâ-
íå, àäæå f ∈ KhC(X × Y, Z). Îñêiëüêè ïðî-
ñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åí-
íîñòi, àäæå êóëi V (y, 1

n
), n ∈ N óòâîðþþòü

íå áiëüø íiæ çëi÷åííó áàçó îêîëiâ òî÷êè
y, òî çà ëåìîþ 1 iñíó¹ òàêèé íîìåð n, ùî
fx(V (g(x), 1

n
)) ⊆ Zn. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

x ∈ An. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹òüñÿ âêëþ-
÷åííÿ X ⊆

∞⋃
n=1

An. Îòæå, ïîòðiáíó ðiâíiñòü
äîâåäåíî.

Ïîêëàäåìî Fn = An, Gn = intFn i G =
∞⋃

n=1

Gn. Âèçíà÷åíà â òàêèé ñïîñiá ìíîæèíà G

¹ âiäêðèòîþ ÿê çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ âiäêðè-
òèõ â X ìíîæèí. Êðiì òîãî, G � çàëèøêîâà
â X. Ñïðàâäi,

X \G ⊆
∞⋃

n=1

(Fn \Gn).

Ìíîæèíà Fn \ Gn ¹ íiäå íå ùiëüíîþ ÿê
ìåæà çàìêíåíî¨ â X ìíîæèíè Fn. Òîìó
∞⋃

n=1

(Fn \Gn) � ìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â
X. Òîäi òàêîþ æ ¹ é ìíîæèíà X \G, à çíà-
÷èòü, G � çàëèøêîâà â X.

Íåõàé äàëi n � ôiêñîâàíèé íîìåð, O �
âiäêðèòà â X íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà Gn i
x0 ∈ O. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ g íåïåðåðâ-
íå, çîêðåìà é ó òî÷öi x0, òî iñíó¹ âiäêðèòèé
îêië U0 òî÷êè x0 â X, òàêèé, ùî U0 ⊆ O i
|g(x) − g(x0)|Y < 1

2n
íà U0. Ïîêëàâøè V0 =

V (g(x0),
1
2n

), îòðèìó¹ìî: g(U0) ⊆ V0. Íåõàé
A = An ∩ Gn i A0 = A ∩ U0. Çðîçóìiëî, ùî
A ⊆ Gn ⊆ A, A0 ⊆ A ⊆ An i A0 ⊆ U0 ⊆ A0.
Ïîêàæåìî, ùî

A0 × V0 ⊆
⋃

x∈An

({x} × V (g(x), 1
n
)
)
. (1)

Âiçüìåìî (x, y) ∈ A0 × V0. Òîäi x ∈ An ∩ U0 i

|y−g(x)|Y ≤ |y−g(x0)|Y +|g(x0)−g(x)|Y < 1
n
.

Òàêèì ÷èíîì, y ∈ V (g(x), 1
n
), òîáòî âêëþ-

÷åííÿ (1) âèêîíó¹òüñÿ. Êðiì òîãî, çà ïî-
áóäîâîþ ìíîæèí An ìà¹ìî, ùî ÿêùî
x ∈ A0 ⊆ An, òî

fx
(
V (g(x), 1

n
)
)

= f
({x} × V (g(x), 1

n
)
) ⊆ Zn.

Îñòàíí¹ âêëþ÷åííÿ ïîêàçó¹, ùî

f(A0 × V0) ⊆ Zn. (2)

Äàëi, îñêiëüêè U0 ⊆ A, òî, âèêîðèñòî-
âóþ÷è ëåìó 2 i âðàõîâóþ÷è (2) òà çàìêíå-
íiñòü ìíîæèí Zn îòðèìó¹ìî òàêèé ëàíöþ-
æîê âêëþ÷åíü:

f(U0 × V0) ⊆ f(A0 × V0) ⊆ Zn = Zn.
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Òàêèì ÷èíîì, íà äàíîìó åòàïi äîâåäåííÿ
çíàéøëèñÿ òàêi âiäêðèòi ìíîæèíè U0 i V0 â
X òà Y âiäïîâiäíî, ùî f(U0×V0) ⊆ Zn. Çðî-
çóìiëî, ùî ìíîæèíè U0 i V0 çàëåæàòü âiä
âèáîðó ìíîæèíè O. Ïîçíà÷èìî U0 = G(O),
V0 = H(O). Çà ïîáóäîâîþ f(G(O)×H(O)) ⊆
Zn äëÿ äîâiëüíîãî O ∈ T ∗(Gn), äå T ∗(Gn) �
ñèñòåìà âñiõ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ïiäìíî-
æèí ìíîæèíè Gn.

Ïîêëàäåìî Un = {G(O) : O ∈ T ∗(Gn)} i
U =

∞⋃
n=1

Un. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè U ∈ Un

iñíó¹ ìíîæèíà O = O(U) ∈ T ∗(Gn), òàêà,
ùî U = G(O) ⊆ O.

Ïîêëàäåìî V = V (U) = H(O(U)), fU =
f |U×V (U) i gU = g|U . Îñêiëüêè

U × V = G(O(U))×H(O(U)),

òî
f(U × V ) ⊆ Zn.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî fU ∈ KhC(U × V, Zn).
Çà òåîðåìîþ 1 ç [2] ìíîæèíà CU = CgU

(fU)
¹ çàëèøêîâîþ â U . Îñêiëüêè ìíîæèíè U i
V âiäêðèòi, òî CU ⊆ Cg(f). Ìíîæèíà DU =
U \ CU ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â U , à çíà÷èòü, i â
X.

Çãiäíî ç ëåìîþ Êóðàòîâñüêîãî-Öîðíà ç
ñèñòåìè U ìîæíà âèäiëèòè ìàêñèìàëüíó äè-
ç'þíêòíó ïiäñèñòåìó U0. Ç ìàêñèìàëüíîñòi
U0 ëåãêî âèïëèâà¹, ùî âiäêðèòà ìíîæèíà
S0 =

⋃U0 ¹ ùiëüíîþ ó âiäêðèòié ìíîæèíi
S =

⋃U .
Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà E =

⋃
U∈U0

DU ¹
ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â êîæíié iç ñâî¨õ
òî÷îê. Ñïðàâäi, íåõàé p = (x, y) ∈ E. Òîäi
iñíó¹ åëåìåíò U ∈ U0, òàêèé, ùî p ∈ DU .
Îñêiëüêè DU ⊆ U × V (U), òî x ∈ U . Àëå
ñèñòåìà U0 äèç'þíêòíà, îòæå, x 6∈ Ũ , äå Ũ ∈
U0 i Ũ 6= U . Çíà÷èòü, ìíîæèíà U ∈ U0, äëÿ
ÿêî¨ p ∈ DU , ¹äèíà. Ìíîæèíà W = U×V (U)
¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè p i W ∩ E = DU .
Îòæå, W ∩ E � ìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â
X, à çíà÷èòü, ìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â
òî÷öi p. Çà òåîðåìîþ Áàíàõà ïðî êàòåãîðiþ
[5, ñ.87] E � ìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X.

Çàëèøèëîñü äîâåäåñòè, ùî ìíîæèíà D =
Dg(f) = X \ Cg(f) ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X.

Îñêiëüêè ìíîæèíè ç ñèñòåìè U0 âiäêðèòi â
X, òî

Dg(f) ∩ S0 =
⋃

U∈U0

DU = E,

îòæå, Dg(f)∩S0 � ìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨
â X. Äàëi, çà ïîáóäîâîþ âiäêðèòà ìíîæèíà
S0 ùiëüíà ó âiäêðèòié ìíîæèíi S, à S ùiëüíà
â G. Òîìó ìíîæèíè S \ S0 i G \ S ¹ íiäå
íå ùiëüíèìè. Êðiì òîãî, X \ G � ìíîæèíà
ïåðøî¨ êàòåãîði¨. Òîìó ìíîæèíà

X \ S0 = (X \G)
⋃

(G \ S)
⋃

(S \ S0)

ïåðøî¨ êàòåãîði¨. Â òàêîìó ðàçi i ìíîæèíà

D = (D ∩ S0)
⋃

(D
⋂

(X \ S0))

¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X. Òîìó ìíî-
æèíà Cg(f) � çàëèøêîâà â X, ùî é òðåáà
áóëî äîâåñòè.
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