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Îïèñàíi çàìêíåíi ïiäïðîñòîðè ñòåïåíÿ îïåðàòîðà iíòåãðóâàííÿ â áàçîâèõ ïiäïðîñòîðàõ
ïðîñòîðó ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ â äîâiëüíèõ îáëàñòÿõ.

The closed subspaces of a degree of an operator of integration in base subspaces of space of
functions, which are analytic in arbitrary areas are described.

Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè. ×åðåç H(G) ïîçíà÷èìî ïðîñòið
óñiõ ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ â G, ùî íàäiëå-
íèé òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi. ßêùî
G � äîâiëüíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè,
ÿêà çiðêîâà âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, òî
îïåðàòîð iíòåãðóâàííÿ J ëiíiéíî i íåïåðåâ-
íî äi¹ â H(G) çà ïðàâèëîì

(J f)(z) =

z∫

0

f(t)dt.

Â ïðàöÿõ Ì.Ê. Íiêîëüñüêîãî [1], Ì.I. Íàãíè-
áiäè [2], Ì.Þ. Öàðüêîâà [3], Â.À. Òêà÷åíêî
[4] äîñëiäæóâàëàñÿ õàðàêòåðèñòèêà âñiõ çà-
ìêíåíèõ ïiäïðîñòîðiâ, ÿêi iíâàðiàíòíi âiäíî-
ñíî îïåðàòîðiâ çâè÷àéíîãî òà óçàãàëüíåíî-
ãî iíòåãðóâàíü, ùî äiþòü â ðiçíèõ ïðîñòî-
ðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Iíâàðiàíòíi ïiä-
ïðîñòîðè m�ãî ñòåïåíÿ çâè÷àéíîãî iíòåãðó-
âàííÿ, ùî äi¹ ó ïðîñòîði AR, îïèñàíi Ì.I. Íà-
ãíèáiäîþ â [5], à ó ïðîñòîði H(G) ó âèïàäêó
ω�iíâàðiàíòíî¨ îáëàñòi G � Í.�. Ëií÷óê [6].
Â [7] îïèñàíi çàìêíåíi iíâàðiíòíi ïiäïðîñòî-
ðè ìàòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ iíòåãðóâàííÿ, ÿêi
äiþòü â ïðÿìié ñóìi ïðîñòîðiâ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié.

Â öié ñòàòòi äîñëiäæó¹òüñÿ ñòðóêòóðà ií-
âàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ñòåïåíÿ îïåðàòîðà
iíòåãðóâàííÿ â áàçîâèõ ïiäïðîñòîðàõ ïðî-
ñòîðó àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. ßê çàñòîñóâà-
ííÿ öèõ ðåçóëüòàòiâ îäåðæàíî îïèñ çàìêíå-
íèõ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ñòåïåíÿ îïå-
ðàòîðà iíòåãðóâàííÿ â ïðîñòîðàõ àíàëiòè-
÷íèõ ôóíêöié.

Äëÿ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü íàâåäåìî äå-
ÿêi âiäîìîñòi i äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ [8].
ßêùî G � äîâiëüíà çiðêîâà âiäíîñíî ïî÷à-
òêó êîîðäèíàò îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùè-
íè, òî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíèõ íåïåðåðâ-
íèõ îïåðàòîðiâ T ∈ L(H(G)), ÿêi ïåðåñòàâíi
ç îïåðàòîðîì J , äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(Tf)(z) =
d

dz




z∫

0

ϕ(z − t)f(t)dt


 , (1)

äå ϕ(z) � äåÿêà ôóíêöiÿ ç H(G). Ïðè öüîìó
ϕ(z) = T1. Îïåðàòîð T , ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ
ôîðìóëîþ (1), áóäå içîìîðôiçìîì ïðîñòîðó
H(G) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ϕ(0) 6= 0.

Íåõàé m � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî
i ω = exp

(
2πi
m

)
. Îáëàñòü G íàçèâà¹òüñÿ ω�

iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò,
ÿêùî ωG = G. Íåõàé G çiðêîâà âiäíîñíî
òî÷êè z = 0 i ω�iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ïî÷à-
òêó êîîðäèíàò. ×åðåç Hk(G), k = 0,m− 1,
ïîçíà÷èìî çàìêíåíi ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó
H(G), ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

Hk(G) = {f ∈ H(G) : f(ωz) = ωkf(z), z ∈ G}.
Â [9] ïîêàçàíî, ùî êîæíó ôóíêöiþ f(z) ∈
H(G) ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿ-
äi f(z) =

m−1∑
k=0

fk(z), äå fk(z) ∈ Hk(G). Ïðè

öüîìó fk(z) = (Pkf)(z) = 1
m

m−1∑
j=0

ω−kjf(ωjz),

k = 0,m− 1. Òàêèì ÷èíîì, ïðîñòið H(G)
¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ñâî¨õ ïiäïðîñòîðiâ Hk(G),
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k = 0,m− 1, òîáòî
H(G) = H0(G)⊕H1(G)⊕ . . .⊕Hm−1(G). (2)

Ïiäïðîñòîðè Hk(G) íàçèâàòèìåìî áàçîâèìè
ïiäïðîñòîðàìè ïðîñòîðó H(G).

Ââàæàòèìåìî íàäàëi, ùî Hl(G) = Hr(G),
ÿêùî l, r ∈ Z i l = r(mod m). Ëåãêî ïåðåâi-
ðèòè, ùî
1◦. JHk(G) = Hk+1(G) ïðè k 6=m-1(mod m);
2◦. JHk(G) = JmH0(G) ïðè k=m-1(mod m);
3◦ d

dz
Hk(G) = Hk−1(G), k ∈ Z.

Òîìó êîæåí ç ïiäïðîñòîðiâ Hk(G), k =
0,m− 1, ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îïåðàòîðiâ
Jm òà dm

dzm .
Îïèøåìî âñi çàìêíåíi ïiäïðîñòîðè áàçî-

âèõ ïiäïðîñòîðiâ ïðîñòîðó H(G), ÿêi iíâàði-
àíòíi âiäíîñíî ñòåïåíÿ îïåðàòîðà iíòåãðóâà-
ííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé G � äîâiëüíà çiðêî-
âà âiäíîñíî òî÷êè z = 0, ω�iíâàðiàíòíà
âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò îáëàñòü â C.
Äëÿ òîãî, ùîá M áóâ çàìêíåíèì ïiäïðî-
ñòîðîì ïðîñòîðó Hk(G), iíâàðiàíòíèì âiä-
íîñíî îïåðàòîðà Jm íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,
ùîá âií ïîäàâàâñÿ ó âèãëÿäi

M = J nkmHk(G), (3)

äå nk � äåÿêå öiëå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî àáî ñèì-
âîë ∞ (ó âèïàäêó nk = ∞ ïîêëàäà¹ìî M =
0).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê k = 0,
òîáòî îïèøåìî çàìêíåíi ïiäïðîñòîðè ïðî-
ñòîðó H0(G), ÿêi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî îïå-
ðàòîðà Jm. Ç îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó H0(G) âè-
ïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f(z) ∈ H0(G)
âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi f (j)(0) = 0 ïðè j 6= 0
(mod m).

Íåõàé M ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðî-
ñòîðó H0(G), iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îïåðà-
òîðà Jm. Ðîçãëÿíåìî äàëi ìîæëèâi âèïàä-
êè.

1. Íåõàé f (mj)(0) = 0 äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨
f ∈ M i äëÿ êîæíîãî öiëîãî íåâiä'¹ìíîãî j.
Òîäi M = 0 i M ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (3) ç
nk = +∞.

2. Íåõàé iñíó¹ ôóíêöiÿ ϕ ∈ M äëÿ ÿêî¨
ϕ(0) 6= 0. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð T , ÿêèé âè-
çíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (1). Îñêiëüêè ϕ(0) 6=

0, òî îïåðàòîð T ¹ içîìîðôiçìîì ïðîñòîðó
H(G). Ïîêàæåìî, ùî êîæåí ç ïiäïðîñòîðiâ
Hk(G), k = 0,m− 1, ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíî-
ñíî îïåðàòîðà T .

Äëÿ ôóíêöié f, g ∈ H(G) ÷åðåç g ∗ f ïî-
çíà÷èìî çãîðòêó Äþàìåëÿ, òîáòî

(g ∗ f)(z) =

z∫

0

g(z − t)f(t)dt.

ßêùî ϕ ∈ H0(G), f ∈ Hk(G), òî d
dz

(ϕ ∗ f) ∈
Hk(G). Äiéñíî, ÿêùî ϕ ∈ H0(G) i f ∈ Hk(G),
òî äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ G ìà¹ìî:

(ϕ ∗ f)(ωz) =

ωz∫

0

ϕ(ωz − t)f(t)dt =

= ω

z∫

0

ϕ(ω(z − τ))f(ωτ)dτ = ωk+1(ϕ ∗ f)(z).

Òîìó d
dz

(ϕ ∗ f) ∈ Hk(G).
Ïîêàæåìî, ùî çâóæåííÿ îïåðàòîðà T íà

ïiäïðîñòið H0(G) ¹ içîìîðôiçìîì H0(G).
Îñêiëüêè T ¹ içîìîðôiçìîì ïðîñòîðó H(G),
òî îïåðàòîð T ¹ ií'¹êòèâíèì â H0(G).

Ïåðåâiðèìî, ùî T ¹ ñþð'¹êòèâíèì íà
H0(G). Íåõàé g0(z) ∈ H0(G). Îñêiëüêè T ¹
içîìîðôiçìîì H(G), òî iñíó¹ ôóíêöiÿ f(z) ∈
H(G) òàêà, ùî (Tf)(z) = g0(z). Ç ðiâíîñòi (2)
âèïëèâà¹, ùî f(z) ¹äèíèì ÷èíîì ïîäà¹òüñÿ
ó âèãëÿäi f(z) =

m−1∑
k=0

fk(z), äå fk ∈ Hk(G),

k = 0,m− 1. Òîìó
m−1∑
k=0

(Tfk)(z) = g0(z). Àëå

Tfk ∈ Hk(G), k = 0,m− 1. Òîäi ç ðiâíîñòi
(2) âèïëèâà¹, ùî Tfk = 0, ïðè k = 1,m− 1.
Òàêèì ÷èíîì, (Tf0)(z) = g0(z), f0 ∈ H0(G)
i, îòæå, T ¹ ñþð'¹êòèâíèì íà H0(G). Òîìó T
¹ içîìîðôiçìîì H0(G).

Îñêiëüêè îïåðàòîð T ïåðåñòàâíèé ç J i
T1 = ϕ(z), òî äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî íå-
âiä'¹ìíîãî j âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü TJmj1 =
Jmjϕ(z), òîáòî Tzmj = (mj)!Jmjϕ(z). Àëå
ñèñòåìà (zmj)∞j=0 ¹ ïîâíîþ â H0(G). Òîìó ñè-
ñòåìà (Jmjϕ(z))∞j=0 ¹ òàêîæ ïîâíîþ âH0(G),
îñêiëüêè T � içîìîðôiçì ïðîñòîðó H0(G).
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Ç iíøîãî áîêó, Jmjϕ(z) ∈ M , j = 0, 1, . . ..
Îñêiëüêè M � çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ïðîñòî-
ðó H0(G), òî M = H0(G) i M ïîäà¹òüñÿ ó
âèãëÿäi (3) ç n0 = 0.

3. Íåõàé f(0) = 0 äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨
f ∈ M , àëå M 6= 0. Ïîçíà÷èìî n0 =
min{j ∈ N : ∃f ∈ M, f (mj)(0) 6= 0}. Òî-
äi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ M : f (mj)(0) =
0 ïðè j = 0, 1, . . . , n0 − 1 i iñíó¹ ôóíêöiÿ
ψ(z) ∈ M , äëÿ ÿêî¨ ψ(mn0)(0) 6= 0. Ïîçíà-
÷èìî M1 = dmn0

dzmn0
(M). Òîäi M1 ¹ çàìêíå-

íèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó H0(G), ÿêèé ií-
âàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà Jm. Ôóíêöiÿ
ϕ(z) = ψ(mn0)(z) ∈ M1 i ϕ(0) 6= 0. Òîìó çà äî-
âåäåíèì â ï.2 M1 = H0(G). Âiäíîâëþþ÷è M
çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî M = Jmn0H0(G).

Òàêèì ÷èíîì, ïðè k = 0 êîæåí çàìêíå-
íèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó H0(G) ïîäà¹òüñÿ ó
âèãëÿäi (3). Íåõàé òåïåð k � ôiêñîâàíå íà-
òóðàëüíå ÷èñëî, 1 ≤ k ≤ m − 1 i M � çà-
ìêíåíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Hk(G), ÿêèé
iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà Jm. ×åðåç
M̃ ïîçíà÷èìî ïiäïðîñòið âèäó: M̃ = dk

dzk (M).
Òîäi M̃ ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòî-
ðó H0(G), iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îïåðàòîðà
Jm. Òîìó çà äîâåäåíèì ðàíiøå M̃ ïîäà¹òüñÿ
ó âèãëÿäi M̃ = J nkmH0(G), äå nk � öiëå íå-
âiä'¹ìíå ÷èñëî, àáî ñèìâîë +∞. Ç öi¹¨ ðiâ-
íîñòi âèïëèâà¹, ùî M = J kJ nkmH0(G) =
J nkm(J kH0(G)) = J nkmHk(G), òîáòî M ïî-
äà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (3).

Íàâïàêè, ïðè êîæíîìó öiëîìó íåâiä'¹ì-
íîìó nk ôîðìóëîþ (3) âèçíà÷à¹òüñÿ çàìêíå-
íèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Hk(G), ÿêèé iíâà-
ðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà Jm. Òåîðåìó 1
äîâåäåíî.

Îïèøåìî äàëi iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè
ñòåïåíÿ îïåðàòîðà iíòåãðóâàííÿ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé G � çiðêîâà i
ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò
îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Äëÿ òîãî,
ùîá M áóâ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðî-
ñòîðó H(G), iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îïåðà-
òîðà J 2, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âií ïî-
äàâàâñÿ ó âèãëÿäi

M = T (J 2n0H0(G)⊕ J 2n1H1(G)), (4)

äå T � äåÿêèé içîìîðôiçì ïðîñòîðó H(G),

ÿêèé ïåðåñòàâíèé ç îïåðàòîðîì J , à n0, n1

� öiëi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà àáî ñèìâîëè +∞ (ó
âèïàäêó n0 = n1 = +∞ ïîêëàäà¹ìî M = 0).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � äåÿêèé íåíóëüî-
âèé çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó H(G),
ÿêèé iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà J 2.
Ïîêëàäåìî k = min{n : ∃f ∈ M, f (n)(0) 6=
0}. Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ M : f(0) =
f ′(0) = . . . = f (k−1)(0) = 0 i iñíó¹ ôóí-
êöiÿ ψ(z) ∈ M äëÿ ÿêî¨ ψ(k)(0) 6= 0. ×åðåç
M1 ïîçíà÷èìî ïiäïðîñòið ïðîñòîðóH(G) âè-
äó M1 = dk

dzk (M). Òîäi M1 òàêîæ áóäå çà-
ìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó H(G), ií-
âàðiàíòíèì âiäíîñíî îïåðàòîðà J 2, ïðè÷îìó
iñíó¹ ôóíêöiÿ ϕ(z) ∈ M1, äëÿ ÿêî¨ ϕ(0) 6= 0.
Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð T , ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ
ôîðìóëîþ (1). Âií ¹ içîìîðôiçìîì ïðîñòî-
ðó H(G), ïåðåñòàâíèì ç îïåðàòîðì J i äëÿ
íüîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü T1 = ϕ(z).

×åðåç M2 ïîçíà÷èìî ïiäïðîñòið ïðîñòî-
ðó H(G) âèäó: M2 = T−1(M1). Çðîçóìiëî,
ùî M2 ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó
H(G), iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îïåðàòîðà J 2.
Îñêiëüêè 1 ∈ M2, òî J 2n1 ∈ M2, n = 0, 1, . . .,
òîáòî {z2n : n = 0, 1, . . .} ⊂ M2. Âèêîðè-
ñòîâóþ÷è çàìêíåíiñòü ïðîñòîðó M2 i ïîâíî-
òó ñèñòåìè (z2n)∞n=0 â ïðîñòîði H0(G), çâiäñè
îäåðæó¹ìî, ùî H0(G) ⊂ M2. Ïîçíà÷èìî äà-
ëi M ′

2 = M2

⋂H1(G).
Òîäi

M2 = H0(G)⊕M ′
2. (5)

Äiéñíî, íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ M2, òîäi f ¹äè-
íèì ÷èíîì ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi f = f0+f1, äå
f0 ∈ H0(G), à f1 ∈ H1(G). Ç öi¹¨ ðiâíîñòi âè-
ïëèâà¹, ùî f1 = (f −f0) ∈ M2, áî f, f0 ∈ M2,
à M2 � ïiäïðîñòið ïðîñòîðóH(G). Òàêèì ÷è-
íîì, f1 ∈ M ′

2 i, òèì ñàìèì, äîâåäåíå âêëþ-
÷åííÿ M2 ⊂ H0(G) ⊕ M ′

2. Îñêiëüêè îáåð-
íåíå âêëþ÷åííÿ ¹ î÷åâèäíèì, òî ðiâíiñòü
(5) âèêîíó¹òüñÿ. Êðiì òîãî M ′

2 ¹ çàìêíåíèì
ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðóH1(G), iíâàðiàíòíèì
âiäíîñíî îïåðàòîðà J 2, i çà òåîðåìîþ 1 âií
ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi M ′

2 = J 2lH1(G), äå l �
öiëå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî àáî ñèìâîë +∞.

Òàêèì ÷èíîì, M2 çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

M2 = H0(G)⊕ J 2lH1(G).
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Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî M1 = T (H0(G) ⊕
J 2lH1(G)) , à

M = J kT (H0(G)⊕ J 2lH1(G)) =

= T (J kH0(G)⊕ J 2l+kH1(G)).

Ðîçãëÿäàþ÷è âèïàäêè ïàðíîãî i íåïàðíîãî
k, îäåðæèìî, ùî çàâæäè ïiäïðîñòið M ïî-
äà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (4).

Íàâïàêè, ÿêùî T � äåÿêèé içîìîðôiçì
ïðîñòîðóH(G), ÿêèé ïåðåñòàâíèé ç îïåðàòî-
ðîì iíòåãðóâàííÿ, à n0 òà n1 � öiëi íåâiä'¹ìíi
÷èñëà àáî ñèìâîëè +∞, òî ôîðìóëîþ (4) âè-
çíà÷à¹òüñÿ çàìêíåíèé ïiäïðîñòið M ïðîñòî-
ðó H(G), ÿêèé iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðà-
òîðà J 2. Òåîðåìó 2 äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ. Äîâåäåíà òåîðåìà óçà-
ãàëüíþ¹ îïèñ çàìêíåíèõ ïiäïðîñòîðiâ ïðî-
ñòîðó H(G), iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî ñòåïåíÿ
îïåðàòîðà iíòåãðóâàííÿ [6], çà ÿêèì ó âè-
ïàäêó, ÿêùî G � äîâiëüíà çiðêîâà âiäíîñíî
òî÷êè z = 0 îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè,
ÿêà iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ïîâîðîòó íàâêîëî
öi¹¨ òî÷êè íà êóò 2π

m
, òî çàãàëüíèé âèãëÿä

çàìêíåíèõ ïiäïðîñòîðiâ ïðîñòîðó H(G), ií-
âàðiàíòíèõ âiäíîñíî îïåðàòîðà Jm, äà¹òüñÿ
ôîðìóëîþ

M = T (J n0mH0(G)⊕ J n1mH1(G))⊕ . . .

. . .⊕ J nm−1mHm−1(G)),

äå T � äåÿêèé içîìîðôiçì ïðîñòîðó H(G),
ùî êîìóòó¹ ç Jm, à nk (k = 0, n− 1) � äåÿêi
öiëi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà àáî ñèìâîëè ∞.
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