
УДК 517.983.5

c©2014 р. В.П. Журавльов

Житомирський нацiональний агроекологiчний унiверситет

ЛIНIЙНI КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ IНТЕГРАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
ФРЕДГОЛЬМА З ВИРОДЖЕНИМ ЯДРОМ У БАНАХОВИХ

ПРОСТОРАХ
У роботi встановлено умови розв’язностi та побудовано загальнi розв’язки не всюди

розв’язних iнтегральних рiвнянь Фредгольма з виродженим ядром та крайових задач для
них у банахових просторах. Детально розглянуто приклад.

The paper presents conditions of solvability and constructions of general solutions for Fredholm
integral equations with generate kernel which need not be always solvable, as well as for boundary
value problems for them in Banach spaces. An example is considered in details.

Встановлення умов розв’язностi та побу-
дова загальних розв’язкiв лiнiйних крайо-
вих задач

(Lz)(t) = f(t),

`z(·) = α,

де L : B̃1 → B̃2 (B̃1, B̃2 — функцiональ-
нi банаховi простори) — не всюди розв’я-
зний оператор є проблемою, вирiшення якої
iстотно залежить вiд можливостi побудови
узагальнено-оберненого оператора L− до лi-
нiйного оператора L. До таких задач на-
лежать крайовi задачi для деяких кла-
сiв функцiонально-диференцiальних, iнте-
гральних та iнтегро-диференцiальних рiв-
нянь [1 – 3]. Оператор належить класу уза-
гальнено оборотних операторiв [4], якщо йо-
го нуль-простiр N(L) та образ R(L) допов-
нювальнi [5] у банахових просторах B̃1 та
B̃2, вiдповiдно. З кожною парою взаємно до-
повнювальних просторiв пов’язанi обмеженi
проектори PN(L) та PR(L), якi iндукують роз-
биття банахових просторiв B̃1 и B̃2 у прямi
топологiчнi суми

B̃1 = N(L)⊕XL,

B̃2 = R(L)⊕ YL,

де N(L), X(L), R(L), YL — замкненi пiдпро-
стори. Очевидно, що узагальнено оборот-
нi оператори є нормально розв’язними.

До класу узагальнено оборотних операто-
рiв належать: фредгольмовi (dim N(L) =
dim YL < ∞); нетеровi (dim N(L) = n <
∞, dim YL = d < ∞, n 6= d) n− нормаль-
нi [6] (dim N(L) = n < ∞, dim YL = ∞) з
доповнювальним образом [5]; d− нормаль-
нi (dim N(L) = ∞, dim YL = d < ∞) з
доповнювальним ядром; топологiчно фре-
дгольмовi (dim N(L) = ∞, dim YL = ∞,
N(L) iзоморфний YL); топологiчно нетеровi
[7] (dim N(L) = ∞, dim YL = ∞) оператори.

У [8] розглянуто загальний пiдхiд до до-
слiдження умов розв’язностi та побудови за-
гальних розв’язкiв крайових задач для нор-
мально розв’язних операторних рiвнянь, якi
є узагальнено оборотними.

У цiй роботi дослiджуються умо-
ви розв’язностi та структура загальних
розв’язкiв не всюди розв’язних iнтеграль-
них рiвнянь Фредгольма з виродженим
ядром та крайових задач для них у ба-
нахових просторах. З точки зору теорiї
операторiв iнтегральний оператор Фред-
гольма з виродженим ядром, який дiє у
банаховому просторi B1, є топологiчно
фредгольмовим.

Постановка задачi. Нехай z(t) вектор-
функцiя, яка дiє з вiдрiзка I = [a, b]
у дiйсний банаховий простiр B1, z(t) ∈
C(I,B1) := {z(·) → B1, ‖z‖ = sup

t∈I
‖z(t)‖B1},

C(I,B1) — банаховий простiр неперервних
на I вектор-функцiй, B — дiйсний банахо-
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вий простiр.
Розглянемо у банаховому просторi B1 лi-

нiйну крайову задачу для iнтегрального рiв-
няння Фредгольма з виродженим ядром

(Lz)(t) := z(t)−M(t)

b∫

a

N(s)z(s)ds = f(t),

(1)
`z(·) = α, (2)

де оператор-функцiї M(t) та N(t) дiють з
банахового простору B1 у B1, сильно непе-
рервнi з нормами |||M ||| = sup

t∈I
‖M(t)‖B1 =

M0 < ∞ та |||N ||| = sup
t∈I
‖N(t)‖B1 = N0 < ∞,

оператор ` — обмежений i дiє з банахового
простору C(I,B1) у банаховий простiр B1,
` : C(I,B1) → B, α ∈ B.

Ставиться задача: встановити необхiднi
та достатнi умови iснування та загальний
вигляд розв’язкiв крайової задачi (1), (2)
для iнтегрального рiвняння Фредгольма з
виродженим ядром, якi належать банахово-
му простору C(I,B1).

Попереднi вiдомостi. Вiдомо [9, c. 141],
що добуток M(t)x сильно неперервної
оператор-функцiї M(t) на елемент x ∈ B1 є
неперервною вектор-функцiєю. Тому опера-
тор L дiє з банахового простору C([a, b],B1)
у цей же простiр.

Позначимо

D = IB1 − A, A =

b∫

a

N(s)M(s) ds,

Лiнiйний оператор D — дiє з банахового
простору B1 у B1 i є обмеженим.

Нехай оператор D — узагальнено оборот-
ний. Тодi iснують обмеженi проектори
PN(D) : B1 → N(D), який проектує бана-
ховий простiр B1 на нуль-простiр N(D) опе-
ратора D, PYD

: B1 → YD, який проектує
банаховий простiр B1 на пiдпростiр YD iзо-
морфний нуль-простору N(D∗) спряженого
оператора D∗ до оператора D та обмежений
узагальнено-обернений оператор D−, який
можна побудувати, використовуючи мето-
дику з [10].

Теорема 1. [11] Нехай D : B1 → B1

— обмежений узагальнено оборотний опе-
ратор. Тодi iнтегральний оператор L з (1)
— узагальнено оборотний.

Для доведення узагальненої оборотно-
стi iнтегрального оператора (1) побудовано
проектори PN(L) : C([a, b],B1) → N(L) та
PYL

: C([a, b],B1) → YL

(PN(L)z)(t) = M(t)PN(D)

b∫

a

N(s)z(s)ds,

(3)

(PYL
f)(t) = M(t)PYD

b∫

a

N(s)f(s)ds

та доведено, що вони обмеженi.
Теорема 2. [11] Нехай D : B1 → B1 —

узагальнено оборотний оператор. Тодi опе-
ратор

(L−f)(t) = f(t)+M(t)D−
b∫

a

N(s)f(s)ds (4)

є обмеженим узагальнено-оберненим опера-
тором до iнтегрального оператора L з (1),
де D− — обмежений узагальнено-обернений
оператор до оператора D.

Основний результат. Використовуючи
апарат теорiї узагальнено-обернених опера-
торiв, знайдемо необхiднi та достатнi умови
розв’язностi крайової задачi (1), (2) у бана-
ховому просторi. Для цього спочатку зна-
йдемо умови iснування та загальний вигляд
розв’язку операторного рiвняння (1).

Вiдомо [4], що узагальнено оборотний
оператор є нормально розв’язним. Тому для
рiвняння (1) правильна

Теорема 3. Нехай D : B1 → B1 —
обмежений узагальнено оборотний опера-
тор. Тодi при виконаннi умови

(PYL
f)(t) = M(t)PYD

b∫

a

N(s)f(s)ds = 0 (5)

i тiльки при нiй операторне рiвняння (1)
розв’язне i має сiм’ю розв’язкiв

z(t) = M(t)PN(D)c + (L−f)(t), (6)
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де M(t)PN(D) — оператор-функцiя, яка
є розв’язком вiдповiдного (1) однорiдно-
го iнтегрального рiвняння, c — довiльний
елемент банахового простору B1, L− —
узагальнено-обернений оператор (4) до iн-
тегрального оператора L з (1).

Доведення. Запишемо рiвняння (1) у виг-
лядi

z(t) = M(t) c + f(t), (7)

де c =
b∫

a

N(s)z(s)ds. Застосувавши до обох

частин рiвняння (7) оператор-функцiю N(t)
та проiнтегрувавши їх на промiжку [a, b]
отримаємо операторне рiвняння

b∫

a

N(s)z(s)ds =

b∫

a

N(s)M(s) c ds+

+

b∫

a

N(s)f(s)ds,

або
(IB1 − A)c = Dc = b, (8)

де

b =

b∫

a

N(s)f(s)ds.

З узагальненої оборотностi оператора
D = IB1−A маємо, що операторне рiвняння
(8) нормально розв’язне. Отже воно розв’я-
зне тодi i лише тодi, коли виконується умова
[4, c. 133]

PYD
b = 0

i при цьому має сiм’ю розв’язкiв

c = PN(D)ĉ + D−b, (9)

де ĉ — довiльний елемент банахового про-
стору B1.

Пiдставивши знайдене c ∈ B1 з (9) у фор-
мулу (7), отримаємо загальний розв’язок iн-
тегрального рiвняння (1):

z(t) = M(t) {PN(D)ĉ + D−b}+ f(t) =

= M(t)PN(D)ĉ + f(t) + M(t)D−× (10)

×
b∫

a

N(s)f(s)ds = M(t)PN(D)ĉ + (L−f)(t),

оскiльки за теоремою 2

(L−f)(t) = f(t) + M(t)D−
b∫

a

N(s)f(s)ds.

Далi знайдемо умови iснування та загаль-
ний розв’язок крайової задачi (1), (2).

Пiдставивши розв’язок (6) неоднорiдного
операторного рiвняння (1) у крайову умову
(2), отримаємо операторне рiвняння

`(M(·)PN(D))ĉ + `f(·)+

`M(·)D−
b∫

a

N(s)f(s)ds = α.
(11)

Позначимо через Q = `(M(·)PN(D)) —
оператор, який дiє з банахового простору
B1 у банаховий простiр B. Оператор Q
— обмежений як суперпозицiя обмеженого
оператора ` та обмеженої оператор-функцiї
M(t)PN(D).

Тодi рiвняння (11) запишеться у виглядi

Qĉ = α− `f(·)− `M(·)D−
b∫

a

N(s)f(s)ds.

(12)
Нехай оператор Q належить класу уза-

гальнено оборотних операторiв. Позначимо
PN(Q) : B1 → N(Q) — обмежений проек-
тор банахового простору B1 на нуль-простiр
N(Q) оператора Q, PYQ

: B → YQ — обме-
жений проектор банахового простору B на
пiдпростiр YQ ⊂ B.

Оскiльки оператор Q — узагальнено обо-
ротний, а отже нормально розв’язний, то
рiвняння (12) розв’язне тодi i лише тодi, ко-
ли виконується умова [4, c. 133]

PYQ

[
α− `f(·)− `M(·)D−

b∫

a

N(s)f(s)ds
]

= 0,

при виконаннi якої воно має сiм’ю розв’язкiв

ĉ = PN(Q)c̃ + Q−
[
α− `f(·)−
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(13)

−`M(·)D−
b∫

a

N(s)f(s)ds
]
,

де c̃ — довiльний елемент банахового прос-
тору B1, Q− — обмежений узагальнено-
обернений оператор до оператора Q.

Пiдставляючи ĉ з (13) у (10), отримаємо
загальний розв’язок крайової задачi (1), (2)

z(t) = M(t)PN(D)PN(Q)c̃+

+
[
f(t)−M(t)PN(D)Q

−`f(·)
]

+ M(t)×

×[
IB1 − PN(D)Q

−`M(·)]D−
b∫

a

N(s)f(s)ds+

M(t)PN(D)Q
−α = M(t)PN(D)PN(Q)c̃+

+(Gf)(t) + M(t)PN(D)Q
−α,

де

(Gf)(t) :=
[
f(t)−M(t)PN(D)Q

−`f(·)]+
(14)

+M(t)
[
IB1−PN(D)Q

−`M(·)]D−
b∫

a

N(s)f(s)ds

— узагальнений оператор Грiна напiводно-
рiдної (α = 0) крайової задачi (1), (2),
а оператор-функцiя M(t)PN(D)PN(Q) — є
розв’язком вiдповiдної (1), (2) однорiдної
(f(t) = 0, α = 0) крайової задачi.

Дiйсно,

(Lz)(t) = M(t)PN(D)PN(Q)−

−M(t)

b∫

a

N(s)
{

M(t)PN(D)PN(Q)

}
ds =

= M(t)PN(D)PN(Q) −M(t)APN(D)PN(Q) = 0,

оскiльки A = IB1 −D, DPN(D) = 0, а

`(M(·)PN(D))PN(Q) = QPN(Q) = 0,

оскiльки `(M(·)PN(D)) = Q, а QPN(Q) = 0.

Отже, для крайової задачi (1), (2)
справедлива наступна теорема.

Теорема 4. Нехай оператори D : B1 →
B1 та Q : B1 → B — узагальнено оборотнi.

Тодi вiдповiдна (1), (2) однорiдна (f(t) =
0, α = 0) крайова задача має сiм’ю розв’яз-
кiв

z(t) = M(t)PN(D)PN(Q)c̃, (15)
де c̃ — довiльний елемент банахового прос-
тору B1.

Неоднорiдна крайова задача (1), (2)
розв’язна для тих i лише тих f(t) ∈
C(I,B1) та α ∈ B, якi задовольняють умо-
ви

(PYL
f)(t) = M(t)PYD

b∫

a

N(s)f(s)ds = 0,

(16)

PYQ

[
α− `f(·)− `M(·)D−

b∫

a

N(s)f(s)ds
]

= 0

i при цьому вона має сiм’ю розв’язкiв

z(t) = M(t)PN(D)PN(Q)c̃+

(17)
+(Gf)(t) + M(t)PN(D)Q

−α,

де G — узагальнений оператор Грiна (14)
вiдповiдної (1), (2) напiводнорiдної (α = 0)
крайової задачi.

Злiченновимiрнi крайовi задачi для
iнтегральних рiвнянь Фредгольма з
виродженим ядром.

Далi розглянемо частинний випадок кра-
йової задачi (1), (2) для iнтегрального опе-
ратора Фредгольма з виродженим ядром, де
оператор-функцiї M(t) та N(t) — злiченно-
вимiрнi матрицi, вектор-стовпцi та вектор-
рядки яких належать банаховому простору
C([a, b],B1) дiють з сепарабельного банахо-
вого простору B1 у B1, оператор ` дiє з ба-
нахового простору C(I,B1) у сепарабельний
банаховий простiр B, ` : C(I,B1) → B,
α ∈ B.

Розв’язок крайової задачi (1), (2) для
iнтегрального рiвняння будемо шукати у ви-
глядi злiченновимiрного вектор-стовпчика
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z(t) ∈ C(I,B1) — банахового простору не-
перервних на промiжку I функцiй, якi на-
бувають значень у дiйсному сепарабельному
банаховому просторi B1.

Наслiдок 1. (Нормально розв’язнi кра-
йовi задачi) Нехай B1 та B — сепарабель-
нi банаховi простори, D : B1 → B1 та
Q : B1 → B — узагальнено оборотнi опера-
тори, причому Q — топологiчно фредголь-
мовий.

Тодi однорiдна крайова задача має злiчен-
ну кiлькiсть розв’язкiв (15). Неоднорiдна
крайова задача (1), (2) розв’язна для тих
i лише тих f(t) ∈ C(I,B1), α ∈ B, якi за-
довольняють злiченну кiлькiсть умов (16),
при виконаннi яких вона має злiченну кiль-
кiсть розв’язкiв (17).

Наслiдок 2. (n-нормально розв’язнi кра-
йовi задачi) Нехай B1 — скiнченновимiрний,
а B — нескiнченновимiрний сепарабельний
банаховий простори, Q : B1 → B — n-нор-
мальний оператор з доповнювальним обра-
зом R(Q).

Тодi однорiдна крайова задача має
скiнченну кiлькiсть лiнiйно-незалеж-
них розв’язкiв (15). Неоднорiдна задача
(1), (2) розв’язна для тих i лише тих
f(t) ∈ C(I,B1), α ∈ B, якi задовольняють
злiченну кiлькiсть лiнiйно-незалежних
умов (16), при виконаннi яких вона має
скiнченну кiлькiсть розв’язкiв (17).

Наслiдок 3. (d-нормально розв’язнi кра-
йовi задачi) Нехай B1 — нескiнченновимiр-
ний сепарабельний, а B — скiнченновимiр-
ний банаховi простори, Q : B1 → B —
d-нормальний оператор з доповнювальним
нуль-простором N(Q).

Тодi однорiдна крайова задача має злiчен-
ну кiлькiсть лiнiйно-незалежних розв’яз-
кiв (15). Неоднорiдна задача (1), (2) розв’я-
зна для тих i лише тих f(t) ∈ C(I,B1),
α ∈ B, якi задовольняють скiнченну кiль-
кiсть лiнiйно-незалежних умов (16), при
виконаннi яких вона має злiченну кiлькiсть
розв’язкiв (17).

Наслiдок 4. (Нетеровi крайовi задачi)
Нехай B1 та B — скiнченновимiрнi просто-
ри, а Q : B1 → B1 — нетеровий оператор.

Тодi однорiдна крайова задача має скiн-

ченну кiлькiсть розв’язкiв (15). Неоднорi-
дна задача (1), (2) розв’язна для тих i лише
тих f(t) ∈ C(I,B1), α ∈ B, якi задовольня-
ють скiнченну кiлькiсть умов (16), при ви-
конаннi яких вона має скiнченну кiлькiсть
розв’язкiв (17).

Зауваження 1. У випадку, коли опе-
ратор L — всюди розв’язний перша умова
у (16) iснування розв’язкiв крайової задачi
(1), (2) автоматично виконується, оскiль-
ки PYL

≡ 0. Такi крайовi задачi розглянутi
у [13], де наведено подiбну класифiкацiю злi-
ченновимiрних крайових задач для систем
звичайних диференцiальних рiвнянь, якi є
всюди розв’язними.

Приклад. Знайдемо умови розв’язностi
та загальний вигляд розв’язкiв крайової за-
дачi

(Lz)(t) =: z(t)−M(t)

2∫

0

N(s)z(s)ds = f(t),

(18)

`z(·) =

2∫

0

S(t)z(t)dt = α, (19)

де

M(t) = diag

{(
1 −t
0 t

2

)
, . . .

}
,

N(s) = diag

{(
3(s−1)

2
0

0 1

)
, . . .

}

— злiченновимiрнi матрицi, якi дiють з ба-
нахового простору C([0, 2], c) у C([0, 2], c)
з нормами |||M |||C([0,2],c) = supt∈[0,2]‖M(t)‖c,
|||N |||C([0,2],c) = supt∈[0,2]‖N(t)‖c, f(t) =
(f1(t), f2(t), f3(t), . . .) ∈ C([0, 1], c),

S(t) = diag
{
S(3×2)(t), S(3×2)(t), . . .

}−
сильно неперервна оператор-функцiя,
S(3×2)(t) — (3× 2)-вимiрна матриця:

S(3×2)(t) =




1 4
0 −3t

4
1 3t


 ,

|||S|||C([0,1],c) = supt∈[0,1]‖S(t)‖c < ∞.
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Таким чином, вектор-функцiонал ` дiє
з банахового простору C([0, 1], c) у бана-
ховий простiр c i є обмеженим, α =
col(α1, α2, α3, . . .) ∈ c.

Iз визначення матриць M(t) та N(t) має-
мо, що

|||M |||C([0,2],c) = sup
t∈[0,2]

|t| ≤ 2,

|||N |||C([0,2],c) = sup
t∈[0,2]

∣∣∣3(t− 1)

2

∣∣∣ ≤ 3/2.

Тодi оператор L є линiйним обмеженим
оператором, який дiє з банахового просто-
ру неперервних на промiжку [0, 2] функцiй
C([0, 2], c) в C([0, 2], c). Нескiнченновимiр-
нi пiдпростори N(L) та YL — iзоморфнi
як пiдпростори сепарабельного банахового
простору C([0, 2], c) [12, c. 55].

Оператор

D = Ic − A, A =

2∫

0

N(s)M(s) ds

має вигляд

D = diag

{(
1 1
0 0

)
,

(
1 1
0 0

)
, . . .

}

i дiє з банахового простору c — обмежених
послiдовностей x = {ξ(i)}∞i=1, що збiжнi до
скiнченної межi у простiр c таких же послi-
довностей y = {η(i)}∞i=1, D : c → c.

Очевидно, що оператор D — обмежений
у цьому просторi.

Проектори PN(D) : c → N(D) i PYD
: c →

YD матимуть вигляд:

PN(D) = diag

{(
1 0

−1 0

)
,

(
1 0

−1 0

)
, . . .

}
,

PYD
= diag

{(
0 0
0 1

)
,

(
0 0
0 1

)
, . . .

}
.

Обмежений узагальнено-обернений опера-
тор D− запишеться у виглядi:

D− = diag

{(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
1 0

)
, . . .

}
.

За формулами (3) побудуємо проектори

(PN(L)z)(t) = X(t)
b∫

a

N(s)z(s)ds,

(PYL
f)(t) = Φ(t)

b∫
a

N(s)f(s)ds,

де
X(t) = M(t)PN(D) =

= diag

{(
1 + t 0
− t

2
0

)
,

(
1 + t 0
− t

2
0

)
, . . .

}
,

Φ(t) = M(t)PYD
=

= diag

{(
0 −t
0 t

2

)
,

(
0 −t
0 t

2

)
, . . .

}
.

Згiдно з теоремою 2 узагальнено-
обернений оператор до iнтегрального
оператора (18) матиме вигляд

(L−f)(t) = f(t) + M(t)

2∫

0

N(s)z(s)ds,

де
M(t) = M(t)D− =

= diag

{( −t 0
t
2

0

)
,

( −t 0
t
2

0

)
, . . .

}
.

Умови iснування розв’язку рiвняння (18)
за теоремою 3 мають вигляд

(PYL
f)(t) = Φ(t)

2∫

0

N(s)f(s)ds.

Пiсля перетворень одержимо

2∫

0

f2k(t)dt = 0, k = 1, 2, 3, . . . . (20)

При виконаннi умов (20) операторне рiв-
няння (18) має сiм’ю розв’язкiв

z(t) = (PN(L)ẑ)(t) + (L−f)(t) =
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= X(t)

2∫

0

N(s)ẑ(s)ds+ (21)

+f(t) + M(t)

2∫

0

N(s)f(s)ds,

де ẑ(t) — довiльний елемент банахового про-
стору C([0, 1], c).

Пiдставляючи загальний розв’язок (21) у
крайову умову (18), отримаємо операторне
рiвняння

(Qẑ)(·) + `(L−f)(·) = α, (22)

де

(Qẑ)(·) = `PN(L)ẑ)(·) =

2∫

0

S(t)X(t)×

×
2∫

0

N(s)ẑ(s)ds dt = Q

2∫

0

N(s)ẑ(s)ds.

Оператор

Q =

2∫

0

S(t)X(t)dt =

= diag








0 0
1 0
0 0


 ,




0 0
1 0
0 0


 , . . .





дiє з банахового простору c – збiжних обме-
жених послiдовностей x = {ξ(i)} у простiр
c таких же послiдовностей y = {η(i)}, Q:
c → c.

Позначивши c =
2∫
0

N(s)ẑ(s)ds, запишемо

операторне рiвняння (22) у виглядi:

Qc = α− `f(·)− `M(·)
2∫

0

N(s)f(s)ds. (23)

Проектори PYQ
: c → YQ та PN(Q) : c →

N(Q) мають вигляд:

PN(Q) = diag

{(
0 0
0 1

)
,

(
0 0
0 1

)
, . . .

}
,

PYQ
= diag








1 0 0
0 0 0
0 0 1


 , . . .



 ,

i, очевидно, обмеженi.
Отже, оператор Q — узагальнено оборот-

ний i, як наслiдок, нормально розв’я-
зний. Тому для розв’язностi рiвняння (23)
необхiдно i достатньо, щоб виконувалась
умова:

PYQ

{
α− `f(·)− `M(·)

2∫

0

N(s)f(s)ds
}

= 0.

Пiсля перетворень отримаємо, що ком-
поненти вектора α ∈ c та вектор-функцiї
f(t) ∈ C([0, 1], c) повиннi задовольняти умо-
ви:

α4k−3 −
2∫

0

{
(6t− 5)f2k−1(t) + 4f2k(t)

}
dt = 0,

(24)

α4k−1 −
2∫

0

{
(6t− 5)f2k−1(t) + 3tf2k(t)

}
dt = 0,

k = 1, 2, 3, . . . .

При виконаннi цих умов операторне рiв-
няння (23) матиме розв’язок

c = PN(Q)ĉ + Q−
{

α− `f(·)−

−`M(·)
2∫
0

N(s)f(s)ds
}

,

(25)

де ĉ — довiльний елемент простору c,

Q− = diag

{(
0 1 0
0 0 0

)
,

(
0 1 0
0 0 0

)
, . . .

}

— узагальнено-обернений оператор до опе-
ратора Q, який можна побудувати за мето-
дикою, наведеною в [10].

Пiдставивши знайдене значення c з (25)

замiсть
2∫
0

N(s)ẑ(s)ds у (21), отримаємо за-

гальний розв’язок крайової задачi (18), (19)
у виглядi
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z(t) = X(t)PN(Q)ĉ + f(t)−X(t)Q−`f(·)−

−X(t)Q−`M(·)
2∫

0

N(s)f(s)ds+

+M(t)

2∫

0

N(s)f(s)ds + X(t)Q−α.

Таким чином, крайова задача (18), (19)
матиме розв’язки тодi i лише тодi, коли ком-
поненти елемента α ∈ c та вектор-функцiї
f(t) ∈ C([0, 1], c) задовольнятимуть умови
(20), (24), при виконаннi яких вона матиме
сiм’ю розв’язкiв:

z(t) = X(t)PN(Q)ĉ + (Gf)(t) + X(t)Q−α,

де G — узагальнений оператор Грiна напiво-
днорiдної (α = 0) крайової задачi (18), (19),
який дiє на функцiю f(t) ∈ C([0, 1], c) за
правилом:

(Gf)(t) = f̃(t) + M̃(t)

2∫

0

N(s)f(s)ds,

f̃(t) = f(t)− X̃(t)`f(·) =

= f(t)− X̃(t)

2∫

0

S(s)f(s)ds,

X̃(t) = X(t)Q− =

= diag

{(
0 1 + t 0
0 − t

2
0

)
, . . .

}
,

M̃(t) =
[
M(t)−X(t)Q−`M(·)] =

= diag

{(
1 0
0 0

)
,

(
1 0
0 0

)
, . . .

}
.
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