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ÏÐÎ ÍÅÏÐÅÐÅÐÂÍIÑÒÜ ÂIÄÏÎÂIÄÍÎÑÒÅÉ ÉÌÎÂIÐÍIÑÍÈÕ ÌIÐ
Â ÊÀÒÅÃÎÐI� ÖIËÊÎÌ ÐÅÃÓËßÐÍÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ

Ó öié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå êîæíîìó íàáîðó éìîâiðíi-
ñíèõ ðàäîíiâñüêèõ ìið íà öiëêîì ðåãóëÿðíèõ êîîðäèíàòíèõ ïðîñòîðàõ ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü
ìíîæèíó ìið íà äîáóòêó ç çàäàíèìè ìàðãiíàëüíèìè ðîçïîäiëàìè. Äîâåäåíî, ùî öÿ âiäïîâiä-
íiñòü ¹ íåïåðåðâíîþ.

In this note we consider a multivalued map which sends a collection of probability Radon
measures on completely regular coordinate spaces, to a set of measures with given marginale
distributions. It is proved that this correspondence is continuous.

1. Âñòóï. Â äàíié ñòàòòi äîñëiäæó¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ñóêóïíèìè ðîçïîäiëà-
ìè íà äîáóòêó òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ òà
¨õ ìàðãiíàëüíèìè ðîçïîäiëàìè. Öÿ òåìàòè-
êà â êîíòåêñòi òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ðîç-
ãëÿäàëàñÿ â [5], [7], [9]. Çîêðåìà, äîîñëiäæó¹-
òüñÿ áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå êîæíî-
ìó íàáîðó éìîâiðíiñíèõ ìið íà êîîðäèíà-
òíèõ ïðîñòîðàõ ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ìíî-
æèíó ìið íà äîáóòêó ç çàäàíèìè ìàðãiíàëü-
íèìè ðîçïîäiëàìè. Ó ñòàòòÿõ, òàê ñàìî ÿê i
â äàíié ðîáîòi, ñòàâèòüñÿ ïèòàííÿ ïðî íåïå-
ðåðâíiñòü öi¹¨ âiäïîâiäíîñòi. Öåé òèï çàäà÷
¹ àêòóàëüíèì â òåîði¨ ¨ãîð òà ìàòåìàòè÷íié
åêîíîìiöi. Çîêðåìà, â òåîði¨ iãîð éìîâiðíi-
ñíà ìiðà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê çìiøàíà ñòðàòå-
ãiÿ êîæíîãî ç ãðàâöiâ, à íåïåðåðâíiñòü âèùå
îïèñàíî¨ âiäïîâiäíîñòi ¹ äîñòàòíüîþ óìîâîþ
iñíóâàííÿ ðiâíîâàãè Íåøà ñòàòè÷íèõ iãîð çi
çìiøàíèìè ñòðàòåãiÿìè.

Äæ. Áåðãií [5] ðîçãëÿäà¹ ïðîáëåìó íåïå-
ðåðâíîñòi âiäïîâiäíîñòi äëÿ ìåòðèçîâíèõ êî-
îðäèíàòíèõ ïðîñòîðiâ, à Ì. Çàði÷íèé [9] ïî-
øèðèâ ¨¨ íà çàãàëüíèé âèïàäîê âèïàäîê êîì-
ïàêòèõ ãàóñäîðôîâèõ ïðîñòîðiâ. Â öié ñòàòòi
çàäà÷à íåïåðåðâíîñòi âiäïîâiäíîñòi ïîøèðþ-
¹òüñÿ íà âèïàäîê öiëêîì ðåãóëÿðíèõ ïðîñòî-
ðiâ. Iñíó¹ êiëüêà ïðîäîâæåíü ôóíêòîðà éìî-
âiðíiñíèõ ìið P íà êàòåãîðiþ Tych, ÿêi áó-
ëè çàïðîïîíîâàíi À. ×èãîãiäçå [4] òà Â. Ôå-
äîð÷óêîì [3]. Â äàíié ðîáîòi ìè ðîçãëÿäà¹-
ìî áàãàòîçíà÷íi âiäïîâiäíîñòi íà ïðîñòîðàõ

ðàäîíiâñüêèõ ìið òà íà ïðîñòîði ìið ç êîì-
ïàêòíèìè íîñiÿìè Pβ.

Â ðîçäiëi 2 äàíî íåîáõiäíi äëÿ ïîäàëüøî-
ãî àíàëiçó îçíà÷åííÿ òà ðåçóëüòàòè. Íåïå-
ðåðâíiñòü âiäïîâiäíîñòåé âñòàíîâëåíà â ðîç-
äiëi 3.

2. Ïîíÿòòÿ òà îçíà÷åííÿ. Äëÿ öiëêîì
ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó X ðîçãëÿíåìî ïðîñòið
ìið

Pβ(X) = {µ ∈ P (βX) : supp(µ) ⊂ X ⊂ βX},
äå βX ¹ Ñòîóí-×åõiâñüêîþ êîìïàêòèôiêàöi-
¹þ ïðîñòîðó X òà ÷åðåç supp(µ) ìè ïîçíà-
÷à¹ìî íîñié ìiðè µ. Öÿ êîíñòðóêöiÿ ïðîäîâ-
æó¹ ôóíêòîð éìîâiðíiñíèõ ìið P : Comp →
Comp äî ôóíêòîðà Pβ : Tych → Tych i áóëà
çàïðîïîíîâàíà â [4] (äèâ. òàêîæ [8]).

Ìíîæèíà âñiõ áîðåëiâñüêèõ ìið íà öiëêîì
ðåãóëÿðíîìó ïðîñòîði X ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
M(X). Ñëàáêà* òîïîëîãiÿ íà M(X) ïîðî-
äæó¹òüñÿ áàçîþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ìíîæèí
âèãëÿäó

O(µ, V1, ..., Vk, ε) = {ν ∈ P̂ (X) : ν(Vi) >

> µ(Vi)− ε, i = 1, ..., k},
äå Vi ⊂ X ¹ âiäêðèòèìè ìíîæèíàìè òà ε > 0.

Áîðåëiâñüêà ìiðà µ ∈ M(X) çâåòüñÿ ðàäî-
íiâñüêîþ ìiðîþ, ÿêùî

µ(A) = sup{µ(K) : A ⊃ K − êîìïàêòíà

ïiäìíîæèíà â X}
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äëÿ êîæíî¨ áîðåëåâî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X.
Áîðåëiâñüêà ìiðà µ ∈ M(X) çâåòüñÿ τ -

ãëàäêîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ñïàäíî¨ ïîñëiäîâ-
íîñòi {Zα} çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí â X, òà-
êèõ, ùî ∩

α
Zα = ∅, ïîñëiäîâíiñòü {µ(Zα)}

ïðÿìó¹ äî íóëÿ.
Ïiäïðîñòið â M(X), ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç

óñiõ ðàäîíiâñüêèõ ìið, ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
M̂(X). ×åðåç Mτ (X) ìè ïîçíà÷à¹ìî ïiäïðî-
ñòið âñiõ τ -ãëàäêèõ áîðåëiâñüêèõ ìið. Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç P̂ (X) òà Pτ (X) ïiäïðîñòîðè ðà-
äîíiâñüêèõ òà τ -ãëàäêèõ éìîâiðíiñíèõ ìið íà
X âiäïîâiäíî. Òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ïðî-
ñòîðiâ P̂ (X) òà Pτ (X) ÷èòà÷ ìîæå çíàéòè â
[1].

Íåõàé X òà Y � äåÿêi öiëêîì ðåãóëÿðíi
ïðîñòîðè.

Çà òåîðåìîþ Ðiñà ïðî çîáðàæåííÿ iñíó¹
îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ áîðåëiâñüêè-
ìè ìiðàìè íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X òà
ëiíiéíèìè ôóíêöiîíàëàìè íà ïðîñòîði âñiõ
îáìåæåíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié Cb(X), íà-
äiëåíîìó íîðìîþ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi. Â.
Âàðàäàðàÿí [2] äà¹ îçíà÷åííÿ τ -ãëàäêèõ òà
ùiëüíèõ ôóíêöiîíàëiâ, ÿêi ðåïðåçåíòóþòü
ðàäîíiâñüêi òà τ -ãëàäêi ìiðè.

Îáìåæåíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë Λ çâå-
òüñÿ τ -ãëàäêèì, ÿêùî ç fα ↓ 0 ñëiäó¹, ùî
Λ(fα) → 0 äëÿ êîæíî¨ íàïðÿìëåíîñòi {fα} ⊂
Cb(X).

Îáìåæåíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë Λ çâå-
òüñÿ ùiëüíèì, ÿêùî Λ(fα) → 0 äëÿ êî-
æíî¨ íàïðÿìëåíîñòi {fα} ⊂ Cb(X) òàêî¨, ùî
‖fα‖ ≤ 1 äëÿ âñiõ α i fα → 0 ðiâíîìiðíî íà
êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ â X.

Â. Âàðàäàðàÿí [2] äîâiâ, ùî ìiðà µ ¹ ðà-
äîíiâñüêîþ (τ -ãëàäêîþ), òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè iñíó¹ ùiëüíèé (τ -ãëàäêèé) îáìåæåíèé
ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë Λ òàêèé, ùî äëÿ êî-
æíî¨ f ∈ Cb(X) âèêîíó¹òüñÿ Λ(f) =

∫
X

fdµ

òà ‖Λ‖ = ‖µ‖.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç uX : C(βX) →

C(P (βX)) âiäîáðàæåííÿ, îçíà÷åíå çà ôîð-
ìóëîþ uX(ϕ)(µ) = µ(ϕ). Äàíå âiäîáðàæåííÿ
¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ç íîðìîþ ‖uX‖ = 1.

Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ Cb(X) ìè ìîæå-
ìî ðîçãëÿäàòè çâóæåííÿ ôóíêöi¨ uX(ϕ) íà

ïðîñòið P̂ (X).
Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ ψX : P 2(βX) →

P (βX) çà ôîðìóëîþ ψX(M)(ϕ) =
M(uX(ϕ)).

Ëåìà 2.1. ψX(P̂ 2(X)) ⊆ P̂ (X).
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

ôóíêöié {ϕα}α∈Γ òàêèõ, ùî ‖ϕα‖ ≤ 1 äëÿ
êîæíîãî α ∈ Γ i ϕα → 0 ðiâíîìiðíî íà
êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèíàõ â X. Ëåãêî ïîêà-
çàòè, ùî ‖uX(ϕα)‖ ≤ 1 äëÿ âñiõ α ∈ Γ òà
uX(ϕα) → 0 ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòíèõ ïiä-
ìíîæèíàõ â P̂ (X). Öå âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi
‖uX(ϕα)‖ ≤ ‖uX‖ · ‖ϕα‖ = ‖ϕα‖. Òîäi äëÿ
êîæíî¨ ðàäîíiâñüêî¨ ìiðè M ∈ P̂ 2(X) âèêî-
íó¹òüñÿ

ψX(M)(ϕα) = M(uX(ϕα)) → 0,

i ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ψX(M) ∈ P̂ (X).
Ëåìà 2.2. i) Äëÿ êîæíî¨ ïàðè ðàäîíiâ-

ñüêèõ ìið µ ∈ M̂(X) òà ν ∈ M̂(Y ) òà-
êèõ, ùî ‖µ‖ = ‖ν‖, iñíó¹ ìiðà λ ∈ M̂(X ×
Y ), äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
M̂pr1(λ) = µ òà M̂pr2(λ) = ν.

ii) Òâåðäæåííÿ i) çàëèøèòüñÿ ñïðàâå-
äëèâèì, ÿêùî çàìiíèòè M̂ íà Mβ.

Äîâåäåííÿ. i). Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó,
ùî µ ∈ P̂ (X) òà ν ∈ P̂ (Y ). Ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç ix : Y → X × Y âiäîáðàæåííÿ âêëàäå-
ííÿ, îçíà÷åíå äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X çà
ôîðìóëîþ ix(y) = (x, y). Ðîçãëÿíåìî ôóí-
êöiþ fν : X → P̂ (X × Y ), ÿêà äi¹ íàñòó-
ïíèì ÷èíîì: fν(x) = P̂ ix(ν) äëÿ êîæíî¨
òî÷êè x ∈ X. Ïåðåâiðèìî, ùî ìiðà λ =
ψX×Y (P̂ fν(µ)) ∈ P̂ (X×Y ) çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âè ëåìè. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨
f ∈ Cb(X) ñïðàâäæó¹òüñÿ

P̂pr1(λ)(f) = ψX×Y (P̂ fν(µ))(f ◦ pr1) =

P̂ fν(µ)(ux×Y (f ◦pr1)) = µ(uX×Y (f ◦pr1)◦fν).

Îñêiëüêè ¹ ñïðàâåäëèâèì ñïiâiäíîøåííÿ

(uX×Y (f ◦ pr1) ◦ fν)(x) = uX×Y (f ◦ pr1)(fν) =

= uX×Y (f ◦ pr1)(P̂ ix(ν)) = P̂ ix(ν)(f ◦ pr1) =

= ν(f ◦ pr1 ◦ ix) = ν(f(x)) = f(x),
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òî ìè ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî
uX×Y (f ◦ pr1) ◦ fν ≡ f òà P̂pr1(λ) = µ.

Àíàëîãi÷íî, äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ g ∈
Cb(Y ) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

P̂pr2(λ)(g) = ψX×Y (P̂ fν(µ))(f ◦ pr1) =

= µ(uX×Y (g ◦ pr2) ◦ fν).

Îñêiëüêè

(uX×Y (g ◦pr2)◦ fν)(x) = ν(g ◦pr2 ◦ ix) = ν(g),

òî ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî

P̂pr2(λ)(g) = µ(ν(g)) = ν(g).

Çãiäíî ç ëåìîþ 2.1 ìiðà λ ∈ P̂ (X × Y ).
Ïîçíà÷èìî öþ ìiðó ÿê λ = µ ⊗ ν òà áóäå-
ìî íàçèâàòè ¨¨ òåíçîðíèì äîáóòêîì ìið µ òà
ν. Äåòàëüíiøå ïðî êîíñòðóêöiþ òåíçîðíîãî
äîáóòêó ìîæíà äiçíàòèñÿ ó ìîíîãðàôi¨ [8].

Äàëi, ÿêùî c = ‖µ‖ = ‖ν‖ 6= 1, òî ëåã-
êî ïåðåâiðèòè, ùî ìiðà c(µ

c
⊗ ν

c
) çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè ëåìè.
ii). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Kµ = supp(µ) òà

Kν = supp(ν) íîñi¨ ìið. Çà îçíà÷åííÿì ôóí-
êòîðà Pβ ìíîæèíè Kµ òà Kν ¹ êîìïàêòàìè.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìiðè µ

c
òà ν

c
íàëåæàòü

âiäïîâiäíî äî P (Kµ) òà P (Kν). Òâåðäæåííÿ
ii) ëåìè âèïëèâà¹ ç áiêîìóòàòèâíîñòi ôóí-
êòîðà P .

Ëåìà 2.3. Íåõàé λ ∈ P̂ (X×Y ). Òîäi äëÿ
êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè V ⊂ X × Y
òà ε > 0 çíàéäóòüñÿ òàêi åëåìåíòè áàçè
òîïîëîãi¨ äîáóòêó Ṽ1, ..., Ṽk, ùî Ṽi ⊂ V äëÿ
âñiõ i = 1, ..., k òà ¹ ñïðàâåäëèâèì ñïiââiä-
íîøåííÿ

λ(V )− λ(
k∪

i=1
Ṽi) < ε.

Äîâåäåííÿ. Òå, ùî ìíîæèíè Ṽ1, ..., Ṽk ¹
åëåìåíòàìè áàçè òîïîëîãi¨ äîáóòêó, îçíà÷à¹,
ùî iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè Ṽ ′

i ⊂ X òà
Ṽ ′′

i ⊂ Y òàêi, ùî Ṽi = Ṽ ′
i × Ṽ ′′

i äëÿ êîæíîãî
i = 1, ..., k. Îñêiëüêè λ ¹ ðàäîíiâñüêîþ ìi-
ðîþ, òî iñíó¹ êîìïàêò K ⊂ V , ÿêèé ñïðàâ-
äæó¹ óìîâó λ(V \K) < ε. Ðîçãëÿíåìî ïîêðè-
òòÿ åëåìåíòàìè áàçè {Ṽi}i∈Γ êîìïàêòà K, ÿêi

ìiñòÿòüñÿ â ìíîæèíi V . Ìîæíà çíàéòè ñêií-
÷åííå ïiäïîêðèòòÿ Ṽ1, ..., Ṽk êîìïàêòà K òà-
êå, ùî K ⊂ k∪

i=1
Ṽi ⊂ V . Ëåãêî áà÷èòè, ùî

òâåðäæåííÿ ëåìè âèïëèâà¹ ç îñòàííüî¨ íå-
ðiâíîñòi.

Ëåìà 2.4. Íåõàé λ ∈ P̂ (X × Y ),
µ = P̂pr1(λ), ν = P̂pr2(λ) òà ε > 0. Òîäi äëÿ
âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí V, V ′ ⊂ X, äëÿ ÿêèõ
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà µ(V \ V ′) < ε, ¹ ñïðàâå-
äëèâèì ñïiââiäíîøåííÿ

λ((V \ V ′)×W ) < ε

äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè W ⊂ Y .
Àíàëîãi÷íî, äëÿ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí

W,W ′ ⊂ Y òàêèõ, ùî ν(W \W ′) < ε, ñïðà-
âåäëèâîþ ¹ íåðiâíiñòü

λ(V × (W \W ′)) < ε

äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè V ⊂ Y .
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ óìî-

âà µ = P̂pr1(λ), òî áà÷èìî, ùî

µ(V ) = λ(pr−1
1 (V )) = λ(V × Y ).

Äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ïiäìíîæèíè W ⊂ Y
îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

λ((V \V ′)×W ) < λ((V \V ′)×Y ) = µ(V \V ′) < ε.

Äðóãå òâåðäæåííÿ ëåìè äîâîäèòüñÿ àíàëî-
ãi÷íî.

Ëåìà 2.5. Íåõàé λ ∈ P̂ (X × Y ),
µ = P̂pr1(λ), ν = P̂pr2(λ), ε1 > 0, ε2 > 0.
Äëÿ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí V, V ′ ⊂ X òà-
êèõ, ùî µ(V \ V ′) < ε1 òà âiäêðèòèõ ïiä-
ìíîæèí W,W ′ ⊂ Y , äëÿ ÿêèõ ¹ ñïðàâåäëè-
âîþ íåðiâíiñòü ν(W \W ′) < ε2, âèêîíó¹òüñÿ

λ((V ×W ) \ (V ′ ×W ′)) < ε1 + ε2.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

λ((V ×W ) \ (V ′ ×W ′)) < λ(((V \ V ′)×W )∪
∪(V × (W \W ′))) ≤ λ((V \ V ′)×W )+

+λ(V × (W \W ′)) < ε1 + ε2. ¤
Ëåìà 2.6. Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ðàäîíiâñüêó

ìiðó λ ∈ P̂ (X×Y ), âiäêðèòi â äîáóòêó òè-
õîíîâñüêèõ ïðîñòîðiâ X × Y ïiäìíîæèíè
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V1, ..., Vn òà ε0 > 0. Iñíóþòü ïîïàðíî íåïå-
ðåòèííi åëåìåíòè áàçè òîïîëîãi¨ íà äîáó-
òêó ïðîñòîðiâ W1, ..., Wm ⊂ X×Y òà ÷èñëî
δ > 0, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïíi
óìîâè:
(i) λ(Vi) −

∑
{j : Wj⊂Vi}

λ(Wj) < ε äëÿ âñiõ i =

1, ..., n,
(ii) O(λ,W1, ..., Wm, δ) ⊂ O(λ, V1, ..., Vn, ε0),
(iii) (prl(Wj′) ∩ prl(Wj′′) = ∅) ∨ (prl(Wj′) =
prl(Wj′′)) äëÿ l = 1, 2 òà j′, j′′ = 1, ...,m.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ëåìîþ 2.2 ç ïðàöi
Â. Áîãà÷îâà òà À. Êîëåñíèêîâà [6] ìîæåìî
ââàæàòè, ùî ìíîæèíè V1, ..., Vn ¹ ïîïàðíî
íåïåðåòèííi. Çà ëåìîþ 2.2 iñíóþòü åëåìåíòè
áàçè òîïîëîãi¨ äîáóòêó Ṽij ⊂ Vi, j = 1, ..., ki

òàêi, ùî

λ(Vi)− λ(
ki∪

j=1
Ṽij) <

ε

2
.

Îñêiëüêè êîæíà ìíîæèíà Ṽij ¹ åëåìåíòîì
áàçè, òî âîíà ìîæå áóòè çîáðàæåíà ÿê äîáó-
òîê Ṽij = Ṽ ′

ij× Ṽ ′′
ij äåÿêèõ âiäêðèòèõ ìíîæèí

Ṽ ′
ij ⊂ X òà Ṽ ′′

ij ⊂ Y . Çà ëåìîþ 2.2 Â. Áîãà÷îâà
òà À. Êîëåñíèêîâà [6], iñíóþòü ïîïàðíî íåïå-
ðåòèííi âiäêðèòi ìíîæèíè W ′

1, ...,W
′
m′ ⊂ X

òà W ′′
1 , ..., W ′′

m′′ ⊂ Y äëÿ ÿêèõ ¹ ñïðàâåäëèâè-
ìè íåðiâíîñòi

µ(Ṽ ′
ij)−

∑

{s : W ′
s⊂Ṽ ′ij}

µ(W ′
s) <

ε

4k

òà
ν(Ṽ ′′

ij )−
∑

{t : W ′′
t ⊂Ṽ ′′ij}

ν(W ′′
t ) <

ε

4k

äëÿ âñiõ i = 1, ..., n, äå k = max{k1, ..., kn}.
Ðîçãëÿíåìî âñi ïîïàðíî íåïåðåòèííi äîáó-
òêè ìíîæèí âèãëÿäó W ′

q × W ′′
s äëÿ q =

1, ..., m′, s = 1, ..., m′′, ÿêà ìiñòèòüñÿ â ïðè-
íàéìíi îäíié ç ìíîæèí Ṽij ïðè j = 1, ..., ki

òà i = 1, ..., n. Ïîçíà÷èìî öi äîáóòêè ÷åðåç
W1, ..., Wm. Çðîçóìiëî, ùî âîíè ïîïàðíî íå
ïåðåòèíàþòüñÿ i ìíîæèíà Ij = {i : Wj ⊂ Vi}
ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè. Íà äîäàòîê, ç
ëåìè 2.5 âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ j = 1, ..., ki

ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

λ(Ṽij)−
∑

{t : Wt⊂Ṽij}
λ(Wt) = λ(Ṽ ′

ij × Ṽ ′′
ij\

\(( ∪
{q : W ′

q⊂Ṽ ′ij}
W ′

q)× ( ∪
{s : W ′′

s ⊂Ṽ ′′ij}
W ′′

s ))) <

<
ε

4k
+

ε

4k
<

ε

2k
.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ âñiõ i = 1, ..., n âèêîíó¹-
òüñÿ íåðiâíiñòü

λ(
ki∪

j=1
Ṽij)−

m∑
q=1

λ(Wq) < ε.

Äëÿ êîæíîãî j = 1, ..., ki ñïðàâäæó¹òüñÿ
óìîâà

λ(Ṽij\(
m∪

q=1
Wq)) ≤ λ(Ṽij\( ∪

{q : Wq⊂Ṽij}
Wq)) <

ε

2k
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ôàêò áà÷èìî, ùî äëÿ
ìiðè λ ¹ ñïðàâäëèâèì òâåðäæåííÿ, ùî

λ((
ki∪

j=1
Ṽij) \ (

m∪
q=1

Wq)) ≤
ki∑

j=1

λ(Ṽij \ (
m∪

q=1
Wq)) <

< ki
ε

2k
<

ε

2
.

Óìîâà (i) ëåãêî âïëèâà¹ ç îñòàííüîãî ñïiâ-
âiäíîøåííÿ.

Ñïðàâäi, äëÿ êîæíîãî i = 1, ..., n ìà¹ìî

λ(Vi)−
m∑

q=1

λ(Wq) = λ(Vi)− λ(
ki∪

j=1
Ṽij)+

+λ(
ki∪

j=1
Ṽij)−

m∑
q=1

λ(Wq) <
ε

2
+

ε

2
= ε.

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè òâåðäæåííÿ (ii)
äàíî¨ ëåìè, íåîáõiäíî çíàéòè òàêå δ > 0, ùî
äëÿ âñiõ i = 1, ..., n

λ′(Vi)− λ(Vi) > −ε0

äëÿ êîæíî¨ ìiðè λ′ ∈ O(λ,W1, ...,Wm, δ). Ç
óìîâè (i) âèïëèâà¹, ùî äëÿ δ < ε0

2m
òà ε < ε0

2
âèêîíó¹òüñÿ

λ′(Vi)− λ(Vi) >
∑

{q : Wq∈Vi}
λ′(Wq)−

−
∑

{q : Wq∈Vi}
λ(Wq)−ε >

∑

{q : Wq∈Vi}
(λ′(Wq)−λ(Wq))−
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−ε > −mδ − ε > −ε0.

Îñêiëüêè òâåðäæåííÿ (iii) ¹ î÷åâèäíèì çà
àëãîðèòìîì ïîáóäîâè, òî ëåìó äîâåäåíî.

Â ïîäàëüøîìó íàì áóäå ïîòðiáíèì ïîíÿ-
òòÿ çâóæåííÿ ìiðè íà áîðåëiâñüêó ìíîæèíó.
Ââåäåìî íà ìíîæèíi

{ψ ∈ Cb(X, [0, 1]), ψ|A ≡ 1}
îáåðíåíå ïîòî÷êîâå âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó.
Äëÿ êîæíî¨ ìiðè µ ∈ M(X) òà áîðåëiâ-
ñüêî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ X îçíà÷èìî ìiðó
µ|A(ϕ) = lim{µ(ϕ·ψ : ψ ∈ Cb(X, [0, 1])), ψ|A ≡
1} äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ Cb(X) (äèâ. [8]).
Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîæíî¨ áîðåëiâñüêî¨
ìíîæèíè B ⊂ X ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü
µ|A(B) = µ(A ∩B).

Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ χ̂ : P̂ (X × Y ) →
P̂ (X)× P̂ (Y ) Çà ôîðìóëîþ

χ̂(λ) = (P̂pr1(λ), P̂pr2(λ))

äëÿ êîæíî¨ ìiðè λ ∈ P̂ (X × Y ).
3.Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Íàñòóïíà òåî-

ðåìà ¹ îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äàíîãî ðîçäi-
ëó.

Òåîðåìà 3.1. Âiäîáðàæåííÿ χ̂ ¹ âiäêðè-
òèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ0 ∈ P̂ (X × Y ) � äå-
ÿêà ðàäîíiâñüêà ìiðà òà O(λ0, V1, ..., Vn, ε) ¹
¨¨ îêîëîì â ñëàáêié* òîïîëîãi¨, äå ìíîæè-
íè Vi ⊂ X × Y ¹ âiäêðèòèìè, òà ε > 0.
Çãiäíî ç ëåìîþ 2.6, ìè ìîæåìî ââàæàòè
áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ùî ìíîæèíè Vi

¹ ïîïàðíî íåïåðåòèííi òà iñíóþòü âiäêðè-
òi ìíîæèíè W ′

i ⊂ X òà W ′′
i ⊂ Y òàêi, ùî

Vi = W ′
i×W ′′

i i äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè
(W ′

i1
∩W ′

i2
= ∅)∨ (W ′

i1
= W ′

i2
) i (W ′′

i1
∩W ′′

i2
=

∅)∨(W ′′
i1

= W ′′
i2
) äëÿ i, i1, i2 = 1, ..., n. Ðîçãëÿ-

íåìî ìàðãiíàëüíi äëÿ λ ìiðè µ0 = P̂pr1(λ
0)

òà ν0 = P̂pr2(λ
0). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç m′ =

Card{W ′
i , i = 1, ..., n} òà m′′ = Card{W ′′

i , i =
1, ..., n} i ïîêëàäåìî δ < ε. Ââåäåìî íàñòó-
ïíi ïîçíà÷åííÿ: Wqs = W ′

q × W ′′
s äëÿ âñiõ

q ∈ {1, ..., m′} i s ∈ {1, ...,m′′}.
Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè òåîðåìó, äîñòàòíüî

ïîêàçàòè, ùî êîæíà ïàðà ìið

(µ, ν) ∈ O(µ0,W ′
1, ..., W

′
m′ , δ)×

×O(ν0,W ′′
1 , ..., W ′′

m′′ , δ)

ìà¹ ïðîîáðàç â îêîëi O(λ0, V1, ..., Vn, ε).
Äëÿ âñiõ (q, s) ∈ {1, ..., m′}×{1, ...,m′′} ìè

ïîçíà÷èìî ÷èñëà

α′qs =
λ0(Wqs)µ(W ′

q)

µ0(W ′
q)

òà, àíàëîãi÷íî,

α′′qs =
λ0(Wqs)ν(W ′′

s )

ν0(W ′′
s )

.

Íà äîäàòîê äî öüîãî, ïîêëàäåìî

αqs = min(α′qs, α
′′
qs), β

′
qs = α′qs − αqs

òà β′′qs = α′′qs − αqs.

Íåõàé µq = µ|W ′
q
òà νs = ν|W ′′

s
¹ çâóæåííÿìè

ìið µ òà ν íà ìíîæèíè W ′
q òà W ′′

s âiäïîâiäíî
äëÿ âñiõ q ∈ {1, ..., m′} òà s ∈ {1, ...,m′′}.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

λqs = αqs

(
µq

µ(W ′
q)
⊗ νs

µ(W ′′
s )

)
,

ÿêùî λ0(W ′
q × W ′′

s ) 6= 0 i λqs = 0 â iíøîìó
âèïàäêó. Çðîçóìiëî, ùî

λqs(X × Y ) = λqs(W
′
q ×W ′′

s ) = αqs.

Äàëi, ìè îçíà÷èìî ìiðè

λ̃ =
m′∑
q=1

m′′∑
s=1

λqs ∈ M̂(X × Y ),

µ̃ = µ− M̂pr1(λ̃) ∈ M̂(X)

òà
ν̃ = ν − M̂pr2(λ̃) ∈ M̂(Y ).

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî q ∈ {1, ..., m′} ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

µ̃(W ′
q) = µ(W ′

q)−
m′′∑
s=1

αqs ≥ µ(W ′
q)−

m′′∑
s=1

α′qs =

=
µ(W ′

q)λ
0(W ′

q × (Y \ (
m′′
∪

s=1
W ′′

s )))

µ0(W ′
q)

≥ 0,
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òî ìiðè µ̃ òà ν̃ ¹ íåâiä'¹ìíèìè. Áiëüøå òî-
ãî, î÷åâèäíî, ùî ‖µ̃‖ = ‖ν̃‖ ≥ 0. Òàêèì ÷è-
íîì, çà ëåìîþ 2.2 iñíó¹ íåâiä'¹ìíà ðàäîíiâ-
ñüêà ìiðà ˜̃λ, äëÿ ÿêî¨ ñïðàâäæóþòüñÿ ðiâíî-
ñòi M̂pr1(

˜̃λ) = µ̃ òà M̂pr2(
˜̃λ) = ν̃. Ïîêëàäåìî

λ = λ̃ + ˜̃λ. Î÷åâèäíî, ùî λ ∈ P̂ (X × Y ).
Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî q ∈ {1, ..., m′} òà
s ∈ {1, ..., m′′} âèêîíó¹òüñÿ

λ(Wqs)− λ0(Wqs) = λ̃(Wqs) + ˜̃λ(Wqs)−
−λ0(Wqs) ≥ λ̃(Wqs)−λ0(Wqs) = αqs−λ0(Wqs) =

= λ0(Wqs)

(
min

{
µ(W ′

q)

µ0(W ′
q)

,
ν(W ′′

s )

ν0(W ′′
s )

}
− 1

)
.

Ç óìîâè (µ, ν) ∈ O(µ0,W ′
1, ...,W

′
m′ , δ) ×

O(ν0,W ′′
1 , ...W ′′

m′′ , δ) ñëiäó¹, ùî

min

{
µ(W ′

q)

µ0(W ′
q)

,
ν(W ′′

s )

ν0(W ′′
s )

α′′qs

}
− 1 >

> − δ

min{µ0(W ′
q), ν

0(W ′′
s )} ,

à îòæå,

λ(Wqs)−λ0(Wqs) > − δλ0(Wqs)

min{µ0(W ′
q), ν

0(W ′′
s )} >

−δ > −ε.

Òàêèì ÷èíîì, λ ∈ O(λ0,W11, ..., Wm′,m′′ , ε) ⊂
O(λ0, V1, ..., Vn, ε). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Àíàëîãi÷íî, îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

χβ = χ̂|Pβ(X×Y ).

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé íàñëiäîê ïîïåðåäíüî¨
òåîðåìè.

Íàñëiäîê. Âiäîáðàæåííÿ χβ ¹ âiäêðè-
òèì.

Äîâåäåííÿ öüîãî íàñëiäêó íàïðÿìó âè-
ïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.1 òà ëåìè 2.2 ii).

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó ïîäÿêó ñâî¹ìó
íàóêîâîìó êåðiâíèêîâi Çàði÷íîìó Ìèõàéëó
Ìèõàéëîâè÷ó çà êîðèñíi ïîðàäè òà iäå¨.
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