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ÍÀÐIÇÍÎ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍI σ-ÄÈÑÊÐÅÒÍI ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÍß

Äîâîäèòüñÿ, ùî êîæíå íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíå íà äîáóòêó ìåòðèçîâíèõ
ïðîñòîðiâ i äi¹ â ëiíiéíî çâ'ÿçíèé i ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿçíèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, íàëåæèòü
äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà.

We prove that every separately continuous mapping which de�ned on a product of metrizable
spaces and acts into an arcwise connected and locally arcwise connected metrizable space belongs
to the �rst Baire class.

1. Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç H1(X, Y ) ñóêóïíiñòü âñiõ âiä-
îáðàæåíü f : X → Y ïåðøîãî êëàñó Ëåáå-
 à, òîáòî òàêèõ, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨
â Y ìíîæèíè F ïðîîáðàç f−1(F ) ïîäà¹òüñÿ
ó âèãëÿäi ïåðåòèíó ïîñëiäîâíîñòi âiäêðèòèõ
ìíîæèí â X.

Ñóêóïíiñòü âñiõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðà-
æåíü f : X → Y áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì
Bo(X, Y ). Íåõàé êëàñè Bξ(X, Y ) âæå âèçíà-
÷åíi äëÿ âñiõ ξ < α, äå α � íå áiëüø íiæ
çëi÷åííèé îðäèíàë. Ìè êàæåìî, ùî âiäîáðà-
æåííÿ f : X → Y íàëåæèòü äî α-ãî êëàñó
Áåðà, ÿêùî iñíóþòü òàêà ïîñëiäîâíiñòü ïî-
ðÿäêîâèõ ÷èñåë ξn < α i ïîñëiäîâíiñòü âiä-
îáðàæåíü fn ∈ Bξn(X, Y ), ÿêà ïîòî÷êîâî íà
X çáiãà¹òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ f .

ßêùî Z � ùå îäèí òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið, òî CC(X × Y, Z) � öå ñóêóïíiñòü
âñiõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü
f : X × Y → Z.

Áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç CBα(X × Y, Z)
ñóêóïíiñòü âñiõ âiäîáðàæåíü f : X × Y → Z,
ÿêi íåïåðåðâíi âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ i
XBα(f) = X, äå

XBα(f) = {x ∈ X : fx ∈ Bα(Y, Z)}.
Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ðóäiíà [1] êîæíå íàði-

çíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X×Y → Z,
ÿêå âèçíà÷åíå íà äîáóòêó ìåòðèçîâíîãî ïðî-
ñòîðó X òà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y i äi¹
ó ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið Z, íàëåæèòü äî
ïåðøîãî êëàñó Áåðà.

Ò. Áàíàõîì ó [2] áóëî ïîñòàâëåíî ïèòàííÿ:
÷è êîæíå íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ
f : X × Y → Z íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó
Áåðà, ÿêùî X òà Y � ìåòðèçîâíi êîìïàêòè,
à Z � ìåòðèçîâíèé òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé
ïðîñòið?

Òóò ìè äà¹ìî ïîçèòèâíó âiäïîâiäü íà
öå ïèòàííÿ. Áiëüøå òîãî, ìè äîâîäèìî, ùî
âêëþ÷åííÿ CC(X×Y, Z) ⊆ B1(X×Y, Z) ìà¹
ìiñöå, ÿêùî X òà Y � ìåòðèçîâíi ïðîñòîðè, à
Z � ëiíiéíî çâ'ÿçíèé i ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿ-
çíèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið.

2. Íàãàäà¹ìî, ùî ñèñòåìà A ìíîæèí â òî-
ïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ äèñêðå-
òíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X iñíó¹
îêië U , ÿêèé ïåðåòèíà¹òüñÿ íå áiëüøå íiæ ç
îäíi¹þ ç ìíîæèí A ∈ A.

Ñèñòåìà A íàçèâà¹òüñÿ σ-äèñêðåòíîþ,
ÿêùî ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi çëi÷åííîãî
îá'¹äíàííÿ äèñêðåòíèõ ñèñòåì.

Ñèñòåìà B ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðî-
ñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ áàçîþ äëÿ ôóíêöi¨
f : X → Y , ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ â
Y ìíîæèíè V iñíó¹ ïiäñèñòåìà BV ⊆ B,
òàêà, ùî f−1(V ) =

⋃BV . ßêùî, äî òîãî
æ, ñèñòåìà B ¹ σ-äèñêðåòíîþ, òî ¨¨ íàçèâà-
þòü σ-äèñêðåòíîþ áàçîþ äëÿ f , à âiäîáðà-
æåííÿ f : X → Y , ÿêå ìà¹ σ-äèñêðåòíó
áàçó, � σ-äèñêðåòíèì. Ñóêóïíiñòü óñiõ σ-
äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü ìè áóäåìî ïîçíà-
÷àòè ÷åðåç Σ(X,Y ).

Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ,
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ÿêå äi¹ â ïðîñòið ç äðóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åí-
íîñòi, ¹ σ-äèñêðåòíèì. Òàêîæ ëåãêî áà÷èòè,
ùî êîæíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ç ìåòðè-
çîâíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ÷è ïðîñòîðîì
çíà÷åíü ¹ σ-äèñêðåòíèì, àäæå ìåòðèçîâíèé
ïðîñòið ìà¹ σ-äèñêðåòíó áàçó [3, c. 416]. Äëÿ
ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðiâ X i Y êëàñ Σ(X, Y )
çàìêíåíèé âiäíîñíî âçÿòòÿ ïîòî÷êîâî¨ ãðà-
íèöi [4], òîìó âñi âiäîáðàæåííÿ α-òîãî êëàñó
Áåðà, α < ω1, áóäóòü σ-äèñêðåòíèìè.

Ðîçïî÷íåìî ç âñòàíîâëåííÿ σ-
äèñêðåòíîñòi âiäîáðàæåíü ñêií÷åííîãî
êëàñó Áåðà çi çíà÷åííÿìè â ìåòðèçîâíîìó
ïðîñòîði.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé X � òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið, Y � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið i
f ∈ Bn(X,Y ). Òîäi âiäîáðàæåííÿ f ¹ σ-
äèñêðåòíèì.

Äîâåäåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y
íàëåæèòü äî n-ãî êëàñó Áåðà, òîìó iñíó¹
ñiì'ÿ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü

T = (gk1k2...kn : k1, k2, . . . , kn ∈ N),

gk1k2...kn : X → Y , òàêà, ùî
lim

k1→∞
lim

k2→∞
. . . lim

kn→∞
gk1k2...kn(x) = f(x)

äëÿ êîæíîãî x ∈ X.
Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ ϕ : X → Y T ,

ϕ(x)(g) = g(x).

Îñêiëüêè âñi âiäîáðàæåííÿ g ∈ T ¹ íåïå-
ðåðâíèìè, òî ϕ òàêîæ íåïåðåðâíå.

Ðîçãëÿíåìî îáðàç Z = ϕ(X) ç òîïîëî-
ãi¹þ, iíäóêîâàíîþ ç äîáóòêó Y T . Îñêiëüêè
ìíîæèíà T íå áiëüø íiæ çëi÷åííà, òî ïðî-
ñòið Y T ìåòðèçîâíèé, òîìó i ïðîñòið Z ⊆ Y T

ìåòðèçîâíèé. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî
g ∈ T âiäîáðàæåííÿ πg : Z → Y ,

πg(z) = z(g),

òàêîæ íåïåðåðâíå.
Äëÿ êîæíîãî k1, k2, . . . , kn ∈ N ïîêëàäåìî

hk1k2...kn = πgk1k2...kn
.

Íåõàé x ∈ X, z ∈ Z i z = ϕ(x). Òîäi
hk1k2...kn(z) = πgk1k2...kn

(z) =

= z(gk1k2...kn) = ϕ(x)(gk1k2...kn) =

= gk1k2...kn(x).

Ïîêëàäåìî

h(z) = lim
k1→∞

lim
k2→∞

. . . lim
kn→∞

hk1k2...kn(z).

Òîäi h(z) = f(x).
Çðîçóìiëî, ùî âiäîáðàæåííÿ h : Z → Y

íàëåæèòü äî n-ãî êëàñó Áåðà. Çãiäíî ç [4],
h ∈ Σ(Z, Y ).

Íåõàé V � öå σ-äèñêðåòíà áàçà äëÿ h. Ïî-
êëàäåìî

B = {ϕ−1(V ) : V ∈ V}
i ïîêàæåìî, ùî B � áàçà äëÿ âiäîáðàæåííÿ f .

Íåõàé G � âiäêðèòà â Y ìíîæèíà. Îñêiëü-
êè f(x) = h(ϕ(x)) äëÿ êîæíîãî x ∈ X, òî
f−1(G) = ϕ−1(h−1(G)). Ç òîãî, ùî V � öå áà-
çà äëÿ âiäîáðàæåííÿ h âèïëèâà¹, ùî iñíó¹
ñèñòåìà VG ⊆ V , òàêà, ùî

h−1(G) =
⋃
VG.

Ïîçíà÷èìî

BG = {ϕ−1(V ) : V ∈ VG}.
Òîäi

f−1(G) = ϕ−1(
⋃
VG) =

⋃
BG.

Âiäîáðàæåííÿ ϕ íåïåðåðâíå, òîìó ñèñòå-
ìà B ¹ σ-äèñêðåòíîþ â X. Òàêèì ÷èíîì, âiä-
îáðàæåííÿ f : X → Y ¹ σ-äèñêðåòíèì. ♦

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � ìåòðèçîâíèé
ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Z � ìå-
òðèçîâíèé ïðîñòið i f ∈ CBn(X × Y, Z),
äå n ∈ N ∪ {0}. Òîäi âiäîáðàæåííÿ f ¹ σ-
äèñêðåòíèì.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç [5, c. 88], iñíó¹ ãî-
ìåîìîðôíå âêëàäåííÿ ψ : Z → `∞(Z). Ïî-
çíà÷èìî g = ψ ◦ f . Òîäi

g ∈ CBn(X × Y, ψ(Z)).

Ç [6, òåîðåìà 8.2.3] âèïëèâà¹, ùî

g ∈ Bn+1(X × Y, `∞(Z)),
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àäæå ïðîñòið `∞(Z) ëîêàëüíî îïóêëèé. Çà-
ñòîñóâàâøè òâåðäæåííÿ 1, îòðèìà¹ìî, ùî

g ∈ Σ(X × Y, `∞(Z)).

Òîäi g ∈ Σ(X × Y, ψ(Z)).
Íåõàé B � öå σ-äèñêðåòíà áàçà äëÿ âiä-

îáðàæåííÿ g. Ïîêàæåìî, ùî B � áàçà äëÿ
âiäîáðàæåííÿ f . Íåõàé G � âiäêðèòà ìíî-
æèíà â Z. Òîäi ψ(G) � âiäêðèòà â ψ(Z) ìíî-
æèíà. Òîäi iñíó¹ ñèñòåìà BG ⊆ B, òàêà, ùî

g−1(ψ(G)) =
⋃
BG.

Îñêiëüêè f−1 = g−1 ◦ ψ, òî

f−1(G) = g−1(ψ(G)) =
⋃
BG.

Îòæå, B � öå áàçà äëÿ f .
Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ f : X×Y→Z

¹ σ-äèñêðåòíèì. ♦
Çàóâàæèìî, ùî Ð. Ãàíñåëë ó [7] ïîêàçàâ,

ùî äîâiëüíå íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåí-
íÿ f : X ×Y → Z ìà¹ σ-ëîêàëüíî ñêií÷åííó
áàçó, ÿêùî X òà Z � ìåòðèçîâíi ïðîñòîðè, à
Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X i Y � ìåòðèçîâíi
ïðîñòîðè, Z � ëiíiéíî çâ'ÿçíèé i ëîêàëüíî
ëiíiéíî çâ'ÿçíèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið. Òî-
äi

CC(X × Y, Z) ⊆ B1(X × Y, Z).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ CC(X × Y, Z). Ç
[6, òåîðåìà 8.5.5] âèïëèâà¹, ùî

f ∈ H1(X × Y, Z).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2, âiäîáðàæåííÿ f ¹ σ-
äèñêðåòíèì. Òîìó ç òåîðåìè Ôîñ åðàó [8]
ìà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z
íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà. ♦
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