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Ó äàíié ðîáîòi âñòàíîâëþ¹òüñÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ îäíèì êëàñîì
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ òà ìíîæèíîþ âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ
T : A(G1) → A(G2), äå G1 � %-îïóêëà, à G2 � äîâiëüíà îáëàñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè.

We establish an one-to-one correspondence between a class of analytic functions of two variables
and the set of all linear continues operators T : A(G1) → A(G2), where G1 is a %-convex domain
and G2 is an arbitrary domain of the complex plane.

Íåõàé G � îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùè-
íè, à A(G) � ïðîñòið óñiõ àíàëiòè÷íèõ â G
ôóíêöié, ùî íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ êîìïà-
êòíî¨ çáiæíîñòi. Äëÿ îáëàñòåé G1 i G2 ç C
÷åðåç L(A(G1),A(G2)) ïîçíà÷àòèìåìî ñóêó-
ïíiñòü óñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòî-
ðiâ, ùî äiþòü ç ïðîñòîðó A(G1) ó ïðîñòið
A(G2). Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiçíèõ çàäà÷ êîì-
ïëåêñíîãî àíàëiçó âàæëèâèì ¹ îïèñ ó ðiçíèõ
ôîðìàõ îïåðàòîðiâ ç êëàñó L(A(G1),A(G2)).

Ó ðîáîòi [1] âèâ÷àâñÿ âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ
îïåðàòîðàìè T ∈ L(A(G1),A(G2)) i ëî-
êàëüíî àíàëiòè÷íèìè íà ìíîæèíi CG1 × G2

(CG1 = C \ G1) ôóíêöiÿìè äâîõ çìiííèõ
t̃(λ, z), äëÿ ÿêèõ

t̃(λ, z) = T
z

(
1

λ− z

)
.

Ó öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ t̃(λ, z) íàçèâà¹-
òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íîþ çà Êåòå äëÿ îïåðà-
òîðà T . Çàóâàæèìî, ùî ïðè öüîìó äëÿ êî-
æíîãî êîìïàêòà K2 ⊂ G2 iñíó¹ òàêèé êîì-
ïàêò K1 ⊂ G1, ùî äëÿ âñiõ ôóíêöié f ∈
A(G1) òà âñiõ z ∈ K2

(Tf)(z) =
1

2πi

∫

γz

t̃(λ, z)f(λ) dλ,

äå γz � çàìêíåíèé êîíòóð, ùî ìiñòèòüñÿ â G1

i îõîïëþ¹ K1.
Ó ðîáîòi [2] ââåäåíi îïåðàòîðè óçàãàëüíå-

íîãî äèôåðåíöiþâàííÿ, ÿêi ëiíiéíî é íåïå-

ðåðâíî äiþòü ó ïðîñòîðàõ ôóíêöié, àíàëiòè-
÷íèõ ó êðóãîâèõ îáëàñòÿõ, çà ïðàâèëîì

(Dαf)(z) =
∞∑

n=1

αn−1

αn

zn−1,

äå {αn}∞n=0 � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíó óìîâó.
ßêùî ôóíêöiÿ α(z) =

∞∑
n=0

αnzn ¹ àíàëiòè-
÷íîþ â ïî÷àòêó êîîðäèíàò, òî ñèñòåìà ôóí-
êöié {α(λz) : λ ∈ Λ} ¹ ïîâíîþ ó âiäïîâiä-
íîìó ïðîñòîði äëÿ äåÿêî¨ ìíîæèíè Λ ⊆ C.
Òîìó äëÿ âèïàäêó êðóãîâèõ îáëàñòåé G1 i G2

êîæåí îïåðàòîð T ç êëàñó L(A(G1),A(G2))
îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ õà-
ðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ âèäó

t(λ, z) = T
z
[α(λz)]. (1)

Ó [3] äëÿ ïåâíîãî êëàñó ôóíêöié α(z) îïè-
ñàíî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ õàðàêòåðèñòè÷íèìè
ôóíêöiÿìè t(λ, z) âèäó (1) i îïåðàòîðàìè ç
L(A(G1),A(G2)) ó öüîìó âèïàäêó. Âiäçíà÷è-
ìî, ùî õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ (1) çðó÷íî
âèêîðèñòîâóâàòè ïðè âèâ÷åííi ðiçíèõ âëà-
ñòèâîñòåé îïåðàòîðiâ óçàãàëüíåíîãî äèôå-
ðåíöiþâàííÿ òà óçàãàëüíåíîãî iíòåãðóâàííÿ,
îñêiëüêè ôóíêöi¨ fλ(z) = α(λz), λ ∈ Λ, ¹ âëà-
ñíèìè äëÿ âiäïîâiäíîãî îïåðàòîðà óçàãàëü-
íåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ Dα.

Ó ðîáîòi [4] âñòàíîâëåíî, ùî îïå-
ðàòîð óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ
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Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà D%,µ, ùî ïîáóäîâà-
íèé çà ôóíêöi¹þ Ìiòòà -Ëåôëåðà E%(z; µ),
ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ëiíiéíîãî íåïåðåðâíî-
ãî îïåðàòîðà, ÿêèé äi¹ ó ïðîñòîði A(G),
äå G � äîâiëüíà çiðêîâà âiäíîñíî íóëÿ
îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Òîìó âà-
æëèâîþ ¹ çàäà÷à ïðî îïèñ îïåðàòîðiâ ç
êëàñó L(A(G1),A(G2)), ÿêèé áóâ áè çðó-
÷íèì ïðè âèâ÷åííi ðiçíèõ âëàñòèâîñòåé
îïåðàòîðà óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ
Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà. Ðîçâ'ÿçàííþ öi¹¨
çàäà÷i ïðèñâÿ÷åíà äàíà ñòàòòÿ.

Çàôiêñó¹ìî ñòàëi % > 0 òà µ ∈ C
(Re µ > 0) i ÷åðåç E%(z; µ) ïîçíà÷èìî ôóí-
êöiþ Ìiòòà -Ëåôëåðà, òîáòî

E%(z; µ) =
∞∑

n=0

zn

Γ
(

n
%

+ µ
) , z ∈ C.

Íåõàé G1 i G2 � äîâiëüíi îáëàñòi â C, ïðè-
÷îìó G1 � îäíîçâ'ÿçíà. Ôóíêöiþ t(λ, z), ÿêà
äëÿ îïåðàòîðà T ∈ L(A(G1),A(G2)) âèçíà-
÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

t(λ, z) = T
z
[E%(λz; µ)], λ ∈ C, z ∈ G2,

áóäåìî íàçèâàòè õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi-
¹þ öüîãî îïåðàòîðà. Çàóâàæèìî, ùî îñêiëü-
êè ôóíêöiÿ Ìiòòà -Ëåôëåðà ¹ öiëîþ, âñi ¨¨
òåéëîðiâñüêi êîåôiöi¹íòè âiäìiííi âiä íóëÿ i
îáëàñòü G1 îäíîçâ'ÿçíà, òî ñèñòåìà ôóíêöié
{E%(λz; µ) : λ ∈ C} ¹ ïîâíîþ â A(G1). Òîìó
ðiçíèì îïåðàòîðàì iç L(A(G1),A(G2)) âiä-
ïîâiäàþòü ðiçíi õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨.

Íåõàé T ∈ L(A(G1),A(G2)). Î÷åâèäíî,
ùî õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ t(λ, z) öüîãî
îïåðàòîðà àíàëiòè÷íà ïðè λ ∈ C i z ∈
G2. Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè ôóíêöiÿ Ìiòòà -
Ëåôëåðà ìà¹ ïîðÿäîê % i ñêií÷åííèé òèï ïðè
ïîðÿäêîâi %, à T ∈ L(A(G1),A(G2)), òî äëÿ
êîæíîãî z ∈ G2 ïîðÿäîê öiëî¨ âiäíîñíî λ
ôóíêöi¨ t(λ, z) íå ïåðåâèùó¹ %, à ó âèïàä-
êó, êîëè ¨¨ ïîðÿäîê ðiâíèé %, òî ¨¨ òèï ïðè
ïîðÿäêîâi % ¹ ñêií÷åííèì. Çàóâàæèìî, ùî
ñóêóïíiñòü óñiõ òàêèõ öiëèõ ôóíêöié ïîçíà-
÷àþòü ñèìâîëîì [%;∞). Îòæå, äëÿ êîæíîãî
z ∈ G2 õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ t(λ, z) îïå-
ðàòîðà T íàëåæèòü äî êëàñó [%;∞) ÿê ôóí-

êöiÿ âiäíîñíî λ. Êðiì öüîãî, îñêiëüêè îïåðà-
òîð T íåïåðåðâíèé, òî
∀K2 ⊂ G2 ∃C > 0 ∃K1 ⊂ G1 ∀ f ∈ A(G1) :

max
z∈K2

|(Tf)(z)| 6 C max
z∈K1

|f(z)|
(òóò i äàëi K1 i K2 � êîìïàêòíi ïiäìíîæèíè
âiäïîâiäíèõ îáëàñòåé). Çâiäñè, ïîêëàäàþ÷è
f(z) = E%(λz; µ), λ ∈ C, îòðèìà¹ìî, ùî
∀K2 ⊂ G2 ∃C > 0 ∃K1 ⊂ G1 ∀λ ∈ C :

max
z∈K2

|t(λ, z)| 6 C max
z∈K1

|E%(λz; µ)|. (2)

Ïîäàìî äàëi óìîâó (2) â iíøîìó âèãëÿäi äëÿ
âèïàäêó, êîëè G1 ¹ %-îïóêëîþ îáëàñòþ.

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ %-îïóêëî¨ îáëàñòi.
Åëåìåíòàðíîþ %-îïóêëîþ îáëàñòþ, ÿêà âiä-
ïîâiäà¹ ïàðàìåòðàì θ ∈ (−π; π] i ν > 0 íàçè-
âà¹òüñÿ ìíîæèíà [5, c. 159]

D∗
%(θ; ν) = C \D%(θ; ν),

äå

D%(θ; ν) =

{
z ∈ C : Re (e−iθz)% > ν,

|Arg z − θ| 6 min

{
π,

π

2%

}}
.

Çàóâàæèìî, ùî òóò i íàäàëi äëÿ θ ∈ (−π; π]
i z ∈ C\{0} ïiä (e−iθz)% ðîçóìiòèìåìî âèðàç

|z|% exp[i%(Arg z − θ)],

äå θ − π < Arg z 6 θ + π. Ðîçãëÿíåìî ìíî-
æèíó K âèãëÿäó

K =
⋂
j∈I

D∗
%(θj; νj),

äå I � äåÿêà ñiì'ÿ iíäåêñiâ. Çðîçóìiëî, ùî
K ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. ßêùî âîíà ¹ ùå
é îáìåæåíîþ, òî ìàòèìåìî %-îïóêëèé êîì-
ïàêò. Òîäi, íàñëiäóþ÷è [6], îáëàñòü G íàçè-
âàòèìåìî %-îïóêëîþ, ÿêùî iñíó¹ çðîñòàþ÷à
ïîñëiäîâíiñòü %-îïóêëèõ êîìïàêòiâ, ÿêà âè-
÷åðïó¹ G çñåðåäèíè. Âiäçíà÷èìî, ùî êîæíà
%-îïóêëà îáëàñòü ¹ îäíîçâ'ÿçíîþ i ìiñòèòü
íóëü. Êðiì öüîãî, äëÿ âèïàäêó % = 1 ïîíÿ-
òòÿ %-îïóêëî¨ îáëàñòi çáiãà¹òüñÿ ç ïîíÿòòÿì
çâè÷àéíî¨ îïóêëî¨ îáëàñòi, ÿêà ìiñòèòü íóëü.
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Ââàæàòèìåìî íàäàëi, ùî G1 � %-îïóêëà
îáëàñòü. Çàôiêñó¹ìî êîìïàêò K2 ⊂ G2. ßê
áóëî âiäçíà÷åíî âèùå, äëÿ âñiõ z ∈ K2 öi-
ëà ôóíêöiÿ tz(λ) = t(λ, z) íàëåæèòü äî êëà-
ñó [%;∞). Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ öiëî¨ ôóíêöi¨
g ∈ [%;∞) ¨¨ iíäèêàòîðîì h(θ; g) íàçèâà¹òüñÿ
ôóíêöiÿ [7, c. 72]

h(θ; g) = lim
r→+∞

ln |g(reiθ)|
r%

, θ ∈ (−π; π].

Âiäçíà÷èìî, ùî ôóíêöiþ h(θ; g) ìîæíà ïðî-
äîâæèòè äî 2π-ïåðiîäè÷íî¨ íà R ôóíêöi¨,
ÿêà áóäå íåïåðåðâíîþ íà R.

Ç óìîâè (2) îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ çàôiêñî-
âàíîãî êîìïàêòà K2 ⊂ G2 iñíó¹ òàêèé %-
îïóêëèé êîìïàêò K1 ⊂ G1, ùî äëÿ âñiõ
z ∈ K2 i θ ∈ (−π; π] iíäèêàòîð h(θ; tz) ôóí-
êöi¨ tz(λ) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

h(θ; tz) 6 lim
r→+∞

max
ζ∈K1

ln |E%(re
iθζ; µ)|

r%
. (3)

Çàôiêñó¹ìî ε > 0. Ç ðiâíîìiðíî¨ îöiíêè
ìîäóëÿ ôóíêöi¨ Ìiòòà -Ëåôëåðà çà äîïîìî-
ãîþ ¨¨ iíäèêàòîðà h(θ; E%) [5, c. 328] îäåðæè-
ìî, ùî äëÿ öüîãî ε iñíó¹ òàêå R(ε) > 0, ùî
ïðè |ξ| > R(ε) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ln |E%(ξ; µ)| 6 [h(arg ξ; E%) + ε]|ξ|%.
Òîäi ç (3), ñêîðèñòàâøèñü ñïiââiäíîøåííÿì
[5, c. 329]

h(θ; E%) =





cos %θ, |θ| 6 min
{

π, π
2%

}
,

0, min
{

π, π
2%

}
< θ 6 π,

áóäåìî ìàòè, ùî äëÿ z ∈ K2 i θ ∈ (−π; π]

h(θ; tz) 6 lim
r→+∞

max
ζ∈K1

[(h(arg ζ+θ; E%)+ε)|ζ|%] 6

6 max
ζ∈K1,|Arg ζ+θ|6min{π, π

2%}
|ζ|% cos[%(Arg ζ + θ)]+

+ε max
ζ∈K1

|ζ|%.

Îòæå, âðàõîâóþ÷è äîâiëüíiñòü ÷èñëà ε > 0,
îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ z ∈ K2 i θ ∈ (−π; π]

h(θ; tz) 6

6 max
ζ∈K1,|Arg ζ+θ|6min{π, π

2%}
Re (ζeiθ)%. (4)

Íàãàäà¹ìî òåïåð, ùî äëÿ %-îïóêëî¨ ìíî-
æèíè M ¨¨ %-îïîðíà ôóíêöiÿ k%(θ; M) âèçíà-
÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì [5, c. 334]
k%(θ; M) = sup

ζ∈K1,|Arg ζ−θ|6min{π, π
2%}

Re (ζe−iθ)%,

äå θ ∈ (−π; π]. Çàóâàæèìî, ùî %-îïîðíà
ôóíêöiÿ k%(θ; M) %-îïóêëî¨ ìíîæèíè M ¹
%-òðèãîíîìåòðè÷íî îïóêëîþ [7, c. 74] Êðiì
öüîãî, %-îïîðíà ôóíêöiÿ %-îïóêëî¨ îáëàñòi
(%-îïóêëîãî êîìïàêòà) ¹ äîäàòíîþ (íåâiä'-
¹ìíîþ) i 2π-ïåðiîäè÷íîþ. I íàâïàêè, êî-
æíà äîäàòíà (íåâiä'¹ìíà), 2π-ïåðiîäè÷íà i
%-òðèãîíîìåòðè÷íî îïóêëà ôóíêöiÿ âèçíà-
÷à¹ äåÿêó %-îïóêëó îáëàñòü (%-îïóêëèé êîì-
ïàêò), äëÿ ÿêî¨ âîíà ¹ %-îïîðíîþ ôóíêöi¹þ.

Íåõàé k%(θ; K1) � %-îïîðíà ôóíêöiÿ %-
îïóêëîãî êîìïàêòà K1. Òîäi ç (4) âèïëèâà¹,
ùî äëÿ z ∈ K2 i θ ∈ (−π; π]

h(θ; tz) 6 k%(−θ; K1).

Òàêèì ÷èíîì, âñòàíîâëåíi íåîáõiäíi óìî-
âè íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà. Íåõàé % > 0, G1 � %-îïóêëà
îáëàñòü, à G2 � äîâiëüíà îáëàñòü â C. Ôóí-
êöiÿ t(λ, z), ÿêà àíàëiòè÷íà âiäíîñíî z â G2

i íàëåæèòü äî êëàñó [%;∞) âiäíîñíî λ, ¹
õàðàêòåðèñòè÷íîþ äëÿ äåÿêîãî îïåðàòîðà
T ∈ L(A(G1),A(G2)) òîäi é ëèøå òîäi, êî-
ëè äëÿ êîæíîãî êîìïàêòà K2 ⊂ G2 iñíó¹
òàêèé %-îïóêëèé êîìïàêò K1 ⊂ G1, ùî äëÿ
âñiõ z ∈ K2 iíäèêàòîð h(θ; tz) öiëî¨ ôóíêöi¨
tz(λ) = t(λ, z) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

h(θ; tz) 6 k%(−θ; K1), θ ∈ (−π; π], (5)

äå k%(θ; K1) � %-îïîðíà ôóíêöiÿ êîìïàêòà
K1. Ïðè öüîìó, äëÿ âñiõ f ∈ A(G1) i z ∈ K2

(Tf)(z) =
1

2πi

∫

γz

(B%,µtz)(λ)f(λ) dλ, (6)

äå γz � çàìêíåíèé êîíòóð, ùî ëåæèòü â
G1 i îõîïëþ¹ K1, à (B%,µtz)(λ) � óçàãàëüíå-
íå %, µ-ïåðåòâîðåííÿ Áîðåëÿ öiëî¨ ôóíêöi¨
tz(λ) [5, c. 324].
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Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ôóí-
êöiÿ t(λ, z) ¹ àíàëiòè÷íîþ âiäíîñíî z â G2,
öiëîþ iç êëàñó [%;∞) âiäíîñíî λ i äëÿ êîæíî-
ãî êîìïàêòà K2 ⊂ G2 iñíó¹ òàêèé %-îïóêëèé
êîìïàêò K1 ⊂ G1, ùî äëÿ âñiõ z ∈ K2 ií-
äèêàòîð h(θ; tz) öiëî¨ ôóíêöi¨ tz(λ) = t(λ, z)
çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü (5). Ïîáóäó¹ìî îïå-
ðàòîð T ∈ L(A(G1),A(G2)), äëÿ ÿêîãî t(λ, z)
¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ.

Çàôiêñó¹ìî êîìïàêò K2 ⊂ G2, çíàéäåíèé
äëÿ íüîãî ç óìîâè òåîðåìè %-îïóêëèé êîì-
ïàêò K1 ⊂ G1, òî÷êó z ∈ K2 i ðîçãëÿíåìî
ôóíêöiþ

kz(θ) = max{0, h(−θ; tz)}, θ ∈ R.

Âîíà ¹ íåâiä'¹ìíîþ, 2π-ïåðiîäè÷íîþ i %-
òðèãîíîìåòðè÷íî îïóêëîþ, à òîìó âèçíà÷à¹
%-îïóêëèé êîìïàêò

Kz =
⋂

θ∈(−π;π]

D∗
%(θ; kz(θ)),

äëÿ ÿêîãî ¹ %-îïîðíîþ ôóíêöi¹þ. Îñêiëüêè
kz(θ) 6 k%(θ; K1), θ ∈ (−π; π],

òî Kz ⊆ K1. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 6.5 iç [5],
ôóíêöiÿ (B%,µtz)(λ) àíàëiòè÷íà ïîçà êîìïà-
êòîì Kz (à òîìó é ïîçà K1). ßêùî òåïåð
ïîçíà÷èòè ÷åðåç γz çàìêíåíó ñïðÿìíó æîð-
äàíîâó êðèâó, ÿêà ëåæèòü ó G1 i îõîïëþ¹
êîìïàêò K1 (à, çíà÷èòü, i Kz), òî äëÿ êî-
æíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ A(G1) ðiâíiñòþ (6) âèçíà-
÷à¹òüñÿ äåÿêà àíàëiòè÷íà â òî÷öi z ôóíêöiÿ.
Âðàõîâóþ÷è äîâiëüíiñòü êîìïàêòà K2 ⊂ G2

òà òî÷êè z ∈ K2, îòðèìà¹ìî, ùî ôîðìóëîþ
(6) âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöiÿ ç A(G2).

Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäîâàíî îïåðàòîð T :
A(G1) → A(G2). Éîãî ëiíiéíiñòü òà íåïå-
ðåðâíiñòü î÷åâèäíi. Êðiì öüîãî, çà òåîðåìîþ
6.3 iç [5]

T
z
[E%(λz; µ)] = t(λ, z), λ ∈ C, z ∈ G2,

òîáòî ôóíêöiÿ t(λ, z) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ
äëÿ îïåðàòîðà T ∈ L(A(G1),A(G2)), ùî i
ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Çàóâàæåííÿ. Îñêiëüêè

B%,µ
λ

[E%(λz; µ)] =
1

λ− z
,

òî çðîçóìiëî, ùî õàðàêòåðèñòè÷íà çà Êåòå
ôóíêöiÿ

t̃(λ, z) = T
z

(
1

λ− z

)

¹ óçàãàëüíåíèì %, µ-ïåðåòâîðåííÿì Áîðåëÿ
äëÿ öiëî¨ âiäíîñíî λ ôóíêöi¨

t(λ, z) = T
z
[E%(λz; µ)].
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