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Ïîáóäîâàíî íåçâiäíi ñèñòåìè òâiðíèõ n-iòåðîâàíîãî âiíöåâîãî äîáóòêó ñêií÷åííèõ çíàêî-
çìiííèõ ãðóï ñòåïåíiâ ≥ 7, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç 4 ïåðåòâîðåíü. Âñòàíîâëåíî, ùî òàêi s-åëåìåíòíi
ñèñòåìè òâiðíèõ iñíóþòü ïðè äîâiëüíîìó s, 4 ≤ s ≤ 2n.

The irreducible generators systems are constructed for n-iterated wreast product of �nite
alternating groups of the order ≥ 7, which consist of 4 transformations. It is obtained that such
s-element generators systems exists for arbitrary s, 4 ≤ s ≤ 2n.

1. Âñòóï. Ìåòàñèìåòðè÷íi ãðóïè, òîáòî
iòåðîâàíi âiíöåâi äîáóòêè ñèìåòðè÷íèõ ãðóï
ñêií÷åííîãî ñòåïåíÿ, áóëî ââåäåíî äî ðîç-
ãëÿäó â ðîáîòi Ë.À. Êàëóæíiíà [1] ó çâ'ÿç-
êó ç äîñëiäæåííÿì ãðóï içîìåòðié òàê çâà-
íèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ Êàíòîðà. Ïiçíi-
øå âèÿâèëîñÿ, ùî öi ãðóïè ïðèðîäíèì ÷è-
íîì âèíèêàþòü â òåîði¨ ãðàôiâ, òåîði¨ àâ-
òîìàòíèõ ãðóï, ôðàêòàëüíié ãåîìåòði¨ òî-
ùî. Ó çâ'ÿçêó ç öèì, öiëèé ðÿä ðîáiò ðiç-
íèõ àâòîðiâ áóëî ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ
áóäîâè ðiçíèõ òèïiâ ìåòàñèìåòðè÷íèõ ãðóï
(äèâ., íàïðèêëàä, [2]�[5]). Çîêðåìà, â ðî-
áîòàõ [3], [5] äîñëiäæóâàëèñÿ ñèñòåìè òâið-
íèõ ìåòàñèìåòðè÷íèõ ãðóï. Êîæíà ìåòàñè-
ìåòðè÷íà ãðóïà ìiñòèòü ïðèðîäíó ïiäãðóïó
� âiíöåâèé äîáóòîê âiäïîâiäíèõ çíàêîçìií-
íèõ ãðóï. Íàçèâàòèìåìî òàêi âiíöåâi äîáóò-
êè ìåòàçíàêîçìiííèìè ãðóïàìè. Ó ïîðiâ-
íÿííi ç ìåòàñèìåòðè÷íèìè ãðóïàìè, áóäî-
âà ìåòàçíàêîçìiííèõ ãðóï äîñëiäæåíà ïîêè
ùî ìàëî. Íàéâiäîìiøèì ðåçóëüòàòîì òóò ¹
òåîðåìà Ì. Áõàòòà÷àð'¨ [6] ïðî òå, ùî âií-
öåâèé äîáóòîê çà íåñêií÷åííèìè ïîñëiäîâ-
íîñòÿìè çíàêîçìiííèõ ãðóï ñòåïåíÿ ≥ 5 ¹
2-ïîðîäæåíèì ÿê ïðîñêií÷åííà ãðóïà. Ïðî-
òå, äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó íåêîíñòðóêòèâ-
íå. Âîíî iñòîòíî îïèðà¹òüñÿ íà êëàñèôiêà-
öiþ ñêií÷åííèõ ïðîñòèõ ãðóï, à ïîâíå äîâå-
äåííÿ êëàñèôiêàöiéíî¨ òåîðåìè ùå é äîñi íå

îïóáëiêîâàíå. À òîìó, ïðèðîäíîþ çàäà÷åþ ¹
ïèòàííÿ êîíñòðóêòèâíî¨ ïîáóäîâè i õàðàêòå-
ðèçàöi¨ ñêií÷åííèõ íåçâiäíèõ ñèñòåì òâiðíèõ
(â òîïîëîãi÷íîìó ñåíñi) â ðiçíèõ ìåòàçíàêî-
çìiííèõ ãðóïàõ.

Ó äàíié ðîáîòi ìè êîíñòðóþ¹ìî ñèñòåìè
òâiðíèõ ç "ìàëèì"÷èñëîì åëåìåíòiâ ó ìåòà-
çíàêîçìiííèõ ãðóïàõ, ùî ¹ ñêií÷åííî iòåðî-
âàíèìè âiíöåâèìè äîáóòêàìè çíàêîçìiííèõ
ãðóï ñòåïåíÿ ≥ 7. Ó íàñòóïíié ïóáëiêàöi¨ öi
ðåçóëüòàòè áóäå çàñòîñîâàíî äëÿ ïîáóäîâè 2-
åëåìåíòíèõ ñèñòåì òâiðíèõ äîâiëüíèõ iòåðî-
âàíèõ âiíöåâèõ äîáóòêiâ çíàêîçìiííèõ ãðóï
ñòåïåíiâ ≥ 5. Âñi ïîçíà÷åííÿ, ùî âæèâàþ-
òüñÿ íèæ÷å, çàãàëüíîïðèéíÿòi, äëÿ âèçíà÷å-
ííÿ íåîçíà÷óâàíèõ ïîíÿòü âiäñèëà¹ìî ÷èòà-
÷à äî êíèãè [7].

2. Ìåòàçíàêîçìiííi ãðóïè ñêií÷åí-
íîãî ðàíãó. Íàãàäà¹ìî [8], ùî âiíöå-
âèì äîáóòêîì ãðóï ïåðåòâîðåíü (G1, X1),
(G2, X2),..., (Gn, Xn), n ∈ N, íàçèâà¹òüñÿ
ãðóïà âñiõ ïiäñòàíîâîê w ìíîæèíè X = X1×
X2× ... ×Xn, ÿêi ìàþòü òàêi äâi âëàñòèâîñòi:

(i) ÿêùî (x1, x2, ..., xn)w = (y1, y2, ..., yn),
((x1, x2, ..., xn), (y1, y2, ..., yn) ∈ X), òî ïðè äî-
âiëüíîìó k, 1 ≤ k ≤ n, åëåìåíò yk ∈ Xk çà-
ëåæèòü âiä âèáîðó åëåìåíòiâ x1, x2, ..., xk (i
ïåðåòâîðåííÿ w);

(ii) ïðè ôiêñîâàíèõ x0
1, x

0
2, ..., x

0
k−1, ïåðå-

òâîðåííÿ xk → yk, xk ∈ Xk, 1 ≤ k ≤ n,
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ÿêå îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïiäñòàíîâêîþ
w, áóäå ïiäñòàíîâêîþ íà ìíîæèíi Xk, ÿêà
íàëåæèòü äî ãðóïè Gk.

Iç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî êîæíå ïåðå-
òâîðåííÿ w ìíîæèíè X, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè (i), (ii), âèçíà÷à¹ íàáið âèãëÿäó

u = [g1, g2(x1), ..., gn(x1, ..., xn−1)], (1)

äå g1 ∈ G1,
gi(x1, ..., xi−1) = gi(xi−1) ∈ G

X1×...×Xi−1

i , � äå-
ÿêà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi X1 ×
X2 × ... × Xi−1 çi çíà÷åííÿìè â ãðóïi Gi

(i = 2, 3, ..., n). Íàáîðè âèãëÿäó (1) äàëi íà-
çèâàòèìåìî òàáëèöÿìè. Òàáëèöÿ u äi¹ ÿê
ïiäñòàíîâêà íà ìíîæèíi X, ïðè÷îìó çãiäíî
ç (i) òà (ii), äiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ:

(m1,m2, ..., mn)u =

=
(
mg1

1 ,m
g2(m1)
2 , ..., mgn(m1,...,mn−1)

n

)
, (2)

(m1,m2, ..., mn) ∈ X.

Äi¨ (2) âiäïîâiäà¹ íàñòóïíå ïðàâèëî ìíîæåí-
íÿ òàáëèöü:

[g1, g2(x1), ..., gn(x1, ..., xn−1)]·
·[h1, h2(x1), ..., hn(x1, ..., xn−1)] =

= [g1 · h1, g2(x1) · h2(x
g1

1 ), ..., gn(x1, ..., xn−1)·
·hn(xg1

1 , ..., x
gn−1(x1,...,xn−2)
n−1 )

]
. (3)

Íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì âiíöåâîãî äîáóòêó
áóäå òàáëèöÿ [e, e, ..., e] (ñèìâîëîì e ïîçíà-
÷åíî íåéòðàëüíèé åëåìåíò â ãðóïàõ Gi,
1 ≤ i ≤ n), à îáåðíåíîþ äî (1) áóäå òàáëèöÿ

[
g−1
1 , g−1

2

(
x

g−1
1

1

)
,

g−1
3


x

g−1
1

1 , x
g−1
2

(
x

g−1
1

1

)

2


 , ...


 . (4)

Äàëi ñèìâîëîì [u]k ïîçíà÷åíî k-òó êîîð-
äèíàòó òàáëèöi u âèãëÿäó (1), 1 ≤ k ≤ n.

Âiíöåâèé äîáóòîê ãðóï ïiäñòàíîâîê
(G1, X1), (G2, X2),..., (Gn, Xn) ïîçíà÷aòè-
ìåìî ñèìâîëîì

n

o
i=1

Gi. Ãðóïà ïiäñòàíîâîê
(

n

o
i=1

Gi,
n∏

i=1

Xi

)
ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi.

Ëåìà 1. 1) Âiíöåâèé äîáóòîê ãðóï ïiä-
ñòàíîâîê (Gi, Xi), 1 ≤ i ≤ n, áóäå òðàíçè-
òèâíîþ ãðóïîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè
êîæíà ç ãðóï (Gi, Xi) ¹ òðàíçèòèâíîþ.

2) Ãðàòêà ñèñòåì iìïðèìiòèâíîñòi âií-
öåâîãî äîáóòêó

n

o
i=1

Gi íà ìíîæèíi
n∏

i=1

Xi

içîìîðôíà âïîðÿäêîâàíié ñóìi ãðàòîê ñèñ-
òåì iìïðèìiòèâíîñòi ãðóï ïiäñòàíîâîê
(Gi, Xi), 1 ≤ i ≤ n.

Ïðè öüîìó âïîðÿäêîâàíà ñóìà Γ ãðàòîê
Γi (1 ≤ i ≤ n), òàêèõ, ùî Γi ∩ Γj = ∅ ïðè
1 ≤ i 6= j ≤ n, � öå ãðàòêà íà ìíîæèíi, ÿêà
óòâîðåíà ç îá'¹äíàííÿ

n⋃
i=1

Γi øëÿõîì ñêëåþ-
âàííÿ äëÿ âñiõ i = 1, 2, ..., n − 1 ìiíiìàëü-
íîãî åëåìåíòà Γi ç ìàêñèìàëüíèì åëåìåí-
òîì Γi+1; ïîðÿäîê âñåðåäèíi êîæíî¨ ç ÷àñòèí
Γi ⊂ Γ íàñëiäó¹òüñÿ ç ïîðÿäêó Γi, à ïîðÿ-
äîê ìiæ öèìè ÷àñòèíàìè iíäóêó¹òüñÿ ïðèðî-
äíèì óïîðÿäêóâàííÿì ìíîæèíè {1, 2, ..., n}.

Îçíà÷åííÿ 1. Ìåòàñèìåòðè÷íîþ (âiä-
ïîâiäíî, ìåòàçíàêîçìiííîþ) ãðóïîþ ðàíãó
n íàçâåìî n-êðàòíèé âiíöåâèé äîáóòîê ñè-
ìåòðè÷íèõ (âiäïîâiäíî, çíàêîçìiííèõ) ãðóï
ñêií÷åííîãî ñòåïåíÿ. ßêùî k1, k2, ..., kn �
ñòåïåíi êîìïîíåíò âiíöåâîãî äîáóòêó, òî âåê-
òîð −→k = (k1, k2, ..., kn) ∈ Nk íàçèâàòèìåìî
ìåòàñòåïåíåì ìåòàñèìåòðè÷íî¨ (âiäïîâiä-
íî, ìåòàçíàêîçìiííî¨) ãðóïè.

Ðîçãëÿäàþ÷è ìåòàñèìåòðè÷íi ãðóïè, ïðè-
ðîäíî ââàæàòè, ùî âñi ¨¨ êîìïîíåíòè ìåòà-
ñòåïåíÿ ≥ 2, à äëÿ ìåòàçíàêîçìiííèõ � ùî
âñi öi êîìïîíåíòè ≥ 3. Ìåòàñèìåòðè÷íó ãðó-
ïó ìåòàñòåïåíÿ −→k ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì
S(
−→
k ), à ¨¨ ìåòàçíàêîçìiííó ïiäãðóïó � ñèì-

âîëîì A(
−→
k ). Ãðóïè S(

−→
k ) òà A(

−→
k ) ¹ ãðóïà-

ìè ïiäñòàíîâîê íà ìíîæèíi X1×X2×...×Xn,
äå Xi = {1, 2, ..., ki}, 1 ≤ i ≤ n.

Ëåìà 2. Äëÿ äîâiëüíîãî äîïóñòèìîãî
âåêòîðà −→k = (k1, k2, ..., kn) ñïðàâåäëèâà ðiâ-
íiñòü

[
S(
−→
k ) : A(

−→
k )

]
= 21+k1+k1k2+...+k1k2...kn .

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç îöiíêè ïîðÿäêiâ
ãðóï S(

−→
k ) i A(

−→
k ).
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Ïðè n ≥ 2 ìåòàçíàêîçìiííà ãðóïà ðàíãó n
íå áóäå íîðìàëüíèì äiëüíèêîì ó âiäïîâiäíié
ìåòàñèìåòðè÷íié ãðóïi.

Ó âiíöåâîìó äîáóòêó
n

o
i=1

Gi òðàíçèòèâ-
íèõ ãðóï Gi âèäiëÿþòüñÿ ñòàíäàðòíi ñèñòåìè
òâiðíèõ, ÿêi áóäóþòüñÿ çà ôiêñîâàíèìè ñèñ-
òåìàìè òâiðíèõ ãðóï Gi, 1 ≤ i ≤ n. À ñàìå,
íåõàé Ul =

{
g

(1)
l , g

(2)
l , ..., g

(sl)
l

}
� ôiêñîâàíà

ñèñòåìà òâiðíèõ ãðóïè Gl, l = 1, 2, ..., n. Òàá-
ëèöi âèãëÿäó

[e, ..., e, hl(xl−1), e, ..., e] , 1 ≤ l ≤ n,

iç
n

o
i=1

Gi íàçèâàòèìåìî l-êîîðäèíàòíèìè.
Ìíîæèíà l-êîîðäèíàòíèõ òàáëèöü óòâîðþ¹
ïiäãðóïó âiíöåâîãî äîáóòêó

n

o
i=1

Gi, ÿêà içî-

ìîðôíà ïðÿìîìó ñòåïåíþ G
|X1×...×Xl−1|
l ãðó-

ïè Gl. Ïðè êîæíîìó l = 1, 2, ..., n − 1 âèáå-
ðåìî â ìíîæèíi X1 × X2 × ... × Xl ïåâíèé
êîðòåæ

(
m

(1)
l ,m

(2)
l , ..., m

(l)
l

)
= ml i âèçíà÷è-

ìî sl+1 ôóíêöié iç GX1×...×Xl
l , ïîêëàâøè

g
(i)
l+1(xl) =

{
g

(i)
l+1, ÿêùî xl = ml,

e− â iíøîìó âèïàäêó, (5)

äå i = 1, 2, ..., sl+1. Íåõàé ul,i � l-êîîðäèíàò-
íà òàáëèöÿ, l-òà êîîðäèíàòà ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ
ç g

(i)
l+1(xl).
Ëåìà 3. ßêùî ãðóïè ïiäñòàíîâîê

(G1, X1), (G2, X2),..., (Gn, Xn) òðàíçèòèâ-
íi, òî ìíîæèíà òàáëèöü ul,i (l = 1, 2, ..., n,
i = 1, 2, ..., sl) ¹ ñèñòåìîþ òâiðíèõ âiíöåâîãî
äîáóòêó

n

o
i=1

Gi.
Äîâåäåííÿ. Ïðè ôiêñîâàíîìó k

(1 ≤ k ≤ n) çà äîïîìîãîþ òàáëèöü ul,i,
1 ≤ i ≤ sk, ìîæíà ïîáóäóâàòè äîâiëüíó
k-êîîðäèíàòíó òàáëèöþ, k-òà êîîðäèíàòà
ÿêî¨ ¹ ôóíêöi¹þ, êîòðà íàáóâà¹ íåîäèíè÷íî-
ãî çíà÷åííÿ ëèøå â òî÷öi mk−1. Îñêiëüêè
ãðóïè ïiäñòàíîâîê (Gi, Xi) ¹ òðàíçèòèâíèìè
äëÿ i = 1,2,...,k − 1, òî äëÿ äîâiëüíîãî
êîðòåæà

zk−1 = (z1, z2, ..., zk−1) ∈ X1 ×X2 × ...×Xl−1

iñíó¹ òàáëèöÿ âèãëÿäó

[h1, h2(x1), ..., hk−2(xk−2), e, ..., e]

òàêà, ùî

zk−1 = mk−1[h1, h2(x1), ..., hk−2(xk−2)].

Çâiäñè ëåãêî äiñòà¹ìî, ùî äîâiëüíó k-
êîîðäèíàòíó òàáëèöþ ìîæíà ðîçêëàñòè íà
äîáóòîê òàáëèöü âêàçàíîãî âèùå âèãëÿäó.
Òåïåð çàëèøèëîñÿ ñêîðèñòàòèñÿ òèì, ùî
áóäü-ÿêó òàáëèöþ [g1, g2(x1), ..., gn(xn−1)] ìî-
æíà ðîçêëàñòè íà äîáóòîê êîîðäèíàòíèõ òà-
áëèöü:

[g1, g2(x1), ..., gn(xn−1)] = [e, ..., e, gn(xn−1)]·
·[e, ..., e, gn−1(xn−2), e] · ... · [g1, e, ..., e]

i ëåìó äîâåäåíî.
Çàóâàæåííÿ. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

êîëè ñèñòåìè òâiðíèõ Ul â ãðóïàõ Gl

(1 ≤ l ≤ k) ¹ íåçâiäíèìè, òî ïîáóäîâàíà âè-
ùå ñèñòåìà òâiðíèõ âiíöåâîãî äîáóòêó

n

o
i=1

Gi

òàêîæ áóäå íåçâiäíîþ.
Êîðèñòóþ÷èñü ëåìîþ 3, ïîáóäó¹ìî ñòàí-

äàðòíó ñèñòåìó òâiðíèõ ìåòàçíàêîçìiííî¨
ãðóïè ôiêñîâàíîãî ìåòàñòåïåíÿ. Ñêîðèñòà¹-
ìîñÿ òèì ùî çíàêîçìiííà ãðóïà An ïðè äî-
âiëüíîìó n ≥ 4 ¹ 2-ïîðîäæåíîþ, à 2-åëå-
ìåíòíà ñèñòåìà òâiðíèõ â íié ìîæå áóòè âè-
áðàíà òàêèì ÷èíîì.

Ëåìà 4. Çíàêîçìiííà ãðóïà An, n ≥ 4,
ÿêà äi¹ íà ìíîæèíi {1, 2, ..., n}, ïîðîäæó-
¹òüñÿ ïàðîþ åëåìåíòiâ a, b âèãëÿäó:

à) a = (1, 2, ..., n), b = (1, 2, 3) ïðè íåïàð-
íîìó n;

á) a = (1, 2, ..., n − 1), b = (2, 3, ..., n) ïðè
n ïàðíîìó.

Äîâåäåííÿ äèâ., íàïðèêëàä, ó [9].
Çàçíà÷èìî, ùî ãðóïà A3 ¹ öèêëi÷íîþ i ïî-

ðîäæó¹òüñÿ öèêëîì (1, 2, 3).
Íåõàé òåïåð −→

k = (k1, k2, ..., kn) � äîâi-
ëüíèé äîïóñòèìèé âåêòîð, A(

−→
k ) =

n

o
i=1

Aki

� ìåòàçíàêîçìiííà ãðóïà ìåòàñòåïåíÿ −→
k .

Ñèìâîëàìè al i bl ïîçíà÷èìî òâiðíi âêàçà-
íîãî âèùå âèãëÿäó â ãðóïi Akl

. ßêùî kl = 3,
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òî çàëèøà¹òüñÿ ëèøå îäíà òâiðíà � al. Ïî-
êëàäåìî Ul = {al, bl} (÷è Ul = {al}, ÿêùî
kl = 3). Äëÿ êîæíîãî l = 1, 2, ..., n ïîáóäó¹ìî
l-êîîðäèíàòíi òàáëèöi ul,1 òà ul,2, l-òà êîîð-
äèíàòà ÿêèõ ¹ ôóíêöi¹þ âèãëÿäó (5), êîòðà
âèçíà÷à¹òüñÿ òâiðíîþ al (äëÿ ul,1) ÷è bl (äëÿ
ul,2). (ßêùî kl = 3, òî áóäå ïîáóäîâàíà ëè-
øå îäíà òàáëèöÿ ul,1.) Ç ëåì 3 i 4 òåïåð, ÿê
íàñëiäîê, äiñòà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 5. Ìåòàçíàêîçìiííà ãðóïà A(
−→
k )

ðàíãó n, ïîðîäæó¹òüñÿ 2n− t åëåìåíòàìè,
äå t � êiëüêiñòü êîîðäèíàò âåêòîðà −→k , ùî
äîðiâíþþòü 3.

Òàê ïîáóäîâàíà ñèñòåìà òâiðíèõ ãðóïè
A(
−→
k ) ¹ íåçâiäíîþ. Àëå êiëüêiñòü ¨¨ åëåìåíòiâ

çàëåæèòü âiä ðàíãó ìåòàçíàêîçìiííî¨ ãðóïè
A(
−→
k ). Íàøèì îñíîâíèì çàâäàííÿì äàëi áó-

äå äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî òå, ùî ïðè ïåâíèõ
îáìåæåííÿõ íà âåêòîð −→

k ãðóïà A(
−→
k ) ìî-

æå ìiñòèòè òàêîæ "ìàëi" ñèñòåìè òâiðíèõ,
êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ÿêèõ íå çàëåæèòü âiä
ðàíãó n.

3. Ïîáóäîâà 4-åëåìåíòíî¨ ñèñòåìè
òâiðíèõ ìåòàçíàêîçìiííî¨ ãðóïè A(

−→
k ).

Ñèìâîëîì η(
−→
k ) ïîçíà÷èìî íàéìåíøó êîîð-

äèíàòó âåêòîðà −→k . Äàëi áóäóòü ðîçãëÿäàòè-
ñÿ ëèøå òàêi ìåòàçíàêîçìiííi ãðóïè A(

−→
k ),

äëÿ ÿêèõ η(
−→
k ) ≥ 7. Íåõàé
−→
k = (k1, k2, ..., kn),

b−→
k
(s) = (k1, k2, ..., ks),

l−→
k
(s) = (ks+1, ks+2, ..., kn)

(2 ≤ s ≤ n− 1). Çãiäíî ç âèçíà÷åííÿì âiíöå-
âîãî äîáóòêó, äëÿ äîâiëüíîãî s, 2 ≤ s ≤ n−1,
ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü:

A(
−→
k ) = A(b−→

k
(s)) o A(l−→

k
(s)).

À òîìó ìåòàçíàêîçìiííà ãðóïà A(b−→
k
(s))

ïðèðîäíèì ÷èíîì çàíóðþ¹òüñÿ â ãðóïó
A(
−→
k ); îáðàçîì òàáëèöi

[g1, g2(x1), ..., gs(xs−1)]

ïðè òàêîìó çàíóðåííi áóäå òàáëèöÿ
[g1, g2(x1), ..., gs(xs−1), e, ..., e].

Îáðàç âñi¹¨ ãðóïè A(b−→
k
(s)) ïðè òàêîìó çàíó-

ðåííi ïîçíà÷èìî A(b−→
k
(s)). 4-åëåìåíòíà ñè-

ñòåìà òâiðíèõ ãðóïè A(
−→
k ), ÿêó ìè çàðàç áó-

äóâàòèìåìî,ìà¹ äóæå ñïåöiàëüíèé âèãëÿä.
À ñàìå, ìè âñòàíîâèìî, ùî â ñòàíäàðòíié ñè-
ñòåìi òâiðíèõ ïiäãðóïè

A(b−→
k
(2)) ' Ak1 o Ak2

äîñèòü çìiíèòè îäèí åëåìåíò òàê, ùîá ïðî-
äîâæåííÿ òðüîõ iíøèõ ¨¨ åëåìåíòiâ äî òà-
áëèöü ãðóïè A(

−→
k ) ðàçîì çi çìiíåíèì åëå-

ìåíòîì ñêëàäàëè ñèñòåìó òâiðíèõ ãðóïè
A(
−→
k ). Îñêiëüêè η(

−→
k ) ≥ 7, òî, çãiäíî ç ëå-

ìîþ 5, iñíó¹ íåçâiäíà ñèñòåìà òâiðíèõ ãðóïè
A(
−→
k ), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç 2n òàáëèöü. Âèáå-

ðåìî òàáëèöi u1, u2, ..., un, v1, v2,..., vn çãiäíî
ç íàâåäåíîþ âèùå çàãàëüíîþ êîíñòðóêöi¹þ,
ïîêëàâøè

ui = [e, ..., e, gi(xi−1), e, ..., e],

vi = [e, ..., e, hi(xi−1), e, ..., e],

äå g1 = a1, h1 = b1, à ïðè i ≥ 1 ôóíêöi¨ gi òà
hi âèçíà÷åíî ðiâíîñòÿìè:

gi(xi−1) =

{
ai, ÿêùî xi−1 = (1, 1, ..., 1),
e− â iíøîìó âèïàäêó,

(6)

hi(xi−1) =

{
bi, ÿêùî xi−1 = (1, 1, ..., 1),
e− â iíøîìó âèïàäêó.

Ïîáóäó¹ìî òåïåð ñïåöiàëüíó òàáëèöþ
u ∈ A(

−→
k ) òàêèì ÷èíîì. Ïîêëàäåìî

u = [c1, e, c3(x2), ..., cn(xn−1)] , (7)

äå c1 = a1, à ôóíêöi¨ ci(xi−1) âèçíà÷åíî ðiâ-
íîñòÿìè

ci(xi−1) =





ai, ÿêùî xi−1 = (5, 4, ..., 4, 1),
bi, ÿêùî xi−1 = (5, 4, ..., 4, 2),
e − â iíøèõ âèïàäêàõ,

(8)
äëÿ i = 2, 3, ..., n. Çãiäíî ç (4), îáåðíåíîþ äî
òàáëèöi u áóäå òàáëèöÿ

u−1 = [d1, e, d3(x2), ..., dn(xn−1)] , (9)
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äå d1 = c−1
1 , a ôóíêöi¨ di(xi−1) ïðè i =

4, 5, ..., n âèçíà÷åíî ðiâíîñòÿìè

di(xi−1) =





a−1
i , ÿêùî xi−1 = (6, 4, ..., 4, 1),

b−1
i , ÿêùî xi−1 = (6, 4, ..., 4, 2),

e − â iíøèõ âèïàäêàõ,
(10)

i, êðiì òîãî, êîîðäèíàòà d3(x2) âèçíà÷åíà òà-
êèì ÷èíîì:

d3(x2) =





a−1
3 , ÿêùî x2 = (5, 1),

b−1
3 , ÿêùî x2 = (5, 2),

e − iíàêøå.
(11)

Öå ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíiì
ïiäðàõóâàííÿì. Òèì ñàìèì, ïîòðiáíà ñèñòå-
ìà åëåìåíòiâ ãðóïè A(

−→
k ) ïîáóäîâàíà. Íåþ

¹ ìíîæèíà {u, u2, v1, v2}.
Äîïîìiæíi îá÷èñëåííÿ. Äëÿ äîâiëü-

íî¨ ïiäñòàíîâêè µ ∈ Ak2 ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨
p2 : X1 → Ak2 , q2 : X1 → Ak2 , âèçíà÷åíi ðiâ-
íîñòÿìè:

p2(x1) =

{
µ, ÿêùî x1 = 4,
e − iíàêøå;

q2(x1) =

{
µ, ÿêùî x1 = 3,
e − iíàêøå.

Ëåìà 6. Òàáëèöi v = [e, p2(x1), e, ..., e] i
w = [e, q2(x1), e, ..., e] ¹ ñïðÿæåíèìè â ìåòà-
çíàêîçìiííié ãðóïi A(

−→
k ) çà äîïîìîãîþ òàá-

ëèöi u.
Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

u · v · u−1 = [s1, s2(x1), ..., sn(xn−1)]

i ïåðåñâiä÷èìîñÿ, ùî òàáëèöÿ ç ïðàâî¨ ÷àñòè-
íè öi¹¨ ðiâíîñòi äîðiâíþ¹ [e, q2(x1), e, ..., e].
Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî êîîðäèíàòè öi¹¨ òàáëè-
öi. Ìà¹ìî: [u · v · u−1]1 = a1 · a−1

1 = e, òîáòî
s1 = e. Äàëi, [u · v · u−1]2 = p2(x

a1
1 ) = q2(x1),

áî 3a1 = 4, òîáòî ôóíêöiÿ p2(x
a1
1 ) ¹äèíå íå-

îäèíè÷íå çíà÷åííÿ íàáóâà¹ â òî÷öi 3. Ïðè
k ≥ 3, çãiäíî ç (3), êîîðäèíàòà sk(xk−1) çíà-
õîäèòüñÿ ç ðiâíîñòi

[u · v · u−1]k = ck(xk−1) · dk

(
x

uk−1·vk−1

k−1

)
,

äå uk−1, vk−1 � ïî÷àòêè äîâæèíè k − 1
òàáëèöü u, v. Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âîíà

îäèíè÷íà, äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ, ùî áóäóòü
ñïðàâåäëèâèìè ðiâíîñòi

(5, 4, ..., 4, 1)uk−1·vk−1 = (6, 4, ..., 4, 1);

(5, 4, ..., 4, 2)uk−1·vk−1 = (6, 4, ..., 4, 2).

Äëÿ ïåðøî¨ ç ðiâíîñòåé ìà¹ìî:

(5, 4, ..., 4, 1)uk−1 =
(
5c1 , 4c2(6), 4c3(6,4), ...

..., 4ck−2(6,4,...,4), 1ck−1(6,4,...,4)
)
.

Çà âèçíà÷åííÿì òàáëèöi u, äiñòà¹ìî: 5c1 =
5a1 = 6, c2(6) = c3(6, 4) = ... = ck−1(6, 4, ..., 4)
= e. Îòæå, (5, 4, ..., 4, 1)uk−1 = (6, 4, ..., 4, 1).
Çâiäñè ìà¹ìî, ùî

(5, 4, ..., 4, 1)uk−1·vk−1 = (6, 4, ..., 4, 1)vk−1 =

= (6, 4p2(6), ..., 4, 1) = (6, 4, ..., 4, 1),

áî p2(6) = e. Äðóãà ðiâíiñòü ïåðåâiðÿ¹òüñÿ
àíàëîãi÷íî i ëåìó äîâåäåíî.

Ç ðiâíîñòi u · v · u−1 = w äiñòà¹ìî, ùî
u−1 · w · u = v.

Äëÿ i = 1, 2, 3 ïîçíà÷èìî ÷åðåç

wi =
[
e, t

(i)
2 (x1), e, ..., e

]
∈ A(

−→
k )

òàáëèöi, äðóãi êîîðäèíàòè ÿêèõ âèçíà÷åíî
ðiâíîñòÿìè

t
(1)
2 (x1) =

{
µ, ïðè x1 = 1,
e − iíàêøå,

t
(2)
2 (x1) =

{
µ, ïðè x1 = 4,
e − iíàêøå,

t
(3)
2 (x1) =

{
µ, ïðè x1 = 6,
e − iíàêøå,

äå µ ∈ Ak2 � äîâiëüíà ïiäñòàíîâêà.
Ëåìà 7. Êîæíà ç òàáëèöü w1, w2, w3

ìiñòèòüñÿ â ïiäãðóïi ãðóïè A(
−→
k ), ùî ïî-

ðîäæåíà åëåìåíòàìè u, u2, v2.
Äîâåäåííÿ. Çà âèçíà÷åííÿì òàáëèöü u2,

v2, ìà¹ìî:

[u2]2 = g2(x1), [v2]2 = h2(x1),

g2(1) = a2, h2(1) = b2.
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Ìíîæèíà {a2, b2} ¹ ñèñòåìîþ òâiðíèõ çíà-
êîçìiííî¨ ãðóïè Ak2 , à òîìó äëÿ äîâiëü-
íî¨ ïiäñòàíîâêè µ ∈ Ak2 iñíó¹ ãðóïî-
âå ñëîâî W (x1, x2) âiä äâîõ çìiííèõ òàêå,
ùî µ = W (x1, x2). Çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî
w1 = W (u2, v2), òîáòî w1 ìiñòèòüñÿ â ïiäãðó-
ïi, ïîðîäæåíié u2, v2. Ïiñëÿ öüîãî, ÿê i ïðè
äîâåäåííi ïîïåðåäíüî¨ ëåìè 6, äîñèòü ñêîðè-
ñòàòèñÿ ñïðÿæåííÿì çà äîïîìîãîþ òàáëèöi
u. Â ðåçóëüòàòi äiñòà¹ìî, ùî w2, w3 íàëåæàòü
äî ïiäãðóïè, ùî ïîðîäæåíà u, u2, v2. Ëåìó
äîâåäåíî.

Ñèìâîëîì u(j) (j = 1, 2, ..., n) ïîçíà÷èìî
òàáëèöþ âèãëÿäó

[c1, e, ..., e︸ ︷︷ ︸
j

, cj+2(xj+1), ..., cn(xn−1)],

äå c1 = a1, à êîîðäèíàòè cm(xm−1) (m =
j + 2, ..., n) âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (8).
Î÷åâèäíî, u(1) = u, à ïðè j > 1 òàáëè-
öÿ uj îòðèìó¹òüñÿ ç òàáëèöi (7) çàìiíîþ ¨¨
(j−1) êîîðäèíàò, ïî÷èíàþ÷è ç òðåòüî¨, îäè-
íè÷íèì åëåìåíòîì. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ-
¹òüñÿ, ùî îáåðíåíîþ äî òàáëèöi u(j) áóäå òàá-
ëèöÿ âèãëÿäó

[d1, e, ..., e︸ ︷︷ ︸
j

, dj+2(xj+1), ..., dn(xn−1)],

äå d1 = c−1
1 , à ôóíêöi¨ dm(xm−1)

(m = j + 2,...,n) âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿ-
ìè (10)�(11). Iíøèìè ñëîâàìè, îáåðíåíà äî
u(j) îòðèìó¹òüñÿ ç òàáëèöi (9) çàìiíîþ íà
îäèíè÷íi ïîñëiäîâíîñòi (j − 1) ¨¨ êîîðäèíàò,
ïî÷èíàþ÷è ç òðåòüî¨.

Òàáëèöi u(j) (j = 2, ..., n) ìàþòü âëàñòè-
âiñòü, ïîäiáíó äî âêàçàíî¨ âèùå â ëåìi 6 âëà-
ñòèâîñòi òàáëèöi u. À ñàìå, íåõàé λ ∈ Akm+2

� äîâiëüíà ïiäñòàíîâêà, à ôóíêöi¨
fm+2 : X1 × ...×Xm+2 → Akm+2 ,

hm+2 : X1 × ...×Xm+2 → Akm+2

âèçíà÷åíî ðiâíîñòÿìè:

fm+2(xm+1) =

{
e, ÿêùî xm+1 = (5, 4, ..., 4),
λ − iíàêøå,

hm+2(xm+1) =

{
e, ÿêùî xm+1 = (6, 4, ..., 4),
λ − iíàêøå.

Ïîáóäó¹ìî òàáëèöi v(m), w(m) ∈ A(
−→
k ), ïî-

êëàâøè

v(m) = [e, ..., e, fm+2(xm+1), e, ..., e],

w(m) = [e, ..., e, hm+2(xm+1), e, ..., e]

(m = 1, 2, ..., n− 2).
Ëåìà 8. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî

m, 1 ≤ m ≤ n− 2, ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

u(m) · w(m) · (u(m))−1 = v(m).

Äîâåäåííÿ ëåìè öiëêîì àíàëîãi÷íå äî äî-
âåäåííÿ ëåìè 6 i ìè éîãî íå íàâîäèìî.

5. Îñíîâíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Íåõàé n ≥ 3 � ôiêñîâàíå

íàòóðàëüíå ÷èñëî. Äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà−→
k ∈ Nn òàêîãî, ùî η(

−→
k ) ≥ 7, ìåòàçíàêî-

çìiííà ãðóïà A(
−→
k ) ïîðîäæó¹òüñÿ òàáëè-

öÿìè u, u2, v1, v2.
Äîâåäåííÿ. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî êîæíà

ç âèçíà÷åíèõ âèùå òàáëèöü uj, vj, u(j−1)

(3 ≤ j ≤ n) ìiñòèòüñÿ â ïiäãðóïi, ùî ïîðîä-
æåíà òàáëèöÿìè u, u2, v1, v2. Äëÿ öüîãî ñêî-
ðèñòà¹ìîñÿ iíäóêöi¹þ çà ÷èñëîì j.

Âèïàäîê j = 3 � áàçà iíäóêöi¨. Ïîòðiáíî
ïåðåêîíàòèñÿ, ùî òàáëèöi u3, v3 òà u(2) ìî-
æóòü áóòè çîáðàæåíi ó âèãëÿäi äîáóòêó òà-
áëèöü u1, v2, v1, v2. Çãiäíî ç ëåìîþ 7, ïiäãðó-
ïà, ïîðîäæåíà u2, v2, u, ìiñòèòü òàáëèöi

zi = [e, h
(i)
2 (x1), e, ..., e], i = 1, 2, 3,

äå
h

(1)
2 (x1) =

{
a2, ÿêùî x1 = 4,
e − iíàêøå;

h
(2)
2 (x1) =

{
(1, 6, 3), ÿêùî x1 = 6,
e − iíàêøå;

h
(3)
2 (x1) =

{
(2, 6, 3), ÿêùî x1 = 6,
e − iíàêøå.

Âðàõîâóþ÷è, ùî h
(1)
2 (6) = e, òîáòî

4h
(1)
2 (6) = 4, äiñòà¹ìî, ùî ñïðÿæåíà òàáëèöÿ

z4 = u · z1 · u−1 ìà¹ âèãëÿä

z4 = [e, h
(4)
2 (x1), h

(4)
3 (x2), e, ..., e],
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äå

h
(4)
2 (x1) =

{
(1, 6, 3), ÿêùî x1 = 5,
e − iíàêøå;

h
(4)
3 (x2) =





a3, ÿêùî x2 = (5, 1),
a−1

3 , ÿêùî x2 = (5, 3),
e − iíàêøå.

Àíàëîãi÷íî, ñïðÿæåíà òàáëèöÿ z5 = u ·z4 ·
u−1 ìà¹ âèãëÿä

z5 = [e, h
(5)
2 (x1), h

(5)
3 (x2), e, ..., e],

äå

h
(5)
2 (x1) =

{
(1, 6, 3), ÿêùî x1 = 4,
e − iíàêøå;

h
(5)
3 (x2) =





a3, ÿêùî x2 = (4, 1),
a−1

3 , ÿêùî x2 = (4, 3),
e − iíàêøå.

Òàáëèöÿ z6 = [e, h
(5)
2 (x1)

−1, e, ..., e] ìiñ-
òèòüñÿ â ïiäãðóïi, ùî ïîðîäæåíà òàáëèöÿìè
u2, v2, u, à òîìó òàáëèöÿ

z7 = z5 · z6 = [e, e, h
(5)
3 (x2), e, ..., e]

òàêîæ íàëåæèòü äî öi¹¨ ïiäãðóïè. Öiëêîì
àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ïîêàçóþòü, ùî äî íå¨
íàëåæèòü i òàáëèöÿ

z8 = [e, e, h
(8)
3 (x2), e, ..., e],

äå

h
(8)
3 (x2) =





b3, ÿêùî x2 = (4, 1),
b−1
3 , ÿêùî x2 = (4, 3),

e − â iíøèõ âèïàäêàõ.

Äàëi ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè, çàëåæíî
âiä ïàðíîñòi ÷è íåïàðíîñòi ÷èñëà k3.

a) Íåõàé ÷èñëî k3 ¹ ïàðíèì. Ó òàêîìó ðà-
çi ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

a−1
3 · b3 · a3 · b3 = (1, 2)(3, 4),

òîáòî ïiäñòàíîâêà a−1
3 · b3 · a3 · b3 ìà¹ ïîðÿ-

äîê 2. Îñêiëüêè b3 = (1, 2, 3) � ïiäñòàíîâêà
ïîðÿäêó 3, òî òðåòÿ êîîðäèíàòà òàáëèöi

y = (z−1
6 · z7 · z6 · z7)

2

¹ ôóíêöi¹þ, ùî íàáóâà¹ íåîäèíè÷íîãî çíà-
÷åííÿ ëèøå â îäíié òî÷öi (4, 1), ïðè÷îìó öå
çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹ b3. Ñïðÿæåííÿì çà äî-
ïîìîãîþ åëåìåíòiâ ïiäãðóïè, ïîðîäæåíî¨ òà-
áëèöÿìè u, v1, u2, v2, ìîæíà äîñÿãòè, ùîá öå
çíà÷åííÿ íàáóâàëîñÿ â áóäü-ÿêié iíøié òî-
÷öi, çîêðåìà â òî÷öi (1, 2). À öå îçíà÷à¹, ùî
â òàêèé ñïîñiá ïîáóäîâàíî òàáëèöþ v3. Äëÿ
ïîáóäîâè òàáëèöi u3 âðàõó¹ìî ðiâíiñòü

a3 · b−1
3 = (3, 4, ..., k3).

Òàáëèöÿ

z9 = [e, e, h
(9)
3 (x2), e, ..., e]

òàêà, ùî h
(9)
3 (x2) íàáóâà¹ íåîäèíè÷íîãî çíà-

÷åííÿ ëèøå â îäíié òî÷öi (4, 1), ïðè÷îìó öå
çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹ b3, íàìè âæå ïîáóäîâàíà.
Íåõàé z10 =

(
z7 · z−1

9

)k3−2. Òîäi êîîðäèíàòà
[z10]3 íàáóâà¹ íåîäèíè÷íîãî çíà÷åííÿ ëèøå
â òî÷öi (4, 3), ïðè÷îìó öå çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹
a2

3. Çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî òàáëèöÿ

y′ = z2
1 · (z

1
2
(k3+1)

10 ) · z−1
1

ìà¹ âèãëÿä y′ = [e, e, g3(x2), e, ..., e], äå

g3(x2) =

{
a3, ÿêùî x2 = (4, 1),
e − iíàêøå.

Çà äîïîìîãîþ ñïðÿæåííÿ åëåìåíòàìè ç âè-
äiëåíî¨ âèùå ïiäãðóïè, ç öi¹¨ òàáëèöi ëåãêî
îòðèìàòè òàáëèöþ u3.

á) Íåõàé ÷èñëî k3 ¹ íåïàðíèì. Ó òàêîìó
ðàçi ïiäñòàíîâêà λ = (1, 2)(3, 4, ..., k3) ¹ ïàð-
íîþ, à ¨¨ ïîðÿäîê äîðiâíþ¹ k3− 2. Âèðàçèìî
ïiäñòàíîâêó λ ÷åðåç ïiäñòàíîâêè a3 i b3:

λ = µ(a3, b3),

äå µ � äåÿêå ãðóïîâå ñëîâî, i ïîáóäó¹ìî íà-
ñòóïíó òàáëèöþ ç ìåòàçíàêîçìiííî¨ ãðóïè
A(
−→
k ):

z11 = µ(z6, z7).

Äëÿ íå¨ ìà¹ìî, ùî

[z11]3(x2) =





µ(a3, b3), ÿêùî x2 = (4, 3),
µ(e, b3), ÿêùî x2 = (4, 1),
e − iíàêøå.
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Îñêiëüêè µ(e, b3) = bl
3 ïðè ïåâíîìó l, 1 ≤

l ≤ |b3|, à b3 � ïiäñòàíîâêà ïîðÿäêó (k3− 1),
òî î÷åâèäíå ñïðÿæåííÿ ïiäñòàíîâêè zk3−2

11 ¹
òàáëèöåþ âèãëÿäó

z12 = [e, e, g3(x2), e, ..., e],

äå g3 íàáóâà¹ ¹äèíîãî íåîäèíè÷íîãî çíà÷åí-
íÿ b3 ëèøå â òî÷öi x2 = (4, 1). Çâiäñè ëåãêî
äiñòà¹ìî òàáëèöþ u3.

Äàëi, âðàõîâóþ÷è, ùî ïiäñòàíîâêà a3·b3 =
(1, 3, 5, ..., k3−3, k3−1)(2, 4, 6, ..., k3−2, k3) ìà¹
ïîðÿäîê k3

2
, òî òàáëèöÿ

z13 = (z6 · z12)
−k3

ìà¹ òðåòüîþ êîîðäèíàòîþ ôóíêöiþ g3(x2),
ÿêà íàáóâà¹ ¹äèíîãî íåîäèíè÷íîãî çíà÷åí-
íÿ a3 ëèøå â òî÷öi x2 = (4, 3). Àíàëîãi÷íî
äî ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó, çâiäñè ëåãêî äi-
ñòà¹ìî òàáëèöþ z14, ëèøå òðåòÿ êîîðäèíàòà
ÿêî¨ ¹ íåîäèíè÷íîþ, ïðè÷îìó íàáóâà¹ íåî-
äèíè÷íîãî çíà÷åííÿ a3 ëèøå â òî÷öi (4, 1),
à çà äîïîìîãîþ z14 ëåãêî ïîáóäóâàòè òàáëè-
öþ v3. Çàëèøèëîñÿ ïîáóäóâàòè òàáëèöþ u(2).
Ñïðÿãàþ÷è òàáëèöþ v3 îäíi¹þ ç òàáëèöü zi,
1 ≤ i ≤ 3, äiñòà¹ìî òàêi òàáëèöi z15 i z16, ùî
[z15]3 íàáóâà¹ ¹äèíîãî íåîäèíè÷íîãî çíà÷åí-
íÿ a3 â òî÷öi (6, 2) òà [z15]3 íàáóâà¹ ¹äèíîãî
íåîäèíè÷íîãî çíà÷åííÿ b3 â òî÷öi (6, 1). Ïiñ-
ëÿ öüîãî ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ìà¹ ìiñöå
ðiâíiñòü

u(2) = u · z−1
15 · z−1

16

i ïåðåâiðêó áàçè iíäóêöi¨ â äîâåäåííi òåîðå-
ìè çàêií÷åíî.

Iíäóêöiéíèé êðîê. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ
âñiõ j = 3, 4, ...,m òàáëèöi uj, vj, u(j−1) âæå
ïîäàíî ó âèãëÿäi äîáóòêó òàáëèöü u1, u2, v1,
v2 i ïåðåñâiä÷èìîñü, ùî um+1, vm+1, u(m) òà-
êîæ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi òàêîãî äî-
áóòêó.

Çà äîïîìîãîþ òàáëèöü um, vm ìè ìîæåìî
ïîáóäóâàòè òàáëèöi

wi = [e, ..., e, g
(i)
m+1(xm), e, ..., e], i = 1, 2,

äå

g
(1)
m+1(xm) =

{
(1, 6, 3), ïðè xm = (1, ..., 1),
e − iíàêøå,

g
(2)
m+1(xm) =

{
(2, 6, 3), ïðè xm = (1, ..., 1),
e − iíàêøå.

Ïiñëÿ öüîãî, áóäóþ÷è ïîñëiäîâíi ñïðÿæåíi
òàáëèöü w1, w2 çà äîïîìîãîþ ÷åòâåðòèõ ñòå-
ïåíiâ òàáëèöü um, um−1,..., u1, äiñòàíåìî òàá-
ëèöi w3, w4 òàêi, ùî ¹äèíîþ ¨õ íåîäèíè÷íîþ
êîîðäèíàòîþ ¹ (m+1)-øà, ïðè÷îìó ôóíêöiÿ
[w3]m+1 íàáóâà¹ ¹äèíîãî íåîäèíè÷íîãî çíà-
÷åííÿ (1, 6, 3) â òî÷öi (1, 4, ..., 4), à ôóíêöiÿ
[w4]m+1 � ¹äèíîãî íåîäèíè÷íîãî çíà÷åííÿ
(2, 6, 3) â öié òî÷öi. Äàëi, âðàõîâóþ÷è ëåìó 8,
çà äîïîìîãîþ òàáëèöü w3, w4 ìîæíà ïîáóäó-
âàòè òàêi (m+1)-êîîðäèíàòíi òàáëèöi w5, w6,
ùî [w5]m+1 íàáóâà¹ ¹äèíîãî íåîäèíè÷íîãî
çíà÷åííÿ (1, 6, 3) â òî÷öi (6, 4, ..., 4), à [w6]m+1

� ¹äèíîãî íåîäèíè÷íîãî çíà÷åííÿ (2, 6, 3)
â öié òî÷öi. Îñêiëüêè öèêëi÷íà ïiäñòàíîâ-
êà gm+1(6, 4, ..., 4) = (1, 6, 3) çàëèøà¹ íåðóõî-
ìîþ òî÷êó 4, òî òàáëèöÿ w7 = um−1 ·w5 ·u−1

m−1

ìà¹ âèãëÿä

[e, ..., e, gm+1(xm), g
(i)
m+2(xm+1), e, ..., e],

äå gm+1 íàáóâà¹ íåîäèíè÷íîãî çíà÷åííÿ
(1, 6, 3) ëèøå â òî÷öi (5, 4, ..., 4), à gm+2 � íå-
îäèíè÷íèõ çíà÷åíü a3 i a−1

3 ëèøå â òî÷êàõ
(5, 4, ..., 4, 1) i (5, 4, ..., 4, 3) âiäïîâiäíî. Àíà-
ëîãi÷íî, òàáëèöÿ w8 = um−1 · w7 · u−1

m−1 òà-
êîæ ìà¹ òàêèé âèãëÿä, äå gm+1 íàáóâà¹ ¹äè-
íîãî íåîäèíè÷íîãî çíà÷åííÿ (1, 6, 3) â òî÷öi
(4, 4, ..., 4), à gm+2 � íåîäèíè÷íèõ çíà÷åíü a3

i a−1
3 ëèøå â òî÷êàõ (4, ..., 4, 1) i (4, ..., 4, 3)

âiäïîâiäíî.
Äàëi, âðàõîâóþ÷è ëåìó 8, ç òàáëèöi w−1

3

ìîæåìî îòðèìàòè (m + 1)-êîîðäèíàòíó òàá-
ëèöþ w9 òàêó, ùî [w9]m+1 íàáóâà¹ ¹äèíîãî
íåîäèíè÷íîãî çíà÷åííÿ (1, 3, 6) ëèøå â òî-
÷öi (4, 4, ..., 4). Çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî òàáëèöÿ
w10 = w8 · w9 ¹ (m + 2)-êîîðäèíàòíîþ, ïðè-
÷îìó [w10]m+2 íàáóâà¹ çíà÷åííÿ a3 â òî÷öi
(4, 4, ..., 4, 1), çíà÷åííÿ a−1

3 â òî÷öi (4, ..., 4, 3)
i îäèíè÷íîãî çíà÷åííÿ â iíøèõ òî÷êàõ. Ïðî-
âiâøè àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äëÿ òàáëèöü w6

i um−1, äiñòàíåìî (m+2)-êîîðäèíàòíó òàáëè-
öþ w11 òàêó, ùî [w11]m+1 íàáóâà¹ çíà÷åííÿ
b3 â òî÷öi (4, 4, ..., 4, 2), çíà÷åííÿ b−1

3 â òî÷öi
(4, ..., 4, 3) i îäèíè÷íèõ çíà÷åíü â iíøèõ òî-
÷êàõ.
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Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ÿê ó âèïàäêó äî-
âåäåííÿ âèïàäêó áàçè iíäóêöi¨, çà äîïîìî-
ãîþ òàáëèöü w10, w11 ìîæíà ñêîíñòðóþâàòè
(m+2)-êîîðäèíàòíi òàáëèöi w12, w13 òàêi, ùî
[w12]m+2 íàáóâà¹ ¹äèíîãî íåîäèíè÷íîãî çíà-
÷åííÿ am+2 â òî÷öi (4, 4, ..., 4, 1), à [w13]m+2 �
¹äèíîãî íåîäèíè÷íîãî çíà÷åííÿ bm+2 â öié
òî÷öi. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöü w12 i w13 òå-
ïåð î÷åâèäíèì ÷èíîì êîíñòðóþþòüñÿ òàáëè-
öi um+2, vm+2.

Çàëèøèëîñÿ çàçíà÷èòè, ùî òàáëèöÿ u(m)

î÷åâèäíèì ÷èíîì êîíñòðóþ¹òüñÿ ç âèêîðè-
ñòàííÿì òàáëèöü w12, w13, um+1 i u(m+1). Òå-
îðåìó äîâåäåíî.

Òàêèì ÷èíîì, â ãðóïi A(
−→
k ), η(

−→
k ) ≥ 7,

ïîðÿä iç íåçâiäíîþ ñèñòåìîþ òâiðíèõ, ÿêà
ìiñòèòü 2n åëåìåíòiâ, iñíó¹ íåçâiäíà 4-åëå-
ìåíòíà ñèñòåìà òâiðíèõ. Íàñïðàâäi, êiëü-
êiñòü åëåìåíòiâ ó íåçâiäíèõ ñèñòåìàõ ìîæå
çìiíþâàòèñÿ â öèõ ìåæàõ. Òî÷íiøå, ìà¹ ìi-
ñöå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíî-
ãî s, 4 ≤ s ≤ 2n, ìåòàçíàêîçìiíía ãðóïa
A(
−→
k ) ìåòàñòåïåíÿ −→k , η(

−→
k ) ≥ 7, ìiñòèòü

íåçâiäíó ñèñòåìó òâiðíèõ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ
òî÷íî ç s åëåìåíòiâ.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ôàêòè÷íî âèïëè-
âà¹ ç îá÷èñëåíü, íàâåäåíèõ ïðè äîâåäåííi òå-
îðåìè 1, i ìè éîãî îïóñêà¹ìî.
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