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ÎÏÅÐÀÒÎÐ ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÎÃÎ ÇÑÓÂÓ ÀÐÃÓÌÅÍÒÓ Â ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ
ÒÈÏÓ

0

C

Äîñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (îïåðàòîðà óçàãàëüíåíîãî çñóâó
àðãóìåíòó) ó ïðîñòîði öiëèõ ôóíêöié, ÿêi íà äiéñíié âiñi ñïàäàþòü øâèäøå çà exp{−a|x|},
a > 0, x ∈ R.

There are investigated the property of the integral operator (operator of generalized di-
splacement of argument) in space of entire functions in the case when these function decrease on
real axis rather than exp{−a|x|}, a > 0, x ∈ R.

Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨
ôiçèêè, êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, ãàçîâî¨ äèíàìi-
êè, òåîði¨ òåïëîïðîâiäíîñòi, òåïëîìàñîïåðå-
íîñó, êðèñòàëîãðàôi¨, çàäà÷ ïðî âçà¹ìîäiþ
òië, ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi ðiçíèõ
ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü äî-
ñëiäæåííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ (çîêðåìà, çàäà-
÷i Êîøi) äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà
ñèñòåì ðiâíÿíü ç ðiçíèìè îñîáëèâîñòÿìè òà
âèðîäæåííÿìè, êîëè, íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ
ìà¹ îñîáëèâîñòi â êîåôiöi¹íòàõ, âèðîäæó¹-
òüñÿ òèï ðiâíÿííÿ, ðiâíÿííÿ çàìiñòü äèôå-
ðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ìiñòÿòü ïñåâäîäè-
ôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè, ó ðiâíÿííÿõ íàÿâíi
âèïàäêîâi çáóðåííÿ i ò.ï.

Äî ðiâíÿíü, ÿêi ìàþòü îñîáëèâîñòi â êî-
åôiöi¹íòàõ, âiäíîñÿòüñÿ B-ïàðàáîëi÷íi ðiâ-
íÿííÿ � ðiâíÿííÿ ç îïåðàòîðîì Áåññåëÿ,
ÿêèé âèðîäæó¹òüñÿ ïî ïåâíié ïðîñòîðîâié
çìiííié, à ñàìå ðiâíÿííÿ ïðè öüîìó âèðîä-
æó¹òüñÿ íà ìåæi îáëàñòi. B-ïàðàáîëi÷íi ðiâ-
íÿííÿ çà ñâî¨ìè âíóòðiøíiìè âëàñòèâîñòÿ-
ìè áëèçüêi äî ðiâíîìiðíî ïàðàáîëi÷íèõ ðiâ-
íÿíü.

Ïðè äîñëiäæåííi ïðîáëåìè ïðî êëà-
ñè ¹äèíîñòi òà êëàñè êîðåêòíîñòi çàäà-
÷i Êîøi äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü øèðîêî âè-
êîðèñòîâóþòüñÿ ïðîñòîðè òèïó S, ââåäå-
íi I.Ì.Ãåëüôàíäîì òà Ã.�.Øèëîâèì [1], òà
ïðîñòîðè òèïó W , ââåäåíi Á.Ë.Ãóðåâè÷åì
[2]. Ïðîñòîðè òèïó S ñêëàäàþòüñÿ ç íå-
ñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ íà R ôóíêöié,

ïîâåäiíêà ÿêèõ òà ¨õíiõ ïîõiäíèõ íà äié-
ñíié âiñi õàðàêòåðèçó¹òüñÿ âåëè÷èíàìè ckn =
sup
x∈R

|xkϕ(n)(x)|, {k, n} ⊂ Z+, äå ïîäâiéíà ïîñ-
ëiäîâíiñòü {ckn} çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíi óìîâè
(îñîáëèâî ïîâíî äîñëiäæåíî âèïàäîê ckn =
kkα · nnβ; α, β > 0). Ïðîñòîðè òèïó W ¹
óçàãàëüíåííÿìè ïðîñòîðiâ òèïó S âíàñëi-
äîê çàìiíè ñòåïåíåâèõ ôóíêöié äîâiëüíèìè
îïóêëèìè, ùî äîçâîëÿ¹ òî÷íiøå îõàðàêòåðè-
çóâàòè îñîáëèâîñòi çðîñòàííÿ àáî ñïàäàííÿ
ôóíêöié íà íåñêií÷åííîñòi.

Ìåòîäèêà äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé îïå-
ðàòîðà Áåññåëÿ ó òàêèõ ïðîñòîðàõ  ðóíòó¹-
òüñÿ íà âëàñòèâîñòÿõ îïåðàòîðà óçàãàëüíå-
íîãî çñóâó àðãóìåíòó, ÿêèé âïåðøå áóâ ââå-
äåíèé ó ïðàöi Á.Ì.Ëåâiòàíà [3]. Ó ïðîñòîðàõ
òèïó S òà W âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà óçàãàëü-
íåíîãî çñóâó àðãóìåíòó âèâ÷àëèñÿ ó ïðàöÿõ
[4, 5]. Â.Â.Ãîðîäåöüêèì òà Ð.Ñ.Êîëiñíèê [6]
ïîáóäîâàíi êëàñè öiëèõ ôóíêöié (íàçâàíi íè-
ìè ïðîñòîðàìè òèïó C), ÿêi íà äiéñíié âi-
ñi ñïàäàþòü øâèäøå çà exp{−a|x|}, a > 0,
x ∈ R. Ïðîñòîðè Sα, Sβ, Sβ

α, {α, β} ⊂ (0, 1),
ÿêi âiäíîñÿòüñÿ äî ïðîñòîðiâ òèïó S, òà ïðî-
ñòîðè òèïó W óòâîðþþòü ïåâíi ïiäêëàñè
ïðîñòîðiâ òèïó C. Òóò âèâ÷àþòüñÿ âëàñòè-
âîñòi îïåðàòîðà óçàãàëüíåíîãî çñóâó àðãó-
ìåíòó ó ïðîñòîðàõ òèïó C. Îòðèìàíi ðå-
çóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè äî-
ñëiäæåííi çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèíãóëÿðíèõ åâî-
ëþöiéíèõ ðiâíÿíü, ùî ìiñòÿòü îïåðàòîð Áåñ-
ñåëÿ (àáî ôóíêöi¨ âiä òàêîãî îïåðàòîðà), ó
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ïðîñòîðàõ òèïó C.

1. Ïðîñòîðè òèïó C. Íåõàé {mn, n ∈
Z+} � ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü
äîäàòíèõ ÷èñåë òàêà, ùî:

1) lim
n→∞

n
√

mn/n = 0, m0 = 1;
2) ∀α > 0 ∃cα > 0 ∀n ∈ Z+: mn ≥ cα · αn;
3) ∃M > 0 ∃h > 0 ∀n ∈ Z+: mn+1 ≤

Mhnmn.
Ïîðÿä ðîçãëÿíåìî ìîíîòîííî çðîñòàþ÷ó ïî-
ñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë {ln, n ∈ Zn

+}, ÿêà
òàêîæ âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè 1) � 3), i ïî-
êëàäåìî

ρ(x) =





1 |x| < 1,

sup
n∈Z+

|x|n
mn

, |x| ≥ 1.

γ(x) =





1, |x| < 1,

inf
n

ln
|x|n , |x| ≥ 1.

Ôóíêöiÿ ρ � äèôåðåíöiéîâíà, ïàðíà íà R,
ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà ïðîìiæêó [1,∞) i ìî-
íîòîííî ñïàäà¹ íà (−∞,−1], ρ(x) ≥ 1, ∀x ∈
R, ρ(1) = 1. Êðiì òîãî,

∃c0 > 0 ∃c > 0 ∀x ∈ R \ [−1, 1] :

ρ(x) ≥ c0 exp{c|x|}.
Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ôóíêöiÿ ln ρ � îïóêëà
íà [0, +∞), òîáòî

∀{x1, x2} ⊂ (0, +∞) :

ln ρ(x1) + ln ρ(x2) ≤ ln ρ(x1 + x2).

Ôóíêöiÿ γ � íåâiä'¹ìíà, äèôåðåíöiéîâíà,
ïàðíà íà R, ìîíîòîííî ñïàäà¹ íà ïðîìiæ-
êó [1; +∞), ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà ïðîìiæêó
(−∞;−1], γ(x) ≤ 1, ∀x ∈ R, i

∃c′0 > 0 ∃c′ > 0 ∀x ∈ R \ [−1, 1] :

γ(x) ≤ c′0 exp{−c′|x|}.
ßêùî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ: γ̃ = 1/γ, òî ôóíê-
öiÿ ln γ̃ âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ îïóêëîñòi ó íà-
âåäåíîìó âèùå ðîçóìiííi. Ñèìâîëîì Cρ

γ ó
ïðàöi [6] ïîçíà÷à¹òüñÿ ñóêóïíiñòü óñiõ öiëèõ

îäíîçíà÷íèõ ôóíêöié ϕ: C → C, ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâó
∃a > 0 ∃b > 0 ∃c > 0 ∀z = x + iy ∈ C :

|ϕ(z)| ≤ cγ(ax)ρ(by).

Çáiæíiñòü ó ïðîñòîði Cρ
γ âèçíà÷à¹òüñÿ

òàê: ïîñëiäîâíiñòü {ϕν , ν ∈ N} íàçèâà¹òüñÿ
çáiæíîþ äî íóëÿ, ÿêùî âîíà ðiâíîìiðíî çái-
ãà¹òüñÿ äî íóëÿ ó êîæíié îáìåæåíié îáëàñòi
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè i ïðè öüîìó ñïðàâä-
æóþòüñÿ íåðiâíîñòi |ϕν(z)| ≤ cγ(ax)ρ(by),
∀z = x + iy ∈ C çi ñòàëèìè c, a, b > 0, íå
çàëåæíèìè âiä ν.

Â Cρ
γ âèçíà÷åíi i ¹ íåïåðåðâíèìè îïåðà-

öi¨ ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó, äèôå-
ðåíöiþâàííÿ, çñóâó àðãóìåíòó. Ìóëüòèïëi-
êàòîðîì ó ïðîñòîði Cρ

γ ¹ êîæíà öiëà ôóíêöiÿ
f : C → C, ÿêà ïðè äîâiëüíîìó ε > 0 çàäî-
âîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü
|f(z)| ≤ cε(γ(εx))−1ρ(εy), z = x + iy ∈ C.

Ñèìâîëîì Cρ
γ(R) ïîçíà÷àòèìåìî ñóêóï-

íiñòü ôóíêöié, çàäàíèõ íà R, ÿêi äîïóñêàþòü
àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ó âñþ êîìïëåêñíó
ïëîùèíó i ÿê ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ ¹
åëåìåíòàìè ïðîñòîðó Cρ

γ . Ñèìâîëîì
0

C
ρ
γ
ïî-

çíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ öiëèõ ïàðíèõ ôóíê-
öié ç ïðîñòîðó Cρ

γ . Öåé ïðîñòið ç âiäïîâiäíîþ
òîïîëîãi¹þ íàçèâàòèìåìî îñíîâíèì ïðîñòî-
ðîì àáî ïðîñòîðîì òèïó

0

C, à éîãî åëåìåíòè
� îñíîâíèìè ôóíêöiÿìè. Âiäïîâiäíî ñèìâî-
ëîì

0

C
ρ
γ
(R) ïîçíà÷àòèìåìî ñóêóïíiñòü ïàð-

íèõ ôóíêöié ç ïðîñòîðó Cρ
γ(R). Iç ðåçóëüòà-

òiâ, îäåðæàíèõ â [6] âèïëèâà¹, ùî
0

C
ρ
γ
(R) ¹

ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó
0

S (
0

S ñêëàäà¹òüñÿ ç
ïàðíèõ ôóíêöié ïðîñòîðó S Ë.Øâàðöà). Äà-
ëi íàâåäåìî ïðèêëàä ôóíêöi¨, ÿêà ¹ ìóëüòè-
ïëiêàòîðîì ó ïðîñòîðàõ òèïó

0

C.
Ëåìà 1. Íîðìîâàíà ôóíêöiÿ Áåññåëÿ jν,

ν > −1/2, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Áåññå-
ëÿ

d2u

dx2
+

2ν + 1

x

du

dx
+ λu = 0,

çà óìîâè, ùî u(0) = 1, u′(0) = 0, ¹ ìóëüòè-
ïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði

0

C
ρ
γ
.
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Äîâåäåííÿ. Íîðìîâàíà ôóíêöiÿ Áåññå-
ëÿ jν , ν > −1/2, ïîâ'ÿçàíà iç çâè÷àéíîþ
ôóíêöi¹þ Áåññåëÿ Jν ïåðøîãî ðîäó òàê [7]:

jν(x) =
2νΓ(ν + 1)

xν
Jν(x), x ∈ R. (1)

Ôóíêöiÿ Jν äîïóñêà¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåí-
íÿ ó êîìïëåêñíó ïëîùèíó C, ïðè öüîìó ïðà-
âèëüíèì ¹ iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ Ïóàññî-
íà ôóíêöi¨ Jν [7]:

Jν(z) =
2√

πΓ(ν + 1/2)

(z

2

)ν

×

×
π/2∫

0

cos(z cos t) sin2ν tdt. (2)

Iç ñïiââiäíîøåíü (1) òà (2) âèïëèâà¹, ùî
íîðìîâàíà ôóíêöiÿ Áåññåëÿ jν êîìïëåêñíî-
ãî àðãóìåíòó z ¹ öiëîþ ïàðíîþ ôóíêöi¹þ i
äëÿ jν ïðàâèëüíèì ¹ iíòåãðàëüíå çîáðàæåí-
íÿ

jν(z) =
2Γ(ν + 1)√
πΓ(ν + 1/2)

×

×
π/2∫

0

cos(z cos t) sin2ν tdt. (3)

Óðàõóâàâøè, ùî cos z =
1

2
(eiz + e−iz), z =

x+iy ∈ C, çà äîïîìîãîþ (3) äiñòà¹ìî îöiíêó:

|jν(z)| ≤ cνe
|y|, ∀z = x + iy ∈ C,

äå cν =
√

πΓ(ν + 1)(Γ(ν + 1/2))−1, ν > −1/2.
Îñêiëüêè äëÿ îïóêëèõ ôóíêöié ln γ̃(x) òà
ln ρ(y) ïðè äîâiëüíîìó ε > 0 ïðàâèëüíîþ ¹
íåðiâíiñòü

|y| ≤ ln γ̃(εx) + ln ρ(εy) + c, c > 0,

òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|jν(z)| ≤ cε,νe
ln γ̃(εx)+ln ρ(εy) ≡ cε,ν(γ(εx))−1ρ(εy).

Îòæå, jν � ìóëüòèïëiêàòîð ó êîæíîìó ïðî-
ñòîði

0

C
ρ
γ
. Ëåìà äîâåäåíà.

2. Îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî çñóâó àð-
ãóìåíòó. Ñèìâîëîì T ξ

x ïîçíà÷èìî îïåðàòîð

óçàãàëüíåíîãî çñóâó àðãóìåíòó, ÿêèé âiäïî-
âiäà¹ îïåðàòîðó Áåññåëÿ [3]:

T ξ
xϕ(x) = bν

π∫

0

ϕ(
√

x2 + ξ2 − 2xξ cos ω)×

× sin2ν ωdω, ϕ ∈ 0

C
ρ

γ
(R),

äå bν = Γ(ν+1)/(Γ(1/2)Γ(ν+1/2)), ν > −1/2.
Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî çñó-

âó àðãóìåíòó T ξ
x âèçíà÷åíèé i íåïåðåðâíèé

ó ïðîñòîði
0

C
ρ
γ
(R).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ
ñêîðèñòà¹ìîñü ñïiââiäíîøåííÿì FB[

0

C
ρ
γ
(R)]

=
0

C
ρ1

γ1
(R) [8], äå FB � ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-

Áåññåëÿ:

FB[ϕ](σ) =

∞∫

0

ϕ(x)jν(σx)x2ν+1dx,

ν > −1/2, ϕ ∈ 0

C
ρ
γ
(R)

γ1(σ) =

{
1, |σ| < 1,
exp{−γ∗(σ)}, |σ| ≥ 1,

ρ1(τ) =

{
1, |τ | < 1,
exp{ρ∗(τ)}, |τ | ≥ 1,

γ∗(σ) � ôóíêöiÿ, äâî¨ñòà çà Þíãîì äî ôóí-
êöi¨ ln ρ(σ+1), σ ∈ [0, +∞); ρ∗(τ) � ôóíêöiÿ,
äâî¨ñòà çà Þíãîì äî ôóíêöi¨ − ln γ(τ + 1),
τ ∈ [0, +∞); îïåðàòîð FB :

0

C
ρ
γ
(R) → 0

C
ρ1

γ1
(R)

¹ íåïåðåðâíèì. Óðàõóâàâøè âiäîìi âëàñòè-
âîñòi îïåðàòîðà T ξ

x ó ïðîñòîði Ë.Øâàðöà S
(äèâ. [9]), äëÿ äîâiëüíî¨ îñíîâíî¨ ôóíêöi¨ ϕ
ìà¹ìî:

FB[T ξ
xϕ](σ) =

∞∫

0

T ξ
xϕ(x)jν(σx)x2ν+1dx =

=

∞∫

0

ϕ(x)T ξ
xjν(σx)x2ν+1dx =

=

∞∫

0

ϕ(x)jν(σx)jν(σξ)x2ν+1dx =
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= jν(σξ)FB[ϕ](σ) ≡ Ψξ(σ).

Iç ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî ïðè êîæíîìó
ôiêñîâàíîìó ξ ôóíêöiÿ jν(σξ), ÿê ôóíêöiÿ
σ, ¹ ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði

0

C
ρ1

γ1
(R).

Îñêiëüêè FB[ϕ] ∈ 0

C
ρ1

γ1
(R), òî Ψξ ∈

0

C
ρ1

γ1
(R)

ïðè êîæíîìó ξ. Ñêîðèñòàâøèñü îáåðíåíèì
ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹-Áåññåëÿ çíàéäåìî, ùî
T ξ

xϕ = F−1
B [Ψξ] ∈

0

C
ρ
γ
(R), òîáòî âêàçàíèé îïå-

ðàòîð âèçíà÷åíèé ó ïðîñòîði
0

C
ρ
γ
(R).

Íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà T ξ
x âèïëèâà¹ ç

íåïåðåðâíîñòi îïåðàöi¨ ïðÿìîãî i îáåðíåíîãî
ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-Áåññåëÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî
{ϕ, ϕk, k ≥ 1} ⊂ 0

C
ρ
γ
(R), ïðè÷îìó ϕk → ϕ

ïðè k →∞ ó ïðîñòîði
0

C
ρ
γ
(R), òî

FB[T ξ
xϕk] = jν(σξ)FB[ϕk]−→

k→∞

−→
k→∞

jν(σξ)FB[ϕ] = FB[T ξ
xϕ]

ó ïðîñòîði
0

C
ρ1

γ1
(R). Çàñòîñóâàâøè ïåðåòâî-

ðåííÿ F−1
B çíàéäåìî, ùî T ξ

xϕk → T ξ
xϕ ïðè

k →∞ ó ïðîñòîði
0

C
ρ
γ
(R).

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Òåîðåìà 2. Îïåðàöiÿ óçàãàëüíåíîãî çñó-

âó àðãóìåíòó ϕ → T ξ
xϕ äèôåðåíöiéîâíà ó

ïðîñòîði
0

C
ρ
γ
(R).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé, çà îçíà÷åííÿì,

Φ∆ξ(δ) =
1

∆ξ
[T ξ+∆ξ

δ ϕ− T ξ
δ ϕ],

ϕ ∈ 0

C
ρ
γ
(R), {ξ, ∆ξ, δ} ⊂ R.

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ äîñèòü
âñòàíîâèòè, ùî ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ
Φ∆ξ −→ ∂

∂ξ
T ξ

δ ϕ, ∆ξ → 0, ìà¹ ìiñöå ó ïðî-

ñòîði
0

C
ρ
γ
(R). Iç ðåçóëüòàòiâ, îäåðæàíèõ ó

ïðàöi [8] âèïëèâà¹, ùî ÿêùî ϕ ∈ 0

C
ρ
γ
(R),

òî ôóíêöiÿ FB[ϕ] äîïóñêà¹ àíàëiòè÷íå
ïðîäîâæåííÿ ó âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó i
FB[ϕ] ∈ 0

C
ρ
γ
. Îòæå, âðàõóâàâøè âëàñòèâiñòü

íåïåðåðâíîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-Áåññåëÿ

(ïðÿìîãî i îáåðíåíîãî), äîñèòü äîâåñòè, ùî
FB[Ψ∆ξ](z) −→ FB

[
∂
∂ξ

T ξ
z ϕ

]
(z) ïðè ∆ξ → 0

ó ïðîñòîði
0

C
ρ1

γ1
òîáòî, ùî:

1) ñiì'ÿ ôóíêöié {γ∆ξ(z) := FB

[
Ψ∆ξ −

∂
∂ξ

T ξ
z ϕ

]
(z), |∆ξ| ≤ ε0, ε0 > 0 � äåÿêå ôi-

êñîâàíå ÷èñëî, z = x + iy ∈ C} çáiãà¹òüñÿ
ðiâíîìiðíî äî íóëÿ ïðè ∆ξ → 0 ó êîæíié
îáìåæåíié îáëàñòi K ⊂ C;

2) ∃ã > 0 ∃b̃ > 0 ∃c̃ > 0 : |γ∆ξ(z)| ≤
c̃γ1(ãx)ρ1(b̃y) = c̃e− ln γ̃1(ãx)+ln ρ1(b̃y), ∀z = x +

iy ∈ C, äå γ̃ = 1/γ1, ñòàëi ã, b̃, c̃ íå çàëåæàòü
âiä ∆ξ, ÿêùî ∆ξ äîñèòü ìàëà çà ìîäóëåì âå-
ëè÷èíà.

Óðàõóâàâøè, ùî

FB[T ξ
z ϕ] = jν(zξ)FB[ϕ](z),

îäåðæèìî ñïiââiäíîøåííÿ

FB[Φ∆ξ](z) =
1

∆ξ
(FB[T ξ+∆ξ

z ϕ](z)−FB[T ξ
z ϕ](z)) =

=
1

∆ξ
(jν(z(ξ + ∆ξ))− jν(zξ))FB[ϕ](z) =

=
∂

∂ξ
jν(z(ξ + θ∆ξ))FB[ϕ](z), 0 < θ < 1.

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñü òàêèìè âiäîìèìè
ôîðìóëàìè [9]:

∂

∂s
jν(sx) = csx2jν+1(sx),

∂

∂x
jν(sx) = cxs2jν+1(sx),

äå ñòàëà c çàëåæèòü ëèøå âiä ν. Òîäi

FB

[
∂

∂ξ
T ξ

z ϕ

]
=

∂

∂ξ
FB

[
T ξ

z ϕ
]
(z) =

=
∂

∂ξ
jν(zξ)FB[ϕ](z) = cξz2jν+1(zξ)FB[ϕ](z),

FB[Φ∆ξ](z) = cξz2jν+1(z(ξ + θ∆ξ))FB[ϕ](z).

Îòæå,

γ∆ξ(z) = cξz2[jν+1(z(ξ + θ∆ξ))− jν+1(zξ)]×

×FB[ϕ](z) = cθ∆ξ ·ξ ·z2 ∂

∂ξ
jν+1(z(ξ+θ1∆ξ))×
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×FB[ϕ](z) = cc1θ∆ξ ·ξ2 ·z4jν+2(z(ξ+θ1∆ξ))×
×FB[ϕ](z), 0 < θ1 < 1

(ñòàëà c1 çàëåæèòü âiä ν). Iç îñòàííüîãî ñïiâ-
âiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî ÿêùî z ∈ K ⊂ C,
äå K � îáìåæåíà îáëàñòü â C, òî γ∆ξ(z) → 0
ïðè ∆ξ → 0 ðiâíîìiðíî ïî z ∈ K, îñêiëüêè
iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi d1, d2, d3 = d3(ξ) òàêi,
ùî

|z4| ≤ d1, |FB[ϕ](z)| ≤ d2,

|jν+2(z(ξ + θ1∆ξ))| ≤ d3, ∀z ∈ K.

Òàêèì ÷èíîì, óìîâà 1) âèêîíó¹òüñÿ. Äîâå-
äåìî, ùî óìîâà 2) òàêîæ ìà¹ ìiñöå.

Ïåðåäóñiì çàçíà÷èìî (äèâ. äîâåäåííÿ ëå-
ìè 1), ùî

|jν+2(z(ξ + θ1∆ξ))| ≤ bνe
|y||ξ+θ1∆ξ| ≤ b̃νe

c0|ξ||y|,

z = x + iy ∈ C.

Äëÿ îïóêëèõ ôóíêöié ln γ̃1 òà ln ρ1 ïðè äî-
âiëüíîìó ε > 0 òà ôiêñîâàíîìó ξ ïðàâèëü-
íîþ ¹ íåðiâíiñòü

c0|ξ||y| ≤ ln γ̃1(εx) + ln ρ1(εy) + d, d > 0,

òîìó

|jν+2(z(ξ + θ1∆ξ))| ≤ ≈
bνe

ln γ̃1(εx)+ln ρ1(εy).

Îñêiëüêè FB[ϕ] ∈ 0

C
ρ1

γ1
i ó ïðîñòîði

0

C
ρ1

γ1

âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ íà z2, òî
z4FB[ϕ] ∈ 0

C
ρ1

γ1
, òîáòî iñíóþòü ñòàëi a0, b0,

c0 > 0 òàêi, ùî

|z4FB[ϕ](z)| ≤ c0e
− ln γ̃1(a0x)+ln ρ1(b0y),

z = x + iy ∈ C.

Òîäi
|γ∆ξ(z)| ≤

≤ L|∆ξ|e− ln γ̃1(a0x)+ln γ̃1(εx)+ln ρ1(b0y)+ln ρ1(εy)

(òóò ñòàëà L > 0 çàëåæèòü âiä ν, ξ i íå çàëå-
æèòü âiä ∆ξ). Âðàõóâàâøè íåðiâíiñòü îïóê-
ëîñòi äëÿ ôóíêöi¨ ln γ1 òà çàôiêñóâàâøè ε ç
iíòåðâàëó (0, a0) äiñòàíåìî, ùî

ln γ̃1(εx) + ln γ̃1((a0 − ε)x) ≤ ln γ̃1(a0x),

òîáòî
− ln γ̃1(a0x) + ln γ̃1(εx) ≤ − ln γ̃1((a0 − ε)x).

Îñêiëüêè, çà ïðèïóùåííÿì, |∆ξ| ≤ ε0, òî

|γ∆ξ(x)| ≤ Lε0e
− ln γ̃1(ãx)+ln ρ1(b̃y) =

= Lε0γ1(ãx)ρ1(b̃y), z = x + iy ∈ C,

äå ã = a0 − ε, b̃ = b0 + ε. Öèì äîâåäåíî, ùî
óìîâà 2) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ, òîáòî îïåðàöiÿ
óçàãàëüíåíîãî çñóâó àðãóìåíòó äèôåðåíöi-
éîâíà â ïðîñòîði

0

C
ρ
γ
(R).

Íàñëiäîê. Îïåðàöiÿ óçàãàëüíåíîãî çñó-
âó àðãóìåíòó íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéoâíà ó
ïðîñòîði

0

C
ρ
γ
(R).

Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ äîñèòü
ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ 2 òà ìåòîäîì ìàòå-
ìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
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