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ÏÐÎ IÑÍÓÂÀÍÍß ÎÁËÀÑÒI, Â ßÊIÉ ÇÁÅÐIÃÀÞÒÜÑß ÎÖIÍÊÈ ÍÀ
ÄIÉÑÍIÉ ÎÑI ÄÅßÊÈÕ ÖIËÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Îïèñàíî îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, íà ÿêó ïîøèðþþòüñÿ îöiíêè ç äiéñíî¨ îñi öiëèõ
îäíîçíà÷íèõ ôóíêöié ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, çîêðåìà, åëåìåíòiâ òà ìóëüòèïëiêàòîðiâ ïðîñòîðó
WΩ

M .

The domain of complex plane is described. The estimations of entire single-valued functions
of special form (for example, elements and multiplicators of WΩ

M -space) from real axe are kept on
abovementioned domain.

Ó ïðàöi [1], âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó
Ôðàãìåíà-Ëiíäåëüîôà ó âèïàäêó êóòà, äëÿ
öiëèõ ôóíêöié åêñïîíåíöiàëüíîãî çðîñòàííÿ
ïîðÿäêó p é ñêií÷åííîãî òèïó áóëà ïîáóäî-
âàíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, â ÿêié
çáåðiãàþòüñÿ îöiíêè ç äiéñíî¨ îñi äëÿ çàçíà-
÷åíèõ ôóíêöié. Çà äîïîìîãîþ öi¹¨ ìåòîäè-
êè ìîæíà óçàãàëüíèòè îòðèìàíèé ðåçóëü-
òàò íà âèïàäîê öiëèõ îäíîçíà÷íèõ ôóíêöié
ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, çîêðåìà, åëåìåíòiâ òà
ìóëüòèïëiêàòîðiâ ïðîñòîðó WΩ

M [1].
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ ω: [0, +∞) →

→ [0, +∞), ÿêà ¹ íåïåðåðâíîþ i ìîíîòîííî
çðîñòàþ÷îþ, ïðè÷îìó ω(0) = 0, ω(1) > 1,
lim

t→+∞
ω(t) = +∞. Äëÿ x ≥ 0 ðîçãëÿíå-

ìî Ω(x) =

x∫

0

ω(η)dη. Ôóíêöiÿ Ω ¹ äèôå-

ðåíöiéîâíîþ, ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ, îïóê-
ëîþ âíèç íà [0, +∞), ïðè÷îìó Ω(0) = 0,
lim

t→+∞
Ω(t) = +∞. Äîâèçíà÷èìî ïàðíèì ÷è-

íîì ¨¨ íà (−∞, 0].
Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ôóíêöi¨ µ òà M , ÿêi

ìàþòü òi ñàìi âëàñòèâîñòi, ùî é ôóíêöi¨ ω
i Ω âiäïîâiäíî. Çà ôóíêöiÿìè M, Ω ìîæ-
íà, çîêðåìà, ïîáóäóâàòè îñíîâíi ïðîñòîðè
WM ,WΩ, WΩ

M [2]:

(ϕ ∈ WM) ⇐⇒ ∃a > 0 ∀n ∈ Z+ ∃Cn > 0

∀x ∈ R : |ϕ(n)(x)| ≤ Cne
−M(ax);

(ϕ ∈ WΩ) ⇐⇒ ∃b > 0 ∀k ∈ Z+ ∃Ck > 0

∀z = x + iy ∈ C : |zkϕ(z)| ≤ Cke
Ω(by);

(ϕ ∈ WΩ
M) ⇐⇒ ∃a > 0 ∃b > 0 ∃C > 0

∀z = x + iy ∈ C : |ϕ(z)| ≤ Ce−M(ax)+Ω(by).

Ó ïðàöi [3] äîâåäåíî, ùî WΩ
M = WM

⋂
WΩ

i ïðîñòið WΩ
M ¹ íåòðèâiàëüíèì òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∃C0 > 0 ∃d > 0 ∀x ∈ R+ :

Ω(x) ≥ C0M(dx) (1).

Íàäàëi ðîçãëÿäàòèìåìî ôóíêöi¨ Ω i M,
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (1) i

∃C̃0 > 0 ∃v > 0 ∀x ∈ R+ : Ω(x) ≤ C̃0e
vx.

Ïðàâèëüíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà. ßêùî öiëà ôóíêöiÿ çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâè:

∃C1 > 0 ∃b > 0∀z ∈ C :

|ϕ(z)| ≤ C1e
Ω(b|z|); (2)

∃C2 > 0 ∃a > 0∀x ∈ R :

|ϕ(x)| ≤ C2e
−M(ax), (3)
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òî iñíó¹ îáëàñòü G ≡
{

z = x + iy ∈ C
∣∣∣∣∣

|y| ≤ L
M(a|x|+ 1)

Ω′(b|x|+ 1)
, L > 0

}
, â ÿêié âèêî-

íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(z)| ≤ C3e
−M(ãx), C3 ≥ max{C1, C2},

ïðè÷îìó ñòàëó ã (0 < ã < a) ìîæíà âèáðà-
òè ÿê çàâãîäíî áëèçüêîþ äî a.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ÷àñ-
òèíó êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C++ ≡ {z =
x + iy, x ≥ x0 > 0, y ≥ 0}. Äëÿ íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ g ìîæíà ïîáóäóâàòè àíàëiòè÷íó â
C++ ôóíêöiþ ga òàêó, ùî |g(x)− ga(x)| ≤ C,
x ≥ x0 [4]. Òîìó áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi
ìîæíà ââàæàòè, ùî ôóíêöi¨ M i Ω òàêi, ùî
ïðîäîâæóþòüñÿ àíàëiòè÷íî â C++. Òîäi, íà-
ïðèêëàä, äëÿ ôóíêöi¨ Ω â C++ ïðàâèëüíèé
ðîçêëàä

Ω(z) =
+∞∑

k=0

Ω(k)(x)

k!
(iy)k, 0 < |y| < x,

ïðè÷îìó

ReΩ(z) =
+∞∑

k=0

(−1)k Ω(2k)(x)

(2k)!
y2k,

ImΩ(z) = y

+∞∑

k=0

(−1)k Ω(2k+1)(x)

(2k + 1)!
y2k.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ôóíêöi¨ g ∈
Ck((0, +∞)), g(0) = 0, ïðàâèëüíå ñïiâ-
âiäíîøåííÿ

t∫

0

xlg(k)(x)dx = tlg(k−1)(t)−

−l

t∫

0

xl−1g(k−1)(x)dx, t > 0, k ≥ 1, l ≥ 1.

Çîêðåìà, äëÿ l = 1, k = 2 ìà¹ìî

tg′(t) =

t∫

0

xg(2)(x)dx +

t∫

0

g′(x)dx =

=

t∫

0

xg(2)(x)dx + g(t), t > 0.

ßêùî äëÿ ôóíêöi¨ g ¨¨ äðóãà ïîõiäíà
g(2)(x) > 0, x > 0, òî äëÿ íå¨ ïðàâèëüíà íå-
ðiâíiñòü

g(t) < tg′(t), t > 0. (4)

Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöi¨ M i Ω çàäîâîëü-
íÿþòü íåðiâíiñòü (4).

Ðîçãëÿíåìî àíàëiòè÷íó â C++ ôóíêöiþ

f̃(z) = f(z)eM(az)eiΩ(b̃z),

äå b̃ > 0 � äåÿêà ñòàëà.
Äëÿ x > 0 ç âðàõóâàííÿì (3) îäåðæó¹ìî

|f̃(x)| = |f(x)|eM(ax)|eiΩ(b̃x)| ≤ C2.

Âðàõîâóþ÷è (2), ó C++ ôóíêöiÿ f̃ çàäîâîëü-
íÿ¹ íåðiâíiñòü

|f̃(z)| ≤ C1e
Ω(b|z|)eReM(az)|e−ImΩ(b̃x)|.

Çãiäíî ç (1) i âëàñòèâiñòþ îïóêëîñòi âíèç
ôóíêöié M i Ω ìà¹ìî

ReM(az) < |M(az)| ≤ M(a|z|) ≤
≤ (1/C0)Ω((a/d)|z|) ≤

≤ Ω(([1/C0] + 1)(a/d)|z|),
à òîìó

ReM(az) + Ω(b|z|) ≤ Ω(b1|z|),
äå b1 = ([1/C0] + 1)(a/d) + b > 0 � ñòàëà.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Ω′ ¹ íåâiä'¹ìíîþ i çðî-
ñòàþ÷îþ ïðè x > 0, òî

ImΩ(b̃z) = b̃yΩ′(b̃(x + θy)) > Ω′(b̃x)b̃y,

0 < θ < 1.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè ôóí-
êöiÿ Ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∃ p ≥ 2 ∃C4 ∈ (0; 1] ∃C5 ≥ 1 ∀x > 0 :

C4x
p−1 < Ω(x) ≤ C5x

p.

Òîäi iñíó¹ ÷èñëî s > 0 òàêå, ùî s <
π

2p
. Ðîç-

ãëÿäàòèìåìî â C++ ïðîìiíü z = x + iy, äå
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x = s0y, s0 = ctg(s), ÿêèé ðàçîì ç äîäàòíèì
íàïðÿìêîì äiéñíî¨ îñi ¹ ñòîðîíàìè êóòà Gs.
Òîäi, âðàõîâóþ÷è (4), îäåðæó¹ìî, ùî íà öüî-
ìó ïðîìåíi ôóíêöiÿ f̃ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

|f̃(z)| ≤ C1e
Ω(b1|z|)e−Ω′(b̃x)b̃y ≤

≤ C1e
Ω(b1

√
x2+y2)e−Ω′(b̃y)b̃y ≤

≤ C1e
Ω(b1y

√
1+s2

0)e−Ω(b̃y).

ßêùî òåïåð ðîçãëÿäàòè b̃ > b1

√
1 + s2

0, òî
íà çàçíà÷åíîìó ïðîìåíi âèêîíó¹òüñÿ îöií-
êà |f̃(z)| ≤ C1. Îòæå, íà ñòîðîíàõ óòâîðå-
íîãî êóòà Gs ôóíêöiÿ f̃ îáìåæåíà ñòàëîþ
C3 = max{C1, C2}. Ó ìåæàõ öüîãî êóòà çãiä-
íî ç âëàñòèâiñòþ îïóêëîñòi âíèç ôóíêöi¨ Ω
îòðèìó¹ìî

|f̃(z)| ≤ C1e
Ω(b1|z|)e|ImΩ(b̃z)| ≤

≤ C1e
Ω(b1|z|)+|Ω(b̃z)| ≤ C1e

Ω((b1+b̃z)|z|).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ôðàãìåíà-Ëiíäåëüîôà ó
âèïàäêó êóòà ôóíêöiÿ f̃ îáìåæåíà ñòàëîþ
C3 é óñåðåäèíi öüîãî êóòà [5].

Íåõàé òåïåð ôóíêöiÿ Ω çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âó

∀ p > 1 ∃Cp > 0 ∃ v > 0 ∃C6 > 0

∀x > 0 : Cpx
p < Ω(x) ≤ C6e

evx

.

Òîäi iñíó¹ ÷èñëî s > 0 òàêå, ùî s <
π

2v
.

Ðîçãëÿäàòèìåìî â C++ ñìóãó Gs ≡ {z =
x + iy |x ≥ x0 > 0, 0 ≤ y ≤ s}. Òîäi àíàëîãi-
÷íî äî ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó âñòàíîâëþ¹ìî,
ùî ïðè x ≥ 1 ôóíêöiÿ f̃ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

|f̃(x + is)| ≤ C1e
Ω(b1|z|)e−Ω′(b̃x)b̃y ≤

≤ C1e
Ω(b1

√
x2+s2)e−Ω′(b̃x)b̃x· s

x ≤

≤ C1e
Ω(b1x

√
1+s2)e−Ω(b̃x)· s

x .

Îñêiëüêè lim
x→+∞

Ω(x)

x
= +∞, òî Ω(b̃x)s

x
<

< Ω(b̃εx), äå b̃ε > b̃ � äåÿêà ñòàëà.

Îòæå,

|f̃(x + is)| ≤ C1e
Ω(b1x

√
1+s2)−Ω(b̃εx).

ßêùî ðîçãëÿäàòè b̃ε > b1

√
1 + s2, òî íà ìåæi

z = x + is ñìóãè Gs ôóíêöiÿ f̃ îáìåæåíà
ñòàëîþ C̃1, äå C̃1 > C1.

Ó ìåæàõ öi¹¨ ñìóãè çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ
îïóêëîñòi âíèç ôóíêöi¨ Ω äëÿ ôóíêöi¨ f̃ ïðà-
âèëüíà óìîâà

|f̃(z)| ≤ C1e
Ω((b1+b̃ε)|z|).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ôðàãìåíà-Ëiíäåëüîôà ó
âèïàäêó ñìóãè ôóíêöiÿ f̃ îáìåæåíà ñòàëîþ
C3 = max{C̃1, C2} é óñåðåäèíi öi¹¨ ñìóãè [5].

Îòæå, â îáîõ âèïàäêàõ ôóíêöiÿ f̃ îáìå-
æåíà íà Gs ñòàëîþ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ f, ÿêà ÷åðåç
ôóíêöiþ f̃ âèðàçèòüñÿ òàê

f(z) = f̃(z)e−M(az)e−iΩ(b̃z),

à òîìó

|f(z)| ≤ C3e
−ReM(az)+ImΩ(b̃z).

Çíàéäåìî òàêó ïiäîáëàñòü ó Gs, ùîá âèêî-
íóâàëàñü íåðiâíiñòü

−ReM(az) + ImΩ(b̃z) ≤ −M(ãx)

ç äåÿêîþ ñòàëîþ ã (0 < ã < a).
Îñêiëüêè M (2)(x) > 0, x > 0, òî

ReM(z) = M(x)− M (2)(x + θ1y)

2!
y2 < M(x),

0 < θ1 < 1.

Âðàõîâóþ÷è (4) i òå, ùî ôóíêöi¨ M, Ω, M ′,
Ω′ çðîñòàþ÷i, îäåðæó¹ìî

−ReM(az) + ImΩ(b̃z) =

= −M(ax) +
M (2)(a(x + θ1y))

2
a2y2+

+b̃yΩ′(b̃(x + θ2y)) ≤
≤ −M(ax) + M(a(x + y))−M(ax)−

−M ′(ax)ay + b̃yΩ′(b̃(x + y)) ≤
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≤ −2M(ax) + M(a(x + y))−M(ax)
y

x
+

+b̃yΩ′(b̃(x + y)).

Âiçüìåìî ã < a i ðîçãëÿíåìî íåðiâíiñòü

b̃yΩ′(b̃(x + y)) + M(a(x + y))−M(ax)
y

x
≤

≤ 2M(ax)−M(ãx).

Ìíîæèíà ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ íåïîðîæíÿ, îñêiëüêè
ôóíêöi¨ M, M ′, Ω′ íåïåðåðâíi i ïðè y → 0+
îòðèìó¹ìî

M(ax) ≤ 2M(ax)−M(ãx),

òîáòî M(ax) ≥ M(ãx).
Îòæå, â ïiäîáëàñòi îáëàñòi Gs, âåðõíåþ

ìåæåþ ÿêî¨ ¹

b̃yΩ′(b̃(x + y)) + M(a(x + y))−M(ax)
y

x
=

= 2M(ax)−M(ãx),

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(z)| ≤ C3e
−M(ãx).

ßêùî ðîçãëÿäàòè

LyΩ′(bx) < b̃yΩ′(b̃x) ≤
≤ b̃yΩ′(b̃(x + y)) ≤ b̃yΩ′(b̃(x + y))+

+M(a(x + y))−M(ax)
y

x
≤

≤ 2M(ax)−M(ãx),

òîáòî

LyΩ′(bx) ≤ 2M(ax)−M(ãx),

i âðàõóâàòè, ùî

2M(ax)−M(ãx) > M(ax),

òî â îáëàñòi G̃ ≡
{

z = x + iy ∈ C
∣∣∣∣∣ |y| ≤

≤ L
M(ax)

Ω′(bx)
, x≥x0 >0, 0<L=L(a, b, ã) ≤ b̃

}

âèêîíó¹òüñÿ íåîáõiäíå îáìåæåííÿ äëÿ
ôóíêöi¨ f.

Àíàëîãi÷íi äîñëiäæåííÿ ìîæíà ïðîâåñòè
é ó ðåøòi òðüîõ ÷âåðòÿõ ïëîùèíè C, äå çà

íåîáõiäíiñòþ çàìiñòü x i y ñëiä ïèñàòè |x| i
|y|.

Çãiäíî ç íåïåðåðâíiñòþ ôóíêöi¨

é â îáëàñòi G ≡
{

z = x + iy ∈ C
∣∣∣∣∣

|y| ≤ L
M(a|x|+ 1)

Ω′(b|x|+ 1)
, L > 0

}
, áóäå òàêîæ

âèêîíóâàòèñü íåðiâíiñòü
|f(z)| ≤ C̃3e

−M(ãx), C̃3 ≥ C3.

Çàóâàæåííÿ 1. Îòæå, äëÿ åëåìåíòiâ ç
ïðîñòîðó WΩ

M iñíó¹ îáëàñòü çàçíà÷åíîãî âè-
ãëÿäó, íà ÿêó ïîøèðþþòüñÿ îöiíêè ôóíêöi¨
ç äiéñíî¨ îñi.

Çàóâàæåííÿ 2. Òåîðåìà ïðàâèëüíà òà-
êîæ é ó âèïàäêó çàìiíè óìîâè (3) íà óìîâó

∃C2 > 0 ∃a > 0∀x ∈ R :

|ϕ(x)| ≤ C2e
M(ax). (3′)

Òîäi â çàçíà÷åíié îáëàñòi âèêîíóâàòèìåòüñÿ
îöiíêà

|f(z)| ≤ C3e
M(ãx), C3 ≥ max{C1, C2},

äå ñòàëó ã > a ìîæíà âèáðàòè ÿê çàâãîäíî
áëèçüêîþ äî a.

Îòæå, é äëÿ ìóëüòèïëiêàòîðiâ ïðîñòîðó
WΩ

M iñíó¹ îáëàñòü çàçíà÷åíîãî âèãëÿäó, íà
ÿêó ïðîäîâæóþòüñÿ îöiíêè ôóíêöi¨ ç äiéñíî¨
îñi.

Çàóâàæåííÿ 3. ßêùî M(x) = xh,
Ω(x) = xp, x ≥ 0, 1 < h ≤ p, òî îòðèìàíi
ðåçóëüòàòè çáiãàþòüñÿ ç íàâåäåíèìè ó [1].
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