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ÏÐÎ ÐÎÇÂ'ßÇÍIÑÒÜ ÀÁÑÒÐÀÊÒÍÎÃÎ ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÎÃÎ ÐIÂÍßÍÍß
ÐÓÕÓ Â'ßÇÊÎ� ÐIÄÈÍÈ

Àáñîëþòíî òâåðäå òiëî, ùî îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî ôiêñîâàíî¨ îñi, ìà¹ ïîðîæíèíó, çàïîâíå-
íó ðiäèíîþ. Íà îñíîâi êëàñè÷íèõ ðiâíÿíü ðóõó äàíî¨ ãiäðîñèñòåìè âèâîäÿòüñÿ áiëüø çàãàëüíi
âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ (ðiâíÿííÿ ðîáiò) i îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ ðóõó. Ôîðìóëþþòüñÿ i äîâîäÿòüñÿ
ðåçóëüòàòè ïðî iñíóâàííÿ òà âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ðiâíÿíü.

Perfectly rigid body revolves on its �xed axis and has a cavity with liquid. The generalized
variational equations (actions equations) and operator motion equation are obtained on the basis
of classical motion equations of this hydraulics. The assertions about existence and properties of
the solutions of such equations are proved.

Ó ìîíîãðàôi¨ [1] çàäà÷i ïðî ðóõ â'ÿçêî¨ ði-
äèíè äîñëiäæóþòüñÿ íà îñíîâi âàðiàöiéíîãî
ðiâíÿííÿ äèíàìiêè. Â [2] âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
âèêëþ÷íî ìåòîä îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòóâà-
ííÿ, äëÿ æîäíî¨ ç ðîçãëÿíóòèõ òàì ãiäðîäè-
íàìi÷íèõ çàäà÷ âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ íå ç'ÿâ-
ëÿ¹òüñÿ. Â ðîáîòi [3] íà ïðèêëàäi çàäà÷, ðîç-
ãëÿíóòèõ â [2] i [4], ïîêàçàíî, ÿê âèêîðèñòàí-
íÿ âàðiàöiéíîãî ðiâíÿííÿ íà ïîðÿäîê ñêîðî-
÷ó¹ i ñïðîùó¹ ãðîìiçäêi âèêëàäêè. Ïîðiâíÿ-
ííÿ çãàäàíèõ ïiäõîäiâ âêàçó¹ íà äîöiëüíiñòü
âèêîðèñòàííÿ âàðiàöiéíîãî ðiâíÿííÿ, ñïðîáè
éîãî îáiéòè ïðèâîäÿòü äî óñêëàäíåíü i ìåíø
ïîâíîãî äîñëiäæåííi çàäà÷i. Çàóâàæèìî, ùî
âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ ðóõó � öå àíàëiòè÷íèé
çàïèñ ïðèíöèïà Äàëàìáåðà�Ëàãðàíæà i âî-
íî ìà¹ ñàìîñòiéíèé iíòåðåñ.

Â ðîáîòi, ÿêà ïðîïîíó¹òüñÿ íèæ÷å, ðîç-
ãëÿíóòà ãiäðîñèñòåìà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç àá-
ñîëþòíî òâåðäîãî òiëà, ùî îáåðòà¹òüñÿ íàâ-
êîëî ôiêñîâàíî¨ îñi i ìà¹ ïîðîæíèíó, çàïîâ-
íåíó ðiäèíîþ. Íà îñíîâi êëàñè÷íèõ ðiâíÿíü
ðóõó äàíî¨ ãiäðîñèñòåìè âèâîäÿòüñÿ áiëüø
çàãàëüíi âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ (ðiâíÿííÿ ðî-
áiò) i îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ ðóõó. Ôîðìóëþþ-
òüñÿ i äîâîäÿòüñÿ ðåçóëüòàòè ïðî iñíóâàííÿ
òà âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ðiâíÿíü.

Àáñîëþòíî òâåðäå òiëî, ùî îáåðòà¹òüñÿ
íàâêîëî ôiêñîâàíî¨ îñi iç ñòàëîþ êóòîâîþ
øâèäêiñòþ ω0, ìà¹ ïîðîæíèíó, ïîâíiñòþ àáî
÷àñòêîâî çàïîâíåíó íåîäíîðiäíîþ, â'ÿçêîþ,

íåñòèñëîþ ðiäèíîþ. Â ïðÿìîêóòíié äåêàðòî-
âié ñèñòåìi êîîðäèíàò, ÿêà æîðñòêî çâ'ÿçàíà
ç òiëîì, ïîðîæíèíi âiäïîâiäà¹ îáëàñòü G ⊂
R3. Ãiäðîìåõàíi÷íà ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ â
ïîòåíöiàëüíîìó ñèëîâîìó ïîëi ∇U(x), äå
ôóíêöiÿ U(x) äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåöi-
éîâàíà, à ìîäóëü |∇U(x)| îáìåæåíèé çâåð-
õó òà çíèçó äîäàòíèìè ñòàëèìè. Ïîçíà÷è-
ìî n(x) = ∇U(x)/|U(x)|. Â ñòàíi ðiâíîâàãè
òèñê P0(x) i ùiëüíiñòü ρ0(x) çâ'ÿçàíi ðiâíÿí-
íÿì ∇P0(x) = ρ0(x)∇U(x). Ïðèïóñêà¹òüñÿ,
ùî ùiëüíiñòü ρ0(x) ìà¹ (åêâiïîòåíöiàëüíó)
ïîâåðõíþ ðîçðèâó Γ, çà ìåæàìè ÿêî¨, òîá-
òî íà G\Γ ¨¨ ãðàäi¹íò ¹ íåïåðåðâíîþ äî
ìåæi ôóíêöi¹þ. Ùiëüíiñòü ρ0(x) ¹ ñòàëîþ
íà åêâiïîòåíöiàëüíèõ ïîâåðõíÿõ i âåêòîðè
∇U(x) i ∇ρ0(x) êîëiíåàðíi. Ñòàí ðiâíîâàãè
ïðèðîäíî ââàæàòè ñòiéêèì:∇U(x)·∇ρ0(x) ≥
0 (òóò i äàëi êðàïêîþ ïîçíà÷à¹òüñÿ ñêàëÿð-
íèé äîáóòîê â R3).

Ðîçãëÿäàþòüñÿ ìàëi ðóõè ðiäèíè â ïîðî-
æíèíi, áëèçüêi äî ñòàíó ðiâíîâàãè. Íåõàé
u(x, t) � íåñòàöiîíàðíå âåêòîðíå ïîëå âiä-
õèëåíü ðiäèíè âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, à
p(x, t) � âiäõèëåííÿ òèñêó â ðiäèíi âiä òè-
ñêó ðiâíîâàãè P0(x). Òàêèì ÷èíîì, ÷àñòèíêà
ðiäèíè, ÿêà â ïîëîæåííi ðiâíîâàãè çíàõîäè-
ëàñÿ â òî÷öi x, â ìîìåíò ÷àñó t çíàõîäèòüñÿ
â òî÷öi x+u(x, t). Â'ÿçêiñòü µ(t) ¹ âèìiðíîþ
ôóíêöi¹þ ÷àñó, îáìåæåíîþ çâåðõó òà çíèçó
äîäàòíèìè ÷èñëàìè.

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2006. Âèïóñê 288. Ìàòåìàòèêà. 111



Çàïèøåìî êëàñè÷íi ëiíåàðèçîâàíi ðiâíÿí-
íÿ ðóõó ðiäèíè. Øòðèõîì ïîçíà÷à¹òüñÿ ïî-
õiäíà ïî t. Äèâåðãåíöiÿ, ãðàäi¹íò òà îïåðà-
òîð Ëàïëàñà îá÷èñëþþòüñÿ ïî ïðîñòîðîâèõ
çìiííèõ. Â îáëàñòi G ìà¹ìî ðiâíÿííÿ íåñòèñ-
ëîñòi ∇u(x, t) = 0, à â îáëàñòi G\Γ � ðiâíÿ-
ííÿ äèíàìiêè

ρ0(x)u′′(x, t)− µ(t)4u′(x, t)+

+2ρ0(x)(ω0 × u′(x, t))+

+(∇ρ0(x) · u(x, t))∇U(x)+

+∇p(x, t) = f(x, t).

Íà ìåæi S îáëàñòi G âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ïðè-
ëèïàííÿ u(x, t) = 0, à íà ïîâåðõíi Γ � äèíà-
ìi÷íà óìîâà

[τ ]Γn = a(x)ζu(x, t)n− h(x, t)n.

Òóò τ � òåíçîð íàïðóãè iç êîìïîíåíòàìè τij,
ðiâíèìè

p(x, t)δij − µ(t)

(
∂u′i
∂xj

(x, t) +
∂u′j
∂xi

(x, t)

)
,

[τ ]Γ � éîãî ñòðèáîê íà ïîâåðõíi Γ, ÿêèé îá-
÷èñëþ¹òüñÿ ó âiäïîâiäíîñòi iç âèáîðîì íîð-
ìàëi n(x), a(x) = [ρ0(x)]Γ|∇U(x)| � ôóí-
êöiÿ, çàäàíà íà ïîâåðõíi Γ (ñòðèáîê [ρ0(x)]Γ
¹ ñòàëîþ íà çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíòàõ ïîâåðõíi
Γ, ïðè éîãî îá÷èñëåííi íà âiëüíié ïîâåðõíi
ââàæà¹ìî ùiëüíiñòü íóëüîâîþ â òié ÷àñòèíi
ïîðîæíèíè, äå ðiäèíà âiäñóòíÿ), ζu(x, t) =
u(x, t) · n(x) � íîðìàëüíà ñêëàäîâà ïîëÿ
u(x, t) íà ïîâåðõíi Γ. Â ðiâíÿííÿõ äèíàìiêè
f(x, t) i h(x, t) � çàäàíi âiäïîâiäíî âåêòîð-
íà òà ñêàëÿðíà ôóíêöi¨, ÿêi ïðåäñòàâëÿþòü
ìàëi çîâíiøíi ñèëè, ùî äiþòü íà ñèñòåìó.

Öi ðiâíÿííÿ äîïîâíþþòüñÿ ïî÷àòêîâèìè
óìîâàìè:

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = v0(x).

Óâåäåìî äâà ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðè V i
H ([1], ñ.13). Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî, ÿê
çàâæäè, L2(G) � öå ïðîñòið âèìiðíèõ íà
G ôóíêöié ç iíòåãðîâíèì êâàäðàòîì ìîäó-
ëÿ, à H1(G) � öå ïðîñòið ôóíêöié, ÿêi ìà-
þòü óçàãàëüíåíi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó â

L2(G). Ïðîñòið H � öå çàìèêàííÿ â ïðîñòî-
ði (L2(G))3 ëiíåàëà âåêòîðíèõ ïîëiâ, ÿêi ñî-
ëåíî¨äàëüíi â G i ìàþòü íåñêií÷åííî äèôå-
ðåíöiéîâíi ôiíiòíi êîìïîíåíòè. Ñêàëÿðíèé
äîáóòîê â ïðîñòîði H çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

(u,w)H =

∫

G

ρ0(x)u(x) · w(x)dx.

Ïðîñòið V � öå çàìèêàííÿ òîãî æ ñàìîãî
ëiíåàëà â ïðîñòîði (H1(G))3. Ñêàëÿðíèé äî-
áóòîê ââîäèìî íàñòóïíèì ÷èíîì: (v, w)V =
1/2 E(v, w), äå E(v, w) � áiëiíiéíà ôîðìà
∫

G

3∑
i=1

3∑
j=1

(
∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

) (
∂wi

∂xj

+
∂wj

∂xi

)
dx.

Ç äîïîìîãîþ íåðiâíîñòi Êîðíà äîâîäèòüñÿ,
ùî âñi àêñiîìè ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèêîíó-
þòüñÿ. Ñêàëÿðíi äîáóòêè â ïðîñòîðàõ H i V
� öå áiëiíiéíi ôîðìè, ÿêi ç'ÿâëÿþòüñÿ äàëi
ó âàðiàöiéíîìó ðiâíÿííi ðóõó äàíî¨ ãiäðîñè-
ñòåìè.

Âåêòîðíå ïîëå w ç ïðîñòîðó V ìà¹ íà Γ
íîðìàëüíó ñêëàäîâó ζw(x) = w(x) ·n(x) âíà-
ñëiäîê òåîðåìè ïðî ñëiäè. Äëÿ q(x) ç ïðî-
ñòîðó H1(G\Γ) i w(x) ç ïðîñòîðó V ¹ âiðíîþ
ðiâíiñòü

∫

G

∇q(x) · w(x)dx =

∫

Γ

[q(x)]Γζw(x)dσ.

Àëå ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi iñíó¹ òàêîæ äëÿ
w ∈ H i â öüîìó âèïàäêó òàêîæ çàëåæèòü
òiëüêè âiä ñòðèáêà [q(x)]Γ, ùî âèïëèâà¹ iç
ùiëüíîñòi V â H. Äëÿ ïîëiâ w ∈ H ëiâà
÷àñòèíà ïðèéìà¹òüñÿ çà îçíà÷åííÿ äëÿ ïðà-
âî¨. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ w ∈ H íîðìàëüíà
ñêëàäîâà ζw(x) íà Γ ââîäèòüñÿ ÿê ôóíêöiî-
íàë (óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ). Áiëüø òî÷íî, öå
ôóíêöiîíàë, âèçíà÷åíèé äàíîþ ðiâíiñòþ íà
ôóíêöiÿõ âèäó [q(x)]Γ, äå q ∈ H1(G\Γ).

Íåõàé V ′ � ïðîñòið, ñïðÿæåíèé äî V .
Îñêiëüêè V ⊂ H i ïðîñòið V âêëàäåíèé â
ïðîñòið H íåïåðåðâíî òà ùiëüíî, òî H ⊂
V ′, äå âêëàäåííÿ òàêîæ íåïåðåðâíå òà ùiëü-
íå. Ïðîñòîðè V i V ′ óòâîðþþòü îñíàùåííÿ
ïðîñòîðó H. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê ïðîñòîðó
H äîâèçíà÷à¹òüñÿ ïî íåïåðåðâíîñòi òàê, ùî
(u, f)H = (f, u)H ìà¹ ñåíñ äëÿ u ∈ V i f ∈ V ′.
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Îïåðàòîð Ðiññà J , ùî ëiíiéíî òà íåïåðåðâíî
äi¹ ç V â V ′, âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì
(Ju, w)H = (u,w)V . Âií içîìåòðè÷íèé òà ái¹-
êòèâíèé.

Óçàãàëüíþþ÷è ñôîðìóëüâàíi âèùå êëà-
ñè÷íi óìîâè íåñòèñëîñòi òà ïðèëèïàííÿ, áó-
äåìî ââàæàòè äàëi, ùî íåñòàöiîíàðíå âå-
êòîðíå ïîëå âiäõèëåíü u(x, t) ïðè êîæíî-
ìó ôiêñîâàíîìó t, ÿê ôóíêöiÿ çìiííî¨ x, ¹
åëåìåíòîì ïðîñòîðó V . Áóäåìî ïîçíà÷àòè
öåé åëåìåíò u(t). Àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ u(t)
iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði V îïèñó¹ ðóõ ði-
äèíè òàê ñàìî, ÿê i íåñòàöiîíàðíå âåêòîðíå
ïîëå u(x, t).

Äî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ ðóõó äàíî¨ ãi-
äðîäèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ïåðåõîäèìî çà äâà
êðîêè, âñòàíîâëþþ÷è ñïî÷àòêó âàðiàöiéíå
ðiâíÿííÿ ðóõó i âèêîðèñòîâóþ÷è äàëi çà-
ãàëüíi ðåçóëüòàòè ïðî áiëiíiéíi ôîðìè.

Ùîá âèâåñòè âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ, äîìíî-
æèìî ñêàëÿðíî â R3 ðiâíÿííÿ äèíàìiêè íà
âåêòîðíå ïîëå w(x) ç ïðîñòîðó V , à ðåçóëü-
òàò ïðîiíòåãðó¹ìî ïî îáëàñòi G. Â îäåð-
æàíié iíòåãðàëüíié òîòîæíîñòi iíòåãðàë, ùî
ìiñòèòü ∇p(x, t), çàìiíþ¹ìî, êîðèñòóþ÷èñü
ôîðìóëîþ

∫

G

∇p(x, t) · w(x)dx =

∫

Γ

[p(x, t)]Γζw(x)dσ,

à iíòåãðàë, ùî ìiñòèòü 4u′(x, t), ïåðåòâîðþ-
¹ìî, êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ
∫

G

(∇(∇v(x))) ·w(x)dx+

∫

G

4v(x) ·w(x)dx =

=

∫

Γ

3∑
i=1

3∑
j=1

[
∂vi

∂xj

(x) +
∂vj

∂xi

(x)

]

Γ

wj(x)nidσ−

−1

2
E(v, w).

Ïiñëÿ öüîãî, âðàõîâóþ÷è äèíàìi÷íó óìîâó
íà ïîâåðõíi Γ, îäåðæó¹ìî âàðiàöiéíå ðiâíÿ-
ííÿ ∫

G

ρ0(x)u′′(x, t) · w(x)dx+

+
1

2
µ(t) E(u′(x, t), w(x)) +

+2

∫

G

ρ0(x)(ω0 × u′(x, t)) · w(x)dx +

+

∫

G

(∇ρ0(x) · u(x, t))(∇U(x) · w(x))dx+

+

∫

Γ

a(x)ζu(x, t)ζw(x)dσ =

=

∫

G

f(x, t) · w(x)dx +

∫

Γ

h(x, t)ζw(x)dσ.

Äàëi ïåðåõîäèìî äî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ.
ßê ïîêàçó¹ íåñêëàäíå îöiíþâàííÿ, áiëiíiéíi
ôîðìè

A(v, w) = 2

∫

G

ρ0(x)(ω0 × v(x)) · w(x)dx

i

B(u,w) =

∫

G

(∇ρ0(x) · u(x))(∇U(x) · w(x))dx

âèçíà÷åíi i íåïåðåðâíi íà H × H. Çà òåîðå-
ìîþ ïðî çâ'ÿçîê ìiæ íåïåðåðâíèìè áiëiíié-
íèìè ôîðìàìè òà ëiíiéíèìè íåïåðåðâíèìè
îïåðàòîðàìè iñíóþòü òàêi ëiíiéíi òà íåïå-
ðåðâíi îïåðàòîðè A i B â ïðîñòîði H, ùî
öi ôîðìè äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî (Av,w)H i
(Bu, w)H . Áiëiíiéíà ôîðìà

C(u,w) =

∫

Γ

a(x)ζu(x)ζw(x)dσ

âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà íà ïðÿìîìó äîáóòêó
V ×H, ùî âèïëèâà¹ ç òàêîãî ¨¨ çàïèñó:

C(u,w) =

∫

G

∇(ρ0(x)(u(x) · ∇U(x)) · w(x)dx.

Ùîá îäåðæàòè öåé çàïèñ, ìè âèêîðèñòà-
ëè äàíå âèùå îçíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ñêëà-
äîâî¨ ζw(x) ÿê ôóíêöiîíàëà. Òóò ôóí-
êöiÿ ρ0(x)(u(x) · ∇U(x)) íàëåæèòü ïðîñòî-
ðó H1(G\Γ). Çà òåîðåìîþ ïðî çâ'ÿçîê ìiæ
ôîðìàìè òà îïåðàòîðàìè áiëiíiéíà ôîðìà
C(u,w) äîðiâíþ¹ (Cu, w)H , äå ëiíiéíèé òà
íåïåðåðâíèé îïåðàòîð C äi¹ ç V â H.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ôiêñîâàíèõ çíà÷åíü
t ïî çìiííié x âåêòîðíå ïîëå f(x, t) íàëå-
æèòü ïðîñòîðó (L(G))3, à ôóíêöiÿ h(x, t) �
ïðîñòîðó L2(Γ). Òîäi ïðàâà ÷àñòèíà âàðià-
öiéíîãî ðiâíÿííÿ ïðè ôiêñîâàíîìó t áóäå ëi-
íiéíèì òà íåïåðåðâíèì ôóíêöiîíàëîì F (t)
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ïî çìiííié w ∈ V . Ïðàâà ÷àñòèíà áóäå ðiâ-
íîþ (F (t), w)H � çíà÷åííþ öüîãî ôóíêöiî-
íàëà íà w.

Ç äîïîìîãîþ îïåðàòîðiâ A, B, C i ââåäå-
íîãî ðàíiøå îïåðàòîðà J âàðiàöiéíå ðiâíÿí-
íÿ çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

(u′′(t), w)H + µ(t)(Ju′(t), w)H + (Au′(t), w)H+

+(Bu(t), w)H + (Cu(t), w)H = (F (t), w)H .

Âðàõîâóþ÷è, ùî w � äîâiëüíèé åëåìåíò ç
ïðîñòîðó V , îäåðæó¹ìî îïåðàòîðíå ðiâíÿí-
íÿ ðóõó äàíî¨ ãiäðîìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè:

u′′(t) + µ(t)Ju′(t) + Au′(t)+

+Bu(t) + Cu(t) = F (t). (1)
Ðiâíÿííÿ äîïîâíþ¹òüñÿ ïî÷àòêîâèìè óìî-
âàìè

u(0) = u0, u′(0) = v0. (2)
Ïîçíà÷èìî L2(0, T ; V ′) � ãiëüáåðòîâèé

ïðîñòið âèìiðíèõ ôóíêöié iç çíà÷åííÿìè â
ïðîñòîði V ′, ÿêi âèçíà÷åíi íà [0, T ] i ìà-
þòü iíòåãðîâíèé íà öüîìó âiäðiçêó êâà-
äðàò íîðìè. Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïðî-
ñòið L2(0, T ; V ).

Íåõàé S(t) âèçíà÷åíà íà [0, T ] òà îáìå-
æåíà çà íîðìîþ îïåðàòîð-ôóíêöiÿ, çíà÷åí-
íÿìè ÿêî¨ ¹ ëiíiéíi òà íåïåðåðâíi îïåðàòî-
ðè, ùî äiþòü ç H â V ′. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî
äëÿ äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ íà [0, T ] ôóíêöi¨ u(t)
iç çíà÷åííÿìè â H áóäå âèìiðíîþ ôóíêöiÿ
S(t)u(t). Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ îïåðàòîð-
ôóíêöiÿ T (t), àëå ¨¨ çíà÷åííÿìè ¹ îïåðàòîðè,
ùî äiþòü ç V â V ′. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

u′′(t) + µ(t)Ju′(t)+

+S(t)u′(t) + T (t)u(t) = F (t) (3)
ðàçîì ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (2).

Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè íàâåäåíî â
ðîáîòi [5].

Òåîðåìà 1. Íåõàé ôóíêöiÿ F (t) íàëå-
æèòü L2(0, T ; V ′), à u0 ∈ V i v0 ∈ H. Òî-
äi iñíó¹ i òiëüêè îäíà íåïåðåðâíà íà [0, T ]
ôóíêöiÿ u(t) iç çíà÷åííÿìè â V , òàêà, ùî:

1) óçàãàëüíåíà ïîõiäíà u′(t) íàëåæèòü
ïðîñòîðó L2(0, T ; V ) i òàêîæ ¹ íåïåðåðâíîþ
íà [0, T ] ôóíêöi¹þ iç çíà÷åííÿìè â H;

2) ôóíêöiÿ u(t) çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâi
óìîâè (2) i â ðîçóìiííi òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ
ôóíêöié çàäîâîëüíÿ¹ íà (0, T ) ðiâíÿííÿ (3).

Çàóâàæèìî, ùî â ïðîñòîði H ôóíêöiÿ u(t)
ìà¹ êëàñè÷íó ïîõiäíó.

Ðiâíÿííÿ (1) � öå ÷àñòèííèé âèïàäîê ðiâ-
íÿííÿ (3), òîìó äëÿ çàäà÷i (1), (2) ¹ âiðíîþ
ñôîðìóëüîâàíà òåîðåìà.

Äëÿ äîâiëüíîãî α ≥ 0 ââåäåìî ãiëüáåð-
òîâèé ïðîñòið Vα ÿê îáðàç ïðîñòîðó H ïðè
âiäîáðàæåííi J−α/2 iç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì,
ÿêèé ïåðåíîñèòüñÿ ç H â Vα öèì âiäîáðàæå-
ííÿì. Ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið V−α âèçíà÷èìî
ÿê ñïðÿæåíèé äî Vα. Îäåðæàëè øêàëó ãiëü-
áåðòîâèõ ïðîñòîðiâ Vα, äå α ∈ R. Âèêîíóþ-
òüñÿ ðiâíîñòi V1 = V , V0 = H i V−1 = V ′.
Îïåðàòîð J äîâèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì,
ùî äëÿ äîâiëüíîãî α éîãî çâóæåííÿ íà Vα+2

áóäå içîìåòðè÷íèì içîìîðôiçìîì ïðîñòîðiâ
Vα+2 i Vα.

Òåîðåìà 2. Íåõàé ôóíêöiÿ F (t) ìà¹ óçà-
ãàëüíåíó ïîõiäíó ç ïðîñòîðó L2(0, T ; V ′), à
ôóíêöiÿ µ(t) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíà íà
[0, T ]. Íåõàé u0 ∈ V , Jv0 ∈ H i F (0) ∈ H.
Òîäi ðîçâ'ÿçîê u(t) çàäà÷i (1), (2) ¹ ôóíêöi¹þ
iç çíà÷åííÿìè â V , òàêîþ, ùî:

1) ïîõiäíà u′(t) íåïåðåðâíà íà [0, T ] ÿê
ôóíêöiÿ iç çíà÷åííÿìè â V ;

2) óçàãàëüíåíà ïîõiäíà u′′(t) íàëåæèòü
ïðîñòîðó L2(0, T ; V ) i íåïåðåðâíà íà [0, T ],
ÿê ôóíêöiÿ iç çíà÷åííÿìè â H.

ßêùî äîäàòêîâî âèìàãàòè, ùî F (t) íå-
ïåðåðâíà íà [0, T ] ÿê ôóíêöiÿ iç çíà÷åííÿìè
â H, òî îäåðæèìî, ùî Ju′(t) íåïåðåðâíà íà
[0, T ] ÿê ôóíêöiÿ iç çíà÷åííÿìè â H.

Äîâåäåííÿ. Êîæíà ç ôóíêöié F (t),
Au′(t), Bu(t), Cu(t), Ju′(t) íåïåðåðâíà íà
[0, T ], ÿê ôóíêöiÿ iç çíà÷åííÿìè â V−2. Òî-
ìó âîíè âèçíà÷åíi â êîæíié òî÷öi âiäðiçêà
[0, T ]. ßêùî â (1) ïðèéíÿòè t = 0, òî îäåð-
æèìî ñïiââiäíîøåííÿ, âñi ÷ëåíè ÿêîãî, êðiì
u′′(0), âíàñëiäîê çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü íàëå-
æàòü ïðîñòîðó H. Òîìó w0 = u′′(0) ∈ H.
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Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíå ðiâíÿííÿ

v′′(t) + µ(t)Jv′(t) + Av′(t)+

+µ′(t)Jv(t) + Bv(t) + Cv(t) = F ′(t)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

v(0) = v0, v′(0) = w0.

Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïî-
ïåðåäíüî¨ òåîðåìè. Òîìó ðîçâ'ÿçîê v(t)
ìà¹ óçàãàëüíåíó ïîõiäíó v′(t) ç ïðîñòîðó
L2(0, T ; V ), ÿêà ¹ íåïåðåðâíîþ íà [0, T ] ôóí-
êöi¹þ iç çíà÷åííÿìè â H. Ðîçâ'ÿçîê u(t) çà-
äà÷i (1), (2) i ðîçâ'ÿçîê v(t) äîïîìiæíî¨ çà-
äà÷i çâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ

u(t) = u0 +

∫ t

0

v(s)ds.

Äëÿ ïiäòâåðäæåííÿ äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî
ôóíêöiÿ ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi òàêîæ ¹
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2). Ïî÷àòêîâi óìîâè
(2) âîíà, î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹. Ç îçíà÷åí-
íÿ åëåìåíòà w0 âèïëèâà¹, ùî âîíà çàäîâîëü-
íÿ¹ ðiâíÿííÿ (1) ïðè t = 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è
öåé ôàêò i iíòåãðóþ÷è äîïîìiæíå ðiâíÿííÿ
ïî âiäðiçêó [0, t], îäåðæó¹ìî, ùî âîíà çàäî-
âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1) íà [0, T ]. ßêùî äîäà-
òêîâî ìà¹ìî, ùî F (t) íåïåðåðâíà íà [0, T ]
ÿê ôóíêöiÿ iç çíà÷åííÿìè â H, òî â ðiâíÿí-
íi (1) âñi åëåìåíòè, êðiì Ju′(t), íåïåðåðâíi
íà [0, T ] ÿê ôóíêöi¨ iç çíà÷åííÿìè â H, òîìó
i Ju′(t) áóäå ìàòè òàêó âëàñòèâiñòü. Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Ïðîöèòó¹ìî ìîíîãðàôiþ [6, ñ.132]: ½Â
ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû îñíîâíóþ ðîëü
èãðàþò íå ìàññîâûå , à ïîâåðõíîñòíûå, ò.å.
ðàñïðåäåëåííûå íà ïîâåðõíîñòè ñïëîøíîé
ñðåäû ñèëû “. Ïîñòàíîâêà ðîçãëÿíóòî¨ íàìè
çàäà÷i ïåðåäáà÷à¹ âðàõóâàííÿ ïîâåðõíåâèõ
ñèë. Ôóíêöiÿ h(x, t) ïðåäñòàâëÿ¹ ñèëè, ÿêi
äiþòü íà ïîâåðõíi Γ. ßêùî ðiäèíà ÷àñòêîâî
çàïîâíþ¹ ïîðîæíèíó òâåðäîãî òiëà, òî ïåâ-
íà ÷àñòèíà Γ ¹ âiëüíîþ ïîâåðõíåþ. Áåç äîäà-
òêîâèõ óñêëàäíåíü ìîæíà òàêîæ ðîçãëÿäàòè
ïîâåðõíåâi ñèëè, ÿêi äiþòü íà iíøèõ ïîâåðõ-
íÿõ âñåðåäèíi ðiäèíè.

×àñòèííi âèïàäêè äîñëiäæåíî¨ âèùå çà-
äà÷i ðîçãëÿäàëèñÿ ðàíiøå ìåòîäîì îðòî-
ãîíàëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ i ìåòîäîì äîïîìi-
æíèõ çàäà÷ Ñ.Ã.Êðåéíà â ðîáîòàõ [2, 7�11].
Ïðè âèêîðèñòàííi öèõ âiäíîñíî ñêëàäíèõ
ïiäõîäiâ íàÿâíiñòü ïîâåðõíåâèõ ñèë âèêëþ-
÷àëàñü. Òàêèì ÷èíîì, ïîðiâíþâàòè ðåçóëü-
òàòè ìîæíà òiëüêè ïðè äîäàòêîâîìó ïðèïó-
ùåííi ïðî âiäñóòíiñòü ïîâåðõíåâèõ ñèë, ÿêå
îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ F (t) ïðèéìà¹ çíà÷åí-
íÿ ç ïðîñòîðó H. Çàóâàæèìî, ùî ðåçóëüòàò
òåîðåìè 2, ÿêèé ñòîñó¹òüñÿ öüîãî âèïàäêó,
íîâèé, òàêi óìîâè íà F (t) ðàíiøå íå ðîçãëÿ-
äàëèñÿ. Íàâåäåìî ùå îäèí ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Íåõàé F (t) íàëåæèòü ïðî-
ñòîðó L2(0, T ; V0), òîáòî L2(0, T ; H), à u0 ∈
V2 i v0 ∈ V1. Òîäi ðîçâ'ÿçîê u(t) çàäà÷i (1),
(2) íåïåðåðâíèé íà [0, T ] ÿê ôóíêöiÿ iç çíà-
÷åííÿìè â V2, à éîãî ïîõiäíà íàëåæèòü
ïðîñòîðó L2(0, T ; V2) i íåïåðåðâíà íà [0, T ]
ÿê ôóíêöiÿ iç çíà÷åííÿìè â V1. ßêùî, áiëü-
øå òîãî, â'ÿçêiñòü µ(t) ¹ ñòàëîþ, à F (t) çà-
äîâîëüíÿ¹ íà [0, T ] óìîâó Ãåëüäåðà ÿê ôóí-
êöiÿ iç çíà÷åííÿìè â H = V0 àáî ¹ íåïå-
ðåðâíîþ íà [0, T ] ôóíêöi¹þ iç çíà÷åííÿìè â
Vα ïðè äåÿêîìó α > 0, òî ïîõiäíà u′(t) íå-
ïåðåðâíà [0, T ] ÿê ôóíêöiÿ iç çíà÷åííÿìè â
V2.

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ (1) ó
âèãëÿäi

u′′(t) + µ(t)Ju′(t) = F1(t), (4)
äå

F1(t) = F (t)− Au′(t)−Bu(t)− Cu(t).

Ôóíêöiÿ F1(t) íàëåæèòü êëàñó L2(0, T ; V0),
îñêiëüêè Au′(t), Bu(t) i Cu(t) íåïåðåðâíi íà
[0, T ] ÿê ôóíêöi¨ iç çíà÷åííÿìè â V0. Ôóíêöiÿ
u(t) ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4), (2). Òåî-
ðåìà 1 ñôîðìóëüîâàíà äëÿ òðiéêè ïðîñòîðiâ
V ⊂ H ⊂ V ′. Àëå âîíà ìîæå áóòè çàñòîñîâà-
íà äî òðiéêè V2 ⊂ V1 ⊂ V0, îñêiëüêè iñíó¹ içî-
ìåòðè÷íèé içîìîðôiçì öèõ òðiéîê. Içîìîð-
ôiçì çäiéñíþ¹ îïåðàòîð J−1/2. Öèì äîâåäåíà
ïåðøà ÷àñòèíà òåîðåìè.

ßêùî âèêîíóþòüñÿ äîäàòêîâi óìîâè, òî
(äèâ. [12]) ðîçâ'ÿçîê u0(t) ðiâíÿííÿ

u′′(t) + µJu′(t) = F (t),
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ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ íóëüîâi ïî÷àòêîâi óìîâè, ¹
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíîþ íà [0, T ] ôóí-
êöi¹þ iç çíà÷åííÿìè â V2. Éîãî äðóãà ïîõi-
äíà ¹ íåïåðåðâíîþ íà [0, T ] ôóíêöi¹þ iç çíà-
÷åííÿìè â V0. Âèêîíóþ÷è â çàäà÷i (1), (2)
çàìiíó íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ u(t) íà u(t)+u0(t),
îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

u′′(t) + µ(t)Ju′(t) + Au′(t) + Bu(t) + Cu(t) =

= −Au′0(t)−Bu0(t)− Cu0(t)

ç òèìè æ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (2). Ïðàâà
÷àñòèíà öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ íåïåðåðâíî äèôå-
ðåíöiéîâàíîþ ôóíêöi¹þ iç çíà÷åííÿìè â V0,
òîìó çà òåîðåìîþ 2 ôóíêöiÿ Ju′(t) íåïåðåðâ-
íà íà [0, T ] ÿê ôóíêöiÿ iç çíà÷åííÿìè â H, à
u′(t) � â V2. Òåîðåìà äîâåäåíà.

×àñòèííèé âèïàäîê äîñëiäæåíî¨ âèùå ãi-
äðîñèñòåìè äëÿ êîíêðåòíîãî çîâíiøíüîãî
ñèëîâîãî ïîëÿ ∇U(x), ïðè äîäàòêîâèõ ïðè-
ïóùåííÿõ ïðî ìåæó îáëàñòi G i ðîçïîäië
ùiëüíîñòi ρ0(x) ðîçãëÿäàâñÿ â [10] äëÿ F (t),
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà.
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