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ÒÅÎÐÅÌÀ ÏÐÎ ÍÅÐÓÕÎÌÓ ÒÎ×ÊÓ ÄËß c-ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ
ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ Ó ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ ÎÁÌÅÆÅÍÈÕ ×ÈÑËÎÂÈÕ

ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒÅÉ
Íàâåäåíî òåîðåìó ïðî íåðóõîìó òî÷êó äëÿ c-íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòîði

lp(Z,R), 1 ≤ p ≤ ∞.

A �xed point theorem for a c-continuous mappings in the space lp(Z,R), 1 ≤ p ≤ ∞, are
obtained.

1. c-Íåïåðåðâíi îïåðàòîðè.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç lp = lp(Z,R) áàíàõiâ

ïðîñòið óñiõ âiäîáðàæåíü x : Z −→ R, äëÿ
êîæíîãî ç ÿêèõ sup

n∈Z
|x(n)| < ∞, ÿêùî p = ∞,

i
∑

n∈Z
|x(n)|p < ∞, ÿêùî p ∈ [1,∞), ç íîðìîþ

‖x‖lp =

=





sup
n∈Z

|x(n)|, ÿêùî p = ∞,
(∑

n∈Z
|x(n)|p

)1/p

, ÿêùî p ∈ [1,∞).

Äëÿ ìíîæèíè M ⊂ Z âèçíà÷èìî îïåðà-
òîð IM : lp −→ lp ðiâíiñòþ

(IMx)(n) =

{
x(n), ÿêùî n ∈ M,
0, ÿêùî n ∈ Z \M,

äå x ∈ lp.
Ãîâîðèòèìåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü xk ∈ lp,

k ∈ N, ëîêàëüíî çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà
x ∈ lp ïðè k →∞, i ïîçíà÷àòèìåìî

xk
ëîê., lp−−−−→ x ïðè k →∞,

ÿêùî öÿ ïîñëiäîâíiñòü îáìåæåíà i

lim
k→∞

‖IM(xk − x)‖lp = 0

äëÿ êîæíî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè M ⊂ Z.
Îïåðàòîð F : lp −→ lp íàçèâàòèìåìî

c-íåïåðåðâíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ lp
i ïîñëiäîâíîñòi xk ∈ lp, k ∈ N, äëÿ ÿêèõ

xk
ëîê., lp−−−−→ x ïðè k → ∞, âèïëèâà¹, ùî

Fxk
ëîê., lp−−−−→ Fx ïðè k →∞.

Ïîíÿòòÿ c-íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà áóëî
ââåäåíî (íà ìîâi "ε, δ") Å. Ìóõàìàäi¹âèì [1]
ïðè äîñëiäæåííi äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòî-
ðiâ, i áóëî ïðîäîâæåíî éîãî âèâ÷åííÿ â [2]�
[9] òà iíøèõ ðîáîòàõ. Ðîçãëÿíóòå âèùå îçíà-
÷åííÿ c-íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà áóëî ââåäå-
íî àâòîðîì (äèâ., íàïðèêëàä, [10,11]).

Çàóâàæèìî, ùî c-íåïåðåðâíèé îïåðàòîð
ìîæå íå áóòè íåïåðåðâíèì.

Ïðèêëàä 1. Îïåðàòîð A : l∞ −→ l∞, âè-
çíà÷åíèé ðiâíiñòþ

(Ax)(n) = {nx(n)}, n ∈ Z,

äå {nx(n)} � äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà nx(n),
î÷åâèäíî, ¹ c-íåïåðåðâíèì. Îäíàê, ó òî÷öi
x = 0 äëÿ A ïîðóøó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü íåïå-
ðåðâíîñòi. Ñïðàâäi,

A0 = 0

i äëÿ åëåìåíòiâ xm ∈ l∞, m ∈ N, äå

xm(n) =
1

m + 1
äëÿ âñiõ n ∈ Z,

âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
1

2
≤ ‖Axm‖l∞ < 1,

lim
m→∞

‖xm‖l∞ = 0,

lim
m→∞

‖Axm‖l∞ 6= ‖A0‖l∞ .
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2. Ìíîæèíè cllpS i cl ëîêlp
S.

Äëÿ ìíîæèíè S ⊂ lp ïîçíà÷èìî ÷åðåç
cl ëîêlp

S ìíîæèíó âñiõ òàêèõ åëåìåíòiâ x ïðî-
ñòîðó lp, äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ iñíó¹ ïîñëiäîâ-
íiñòü xk ∈ S, k ≥ 1, ùî xk

ëîê., lp−−−−→ x ïðè
k → ∞. Çàìèêàííÿ ìíîæèíè S ó ïðîñòîði
lp ïîçíà÷èìî ÷åðåç cllpS.

Çàóâàæèìî, ùî cllpS ⊂ cl ëîêlp
S äëÿ êîæíî-

ãî ïðîñòîðó lp, 1 ≤ p ≤ ∞, i ìíîæèíè
cl ëîêlp

S i cllpS ìîæóòü íå çáiãàòèñÿ.
Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî åëåìåíòè

ek(n) =

{
1, ÿêùî n = k,
0, ÿêùî n 6= k,

k ∈ N,

ïðîñòîðó lp, 1 ≤ p ≤ ∞.
Î÷åâèäíî, ùî

cllp{ek : k ∈ N} = {ek : k ∈ N},
0 ∈ cl ëîêlp {ek : k ∈ N}

i
0 6∈ cllp{ek : k ∈ N}.

Îòæå,
cl ëîêlp {ek : k ∈ N} 6= cllp{ek : k ∈ N}.

3. Îñíîâíi çàäà÷à i òåîðåìà.
Äàëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîíÿòòÿ îïó-

êëî¨ ìíîæèíè, îïóêëî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè i
çàìêíåíî¨ îïóêëî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè. Íàãà-
äà¹ìî, ùî ïiäìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî âå-
êòîðíîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ x ∈ A, y ∈ A
i ÷èñåë λ ≥ 0, µ ≥ 0 (λ + µ = 1) âåêòîð
λx + µy ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè A. Îïóêëîþ
îáîëîíêîþ ìíîæèíè A íàçèâà¹òüñÿ ìíîæè-
íà
co A =

⋃
x,y∈A

{λx+µy : λ ≥ 0, µ ≥ 0, λ+µ = 1}.

Çàìêíåíîþ îïóêëîþ îáîëîíêîþ ìíîæèíè A
íàçèâà¹òüñÿ çàìèêàííÿ ¨¨ îïóêëî¨ îáîëîíêè,
òîáòî ìíîæèíà clX co A.

Âàæëèâîþ â íåëiíiéíîìó ôóíêöiîíàëüíî-
ìó àíàëiçi ¹

Òåîðåìà 1 (Øàóäåð [12,13]). ßêùî Ω �
çàìêíåíà îïóêëà îáìåæåíà ïiäìíîæèíà áà-
íàõîâîãî ïðîñòîðó X i F : Ω −→ Ω � öiëêîì

íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, òî òîäi F ìà¹ íåðó-
õîìó òî÷êó.

Ìåòîþ öi¹¨ ñòàòòi ¹ âñòàíîâëåííÿ àíàëîãà
òåîðåìè 1 äëÿ c-íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî
äiþòü ó ïðîñòîði lp.

Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 2. Íåõàé:

1) 1 ≤ p ≤ ∞;
2) V � îáìåæåíà îïóêëà ïiäìíîæèíà ïðî-
ñòîðó lp;
3) cl ëîêlp

V = V ;
4) N : V −→ V � c-íåïåðåðâíèé îïåðàòîð.

Òîäi iñíó¹ õî÷à á îäíà òî÷êà x ∈ V , òàêà,
ùî

Nx = x.

Âñòàíîâëþ¹òüñÿ öÿ òåîðåìà çà äîïîìî-
ãîþ òåîðåìè 1 i íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1 ([14]). Äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨
ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ xk ∈ lp, k ∈ N,
iñíóþòü òàêi ñòðîãî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâ-
íiñòü ÷èñåë kl ∈ N, l ∈ N i åëåìåíò x ∈ lp,
ùî

xkl

ëîê., lp−−−−→ x ïðè l →∞
i

‖x‖lp ≤ sup
k≥1

‖xk‖lp .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Ðîçãëÿíåìî
ìíîæèíè Mk = [−k, k]∩Z, k ∈ N. Âèêîðèñòà-
¹ìî îïåðàòîðè IMk

, k ∈ N, ùî âèçíà÷àþòüñÿ
àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, ÿê i îïåðàòîð IM . Ç óìîâ
òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî IMk

lp � ñêií÷åííîâè-
ìiðíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó lp, IMk

V � îáìå-
æåíà çàìêíåíà îïóêëà ïiäìíîæèíà ïðîñòî-
ðó lp i îïåðàòîð IMk

N íåïåðåðâíèé íà V äëÿ
êîæíîãî k ∈ N. Òîìó ìíîæèíè IMk

V , k ∈ N,
¹ êîìïàêòíèìè. Îòæå, äëÿ êîæíîãî k ∈ N
iñíóþòü åëåìåíòè x1,k ∈ V , . . . , xν(k),k ∈ V òà-
êi, ùî ìíîæèíà

{
IMk

x1,k, . . . , IMk
xν(k),k

}
áóäå

ñêií÷åííîþ 1

2k
-ñiòêîþ ìíîæèíè IMk

V [15],
òîáòî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ IMk

V iñíó¹ õî-
÷à á îäíà òî÷êà a ∈ {

IMk
x1,k, . . . , IMk

xν(k),k

}
,

äëÿ ÿêî¨

‖x− a‖lp ≤
1

2k
.
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Ïîêðè¹ìî ìíîæèíó IMk
V âiäêðèòèìè êóëÿ-

ìè S1,k,. . .,Sν(k),k ðàäióñà 1

k
iç öåíòðàìè âiä-

ïîâiäíî â òî÷êàõ IMk
x1,k, . . . , IMk

xν(k),k.
Íåõàé íåïåðåðâíi ôóíêöi¨

ψ1,k(x), . . . , ψν(k),k(x)

óòâîðþþòü ðîçáèòòÿ îäèíèöi íà ìíîæèíi
IMk

V [13,16], óçãîäæåíi ç ïîêðèòòÿì IMk
V

êóëÿìè S1,k,. . .,Sν(k),k, òîáòî

ψi,k(x) ≥ 0,

ν(k)∑
i=1

ψi,k(x) = 1 äëÿ x ∈ IMk
V

i
ψi,k(x) = 0 äëÿ x ∈ IMk

V \ Si,k.

Âèçíà÷èìî ðiâíiñòþ

Nkx =

ν(k)∑
i=1

ψi,k(IMk
Nx)xi,k

íåïåðåðâíèé îïåðàòîð Nk : V −→ lp. Î÷åâè-
äíî, ùî äëÿ âñiõ x ∈ V

Nkx ∈ co
{
x1,k, . . . , xν(k),k

}
, (1)

i
‖Nkx−Nx‖lp =

=

∥∥∥∥∥∥

ν(k)∑
i=1

ψi,k(IMk
Nx)[xi,k −Nx]

∥∥∥∥∥∥
lp

.

ßêùî
ψi,k(IMk

Nx) > 0,

òî
IMk

Nx ∈ Si,k

i
‖xi,k −Nx‖lp <

1

k
.

Îòæå,

‖Nkx−Nx‖lp <
1

k
äëÿ âñiõ x ∈ V . (2)

Îñêiëüêè ìíîæèíà
{
x1,k, . . . , xν(k),k

}
ìiñ-

òèòü ñêií÷åííå ÷èñëî åëåìåíòiâ, òî çàìêíå-
íà îïóêëà îáîëîíêà öi¹¨ ìíîæèíè çáiãà¹òüñÿ
ç co

{
x1,k, . . . , xν(k),k

}
i co

{
x1,k, . . . , xν(k),k

}
¹

êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ. Òàêîæ íà ïiäñòàâi
(1) ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Nk co
{
x1,k, . . . , xν(k),k

} ⊂

⊂ co
{
x1,k, . . . , xν(k),k

}
.

Òîìó çà òåîðåìîþ 1 îïåðàòîð Nk ìà¹ íåðó-
õîìó òî÷êó x∗k ∈ co

{
x1,k, . . . , xν(k),k

}
, òîáòî

Nkx
∗
k = x∗k. (3)

Íåõàé k → ∞. Çàâäÿêè äðóãié i òðåòié
óìîâàì òåîðåìè, ñïiââiäíîøåííþ

co
{
x1,k, . . . , xν(k),k

} ⊂ V
òà ëåìîþ 1 iñíóþòü åëåìåíò u ∈ V i ïiäïîñëi-
äîâíiñòü (x∗km

)m≥1 ïîñëiäîâíîñòi (x∗k)k≥1, äëÿ
ÿêèõ

x∗km

ëîê., lp−−−−→ u ïðè m →∞. (4)

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî n ∈ Z
|u(n)− (Nu)(n)| ≤

≤ |u(n)− x∗km
(n)|+ |x∗km

(n)− (Nkmx∗km
)(n)|+

+|(Nkmx∗km
)(n)− (Nx∗km

)(n)|+
+|(Nx∗km

)(n)− (Nu)(n)|,
òî íà ïiäñòàâi (2)�(4) òà ÷åòâåðòî¨ óìîâè òå-
îðåìè

Nu = u.

Òåîðåìó 2 äîâåäåíî.
Íàñëiäîê 1. Íåõàé:

1) 1 ≤ p ≤ ∞;
2) S � çàìêíåíà êóëÿ ïðîñòîðó lp;
3) N : S −→ S � c-íåïåðåðâíèé îïåðàòîð.

Òîäi iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà òî÷êà x ∈ S,
òàêà, ùî

Nx = x.

Çàóâàæèìî, ùî â òåîðåìi 2 òðåòþ óìîâó
íå ìîæíà çàìiíèòè óìîâîþ cllpV = V [14].

4. Çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 2 äî äèñ-
êðåòíèõ ðiâíÿíü.

Äëÿ ðiâíÿííÿ

Ax + Bx = f, (5)
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äå A : l∞ −→ l∞ i B : l∞ −→ l∞ � âiäïîâiäíî
ëiíiéíèé i íåëiíiéíèé îïåðàòîðè i f � äîâiëü-
íèé åëåìåíò ïðîñòîðó l∞, íàâåäåìî äîñòàòíi
óìîâè iñíóâàííÿ îáìåæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Òåîðåìà 3. Íåõàé:
1) ëiíiéíèé îïåðàòîð A : l∞ −→ l∞ ¹ c-íåïå-
ðåðâíèì i ìà¹ îáåðíåíèé íåïåðåðâíèé îïå-
ðàòîð;
2) íåëiíiéíèé îïåðàòîð B : l∞ −→ l∞ ¹ c-íå-
ïåðåðâíèì i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

lim
r→+∞

sup
‖y‖l∞≤r

‖By‖l∞

r
<

∥∥A−1
∥∥−1

.

Òîäi ðiâíÿííÿ (5) äëÿ êîæíîãî f ∈ l∞ ìà¹
ïðèíàéìíi îäèí ðîçâ'ÿçîê x ∈ l∞.

Öÿ òåîðåìà ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 2 òà íà-
ñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4 ([4]). Íåõàé E � ñêií÷åííîâè-
ìiðíèé áàíàõiâ ïðîñòið i ëiíiéíèé îïåðàòîð
A : l∞ −→ l∞ ¹ c-íåïåðåðâíèì i ìà¹ îáåðíå-
íèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð A−1.

Òîäi îïåðàòîð A−1 ¹ c-íåïåðåðâíèì.
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3. Çàâäÿêè óìîâàì

òåîðåìè ðiâíÿííÿ (5) åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ

x = −A−1Bx +A−1f. (6)

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð N : l∞ −→ l∞, ùî âè-
çíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

Ny = −A−1By +A−1f, y ∈ l∞(G,E).

Íà ïiäñòàâi äðóãî¨ óìîâè òåîðåìè îïåðàòîð
N ¹ c-íåïåðåðâíèì i äëÿ äîñèòü âåëèêîãî
r > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

NS[0, r] ⊂ S[0, r],

äå
S[0, r] = {x ∈ l∞ : ‖x‖l∞ ≤ r}.

Òîìó çà íàñëiäêîì 1, ùî ¹ îêðåìèì âèïàä-
êîì òåîðåìè 3, ðiâíÿííÿ (6) ìà¹ ïðèíàéìíi
îäèí ðîçâ'ÿçîê x ∈ l∞.

Òåîðåìó 3 äîâåäåíî.
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