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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ ДЛЯ ВИРОДЖЕНОЇ
НАПIВЛIНIЙНОЇ ГIПЕРБОЛIЧНОЇ СИСТЕМИ НАВАНТАЖЕНИХ

РIВНЯНЬ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

Розглянуто задачу оптимального керування для виродженої напiвлiнiйної гiперболiчної
системи навантажених рiвнянь в пiвсмузi, причому система має горизонтальнi, вертикальнi
i похилi характеристики. За допомогою методу характеристик i принципу стискуючих вiд-
ображень отримано умови iснування та єдиностi глобального узагальненого розв’язку гiпер-
болiчної мiшаної задачi. Доведено коректну розв’язнiсть спряженої напiвлiнiйної гiперболi-
чної системи без початкових умов. Виведено необхiднi умови оптимальностi для неперервно-
диференцiйованих керувань в початкових i крайових умовах.

We consider a control problem for a degenerated semilinear hyperbolic system of loaded equati-
ons in a half-strip. The system of equations under consideration has horizontal, vertical and sloping
characteristics. Applying the method of characteristics and the principle of contractive mappings
we find conditions for global generalized solvability of the hyperbolic problem. A necessary opti-
mality conditions for smooth boundary and initial controls in optimal control problem for loaded
semilinear hyperbolic system of the first order equations are deduced.

1. Вступ. Розвиток теорiї оптималь-
ного керування розпочався для процесiв,
якi можна описати звичайними диферен-
цiальними рiвняннями [1]. Задачi оптималь-
ного керування охоплюють, зокрема, дифе-
ренцiальнi рiвняння з частинними похiдни-
ми [2]–[4], стохастичнi диференцiальнi рiв-
няння [5], задачi Стефана (керування фазо-
вим переходом з невiдомою межею) [6].

Керування коливними гiперболiчними
системами зустрiчаються в багатьох матема-
тичних моделях механiки, технiки, економi-
чних та бiохiмiчних процесiв тощо [3]–[7].

У цiй роботi запропоновано дослiдження
задачi оптимального керування гiперболi-
чною системою навантажених рiвнянь з ча-
стинними похiдними першого порядку з дво-
ма незалежними змiнними, в яку також вхо-
дять рiвняння з ортогональними (виродже-
ними) характеристиками, наявнiсть яких
описує поширення у фiзичному середовищi
швидких збурень (електричних, електрома-
гнiтних тощо) [7].

Ортогональнiсть характеристик вимагає
дослiдження глобальної розв’язностi вихi-
дної задачi за обидвома змiнними. Окрiм до-
ведення глобальної узагальненої (неперерв-

ної) розв’язностi задачi, наявнiсть керува-
ння в початкових i крайових умовах при-
зводить до спряженої задачi без початко-
вих умов з вертикальними характеристика-
ми для гiперболiчної системи рiвнянь пер-
шого порядку, тобто до задачi з нескiнчен-
ним горизонтом планування, якi, зазвичай,
використовують в економiчнiй теорiї опти-
мальних процесiв [8].

У роботi доведено iснування та єдинiсть
глобального узагальненого розв’язку почат-
ково-крайової задачi для виродженої одно-
вимiрної гiперболiчної системи навантаже-
них напiвлiнiйних рiвнянь першого порядку
з ортогональними характеристиками i вста-
новлено необхiднi умови оптимальностi для
задачi оптимального керування такою си-
стемою з нескiнченним горизонтом планува-
ння. Навантаженi гiперболiчнi системи рiв-
нянь мають важливе застосування в бага-
тьох прикладних задачах [8]– [12].

2. Формулювання задачi. В областi
(x, t) ∈ Π = (0, 1) × (0, +∞) розглянемо
деякий процес y = y(x, t), еволюцiю якого
в часi та просторi описуємо напiвлiнiйною
гiперболiчною системою навантажених рiв-
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нянь першого порядку

∂yi(x, t)

∂t
+λi(x, t)

∂yi(x, t)

∂x
= fi(y(x, t), x, t)+

+ f 0
i (y(0, t), t) + f 1

i (y(1, t), t), i ∈ Im1 , (1)

∂yi(x, t)

∂t
= fi(y(x, t), x, t) + f 0

i (y(0, t), t)+

+ f 1
i (y(1, t), t), i ∈ Im2 , (2)

∂yi(x, t)

∂x
= fi(y(x, t), x, t) + f 0

i (y(0, t), t)+

+ f 1
i (y(1, t), t), i ∈ Im3 , (3)

де card(Imj
) = mj (j = 1, 2, 3), y : Π →

Rm1+m2+m3 – вектор-функцiя розв’язку, для
всiх i ∈ Im1 функцiї λi = λi(x, t) приймають
додатнi або вiд’ємнi значення, правi частини
рiвнянь (1)–(3) нелiнiйнi функцiї, причому
для i /∈ Im3 вони не залежать вiд компонент
розв’язку yj(0, t), j ∈ I0∪Im2 , yj(1, t), j ∈ I1∪
Im2 та yj(0, t), j ∈ Im3 , а також для i ∈ Im3

функцiї fi = fi(y(x, t), y(0, t), y(1, t), x, t) не
залежать вiд yj(1, t), j ∈ Im3 . Тут I = Im1 ∪
Im2 ∪ Im3 , I0 = {i ∈ Im1|λi(x, t) > 0, (x, t) ∈
Π}, I1 = {i ∈ Im1|λi(x, t) < 0, (x, t) ∈ Π},
де card(I) = n, card(I0) = m0, card(I1) =
m1 −m0. Тобто, без обмеження загальностi,
для (1) будемо вважати, що першi m0 фун-
кцiй λi(x, t) є додатнiми, а iншi (m1 −m0) –
вiд’ємнi. Зазначимо, що вигляд напiвлiнiй-
ної гiперболiчної системи (1)–(3) не обмежує
загальностi вигляду системи, оскiльки опи-
раючись на результати [12, с. 22], довiльну
гiперболiчну систему напiвлiнiйних рiвнянь
першого порядку з не дiагональною хара-
ктеристичною матрицею можна звести до
вигляду (1)–(3).

Для системи (1)–(3) задамо початково-
крайовi умови

yi(x, 0) = y0
i (u

(0)(x), x), x ∈ [0, 1],

i /∈ Im3 , (4)

yi(0, t) = γ0
i

(
yk(0, t)k∈I1

, u(1)(t), t
)
,

t ∈ R+, i ∈ I0, (5)

yi(1, t) = γ1
i

(
yk(1, t)k∈I0

, u(2)(t), t
)
,

t ∈ R+, i ∈ I1, (6)

yi(0, t) = γ0
i

(
u(3)(t), t

)
, t ∈ R, i ∈ Im3 . (7)

Тут u = (u(0), u(1), u(2), u(3)) ∈ U , де U –
простiр керувань, елементи якого є вимiр-
ними з квадратом на [0, 1] × R3

+ та вiд-
повiднi iнтеграли є рiвномiрно збiжними.
Для компактних множин U j ⊂ Rrj(rj ∈
N), j ∈ {0, 1, 2, 3} елементи u задовольня-
ють такi умови: u(0) ∈ C ([0, 1]; U0), u(j) ∈
C ([0, T ]; U j) , j ∈ {1, 2, 3}. Правi частини
рiвностей (4)–(7) нелiнiйнi функцiї.

Нехай цiльовий функцiонал має вигляд

J(u) = ν0

+∞∫

0

1

2
e−ρ0t‖y(0, t)−z0(t)‖2

Rm1−m0dt+

+ ν1

+∞∫

0

1

2
e−ρ1t‖y(1, t)− z1(t)‖2

Rm0dt+

+ ν3

+∞∫

0

1

2
e−ρ3t‖y(1, t)− z3(t)‖2

Rm3dt+

+ ν

∫∫

Π

1

2
e−ρt‖y(x, t)− z(x, t)‖2

Rndxdt+

+ ν20

1∫

0

1

2
‖u(x)− v(x)‖2

Rr0dx+

+
3∑

j=1

ν2i

+∞∫

0

1

2
‖u(j)(t)− v(j)(t)‖2

Rrj dt, (8)

у якого (v(0), v(2), v(2), v(3)) ∈ U та функцiї
z0 : R+ → Rm1−m0 , z1 : R+ → Rm0 , z3 : R+ →
Rm3 , z : [0, 1] × R+ → Rn, та ρ, ρ0, ρ1, ρ3 > 0
– множники дисконтування [7], заданi та-
ким чином , що (8) є збiжним при y ∈ Qn

(простiр Qn введено нижче). Коефiцiєнти

ν0, ν1, ν3, ν ∈ [0, 1], причому ν0 +ν1 +
3∑

j=0

ν2j
+

ν3 +ν = 1 i |ν0|+ |ν1|+
3∑

j=0

|ν2j
|+ |ν3|+ |ν| 6= 0.

У функцiоналi (8) усi норми є евклiдовими.
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Отже, потрiбно дослiдити задачу

min
u∈U

J(u), (9)

де мiнiмум береться для тих u ∈ U , для яких
розв’язок початково-крайової задачi (1)–(3)
iснує в сенсi наведеного нижче означення
3.1.

3. Iснування та єдинiсть розв’язку
задачi (1)–(7) . Розглянемо простiр Uad ⊆
U , елементами якого є рiвномiрно вимiрнi з
квадратом на свої областях визначення на-
бори керувань u = (u(0), u(1), u(2), u(3)), для
яких:
u ∈ (C[0, l])r0 ×

3∏
j=1

(C(R+))rj ; для i ∈ I0

y0
i (0, u

(0)(0))=γ0
i

(
y0

k(0, u
(0)(0))k∈I1

, u(1)(0), 0
)
,

та для i ∈ I1

y0
i (1, u

(0)(1))=γ1
i

(
y0

k(1, u
(0)(1))k∈I0

, u(2)(0), 0
)
;

∀x ∈ [0, 1] : u(0)(x) ∈ U, ∀t ∈ R+ : u(1)(t) ∈
U1, u(2)(t) ∈ U2, u(3)(t) ∈ U3.

Для u ∈ Uad, оскiльки функцiї керування
неперервнi та множини значень – компакти,
можна позначити:

y0
i (u

(0)(x), x) = ỹ0
i (x), i /∈ Im3 ;

γ0
i

(
yk(0, t)k∈I1

, u(1)(t), t
)

=

= γ̃0
i

(
yk(0, t)k∈I1

, t
)
, i ∈ I0;

γ1
i

(
yk(1, t)k∈I0

, u(2)(t), t
)

=

γ̃1
i

(
yk(1, t)k∈I0

, t
)
, i ∈ I1;

γ0
i (u

(3)(t), t) = γ̃0
i (t), i ∈ Im3 .

Нехай L спiльна стала Лiпшиця для усiх
вихiдних даних за змiнною y, наприклад
|fi(y

1, x, t) − fi(y
2, x, t)| 6 L max

j∈I
|y1

j − y2
j |, а

Λmax = sup
i∈Im1 ,

(x,t)∈Π

|λi(x, t)|, Λmin = inf
i∈Im1 ,

(x,t)∈Π

|λi(x, t)|.

На множинi Π для i ∈ I визначимо фун-
кцiї αi = αi(x, t; a, p, ε) наступним чином
[13]: epx(1−x)−at, i ∈ I0, i ∈ I1, i /∈ Im3 ; epx−at,
i ∈ I0, i /∈ I1, i /∈ Im3 ; ep(1−x)−at, i /∈ I0,
i ∈ I1, i /∈ Im3 ; ep−at, i /∈ I0, i /∈ I1, i /∈ Im3 ;
εe−px−at, i /∈ Im1 , i /∈ Im2 , i ∈ Im3 . Пара-

метрами визначенi так p = 8L, ε =
1

8L
,

a = max

{
pΛmax,

8Le2p

3ε

}
.

Позначимо через ξ = ϕi(τ ; x, t) розв’язки
задач Кошi

dξ

dτ
= λi(ξ, τ), ξ

∣∣
τ=t

= x, i ∈ Im1

та
dξ

dτ
= 0, ξ

∣∣
τ=t

= x, i ∈ Im2 ,

якi називатимемо характеристиками систе-
ми (1)–(2).

Для (3) вiдповiдна характеристика τ = t
є розв’язком задачi Кошi

dτ

dξ
= 0, τ

∣∣
ξ=x

= t, i ∈ Im3 .

Нехай χi(x, t), νi(x, t) точки перетину хара-
ктеристик системи (1)–(3) з межею областi
Π, причому χi(x, t) 6 νi(x, t), i ∈ I. Зазна-
чимо, що νi(x, t) ≡ +∞ для i ∈ Im3 .

Уведемо областi:

Πi =
{
(x, t) ∈ Π|χi(x, t) = 0

}
, i /∈ Im3 ;

Πi
0 =

{
(x, t) ∈ Π|ϕi(χi(x, t); x, t) = 0

}
, i ∈ I0;

Πi
1 =

{
(x, t) ∈ Π|ϕi(χi(x, t); x, t) = 1

}
, i ∈ I1.

Проiнтегрувавши (1)–(3) вздовж ха-
рактеристик, одержимо систему iнтегро-
операторних рiвнянь [13]

yi(x, t) = R̃i[y](x, t)+

+

t∫

χi(x,t)

fi(y(ϕi(τ ; x, t), τ), ϕi(τ ; x, t), τ)+

+f 0
i (y(0, τ), τ)+f 1

i (y(1, τ), τ)dτ, i /∈ Im3 , (10)

yi(x, t) = γ̃0
i (t) +

x∫

0

fi(y(s, t), s, t)+

+f 0
i (y(0, t), y)+f 1

i (y(1, t), t)ds, i ∈ Im3 , (11)

де, для всiх i /∈ Im3 , R̃i[y](x, t) ви-
значається наступним чином: ỹ0

i (ϕi(0; x, t)),
(x, t) ∈ Πi; γ̃0

i

(
yk(0, t)k∈I1

, t
)
, (x, t) ∈ Πi

0;
γ̃1

i

(
yk(1, t)k∈I0

, t
)
, (x, t) ∈ Πi

1.
Розглянемо метричний простiр

Qn =
(
C(Π)

)n ∩ (
B(Π)

)n
,
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де B(Π) – простiр обмежених функцiй на
множинi Π з нормою ‖y‖α = sup

i∈I,
(x,t)∈Π

|yi(x, t)|×

×αi(x, t; a, p, ε) яка породжує метрику
ρα(y1, y2) = ‖y1 − y2‖α.

Означення 3.1. Пiд узагальненим ро-
зв’язком задачi (1)–(7), будемо розумiти
вектор-функцiю y ∈ Qn, компоненти якої є
неперервними функцiями i задовольняють
в Π систему iнтегро-операторних рiвнянь
(10)–(11).

Теорема 3.1.Якщо виконуються умови:

1) λi ∈ C(Π) ∩ Lipx(Π) ∀i ∈ Im1,
sup

i∈Im1 ,

(x,t)∈Π

|λi(x, t)|<+∞, inf
i∈Im1 ,

(x,t)∈Π

|λi(x, t)|<+∞ ;

2) fi ∈ C(Rn × Π) ∩ Lipy(Rn × Π) ∀i ∈ I,
f 0

i ∈ C(Rm1−m0 × R+) ∩ Lipy(Rm1−m0 ×
R+) ∀i ∈ I,
f 1

i ∈ C(Rm0+m3 × R+) ∩ Lipy(Rm0+m3 ×
R+) ∀i /∈ Im3,
f 1

i ∈ C(Rm0×R+)∩Lipy(Rm0×R+) ∀i ∈
Im3,

sup
i∈I,

(y,x,t)∈Rn×Π

|fi(y, x, t)|e−at < +∞,

sup
i∈I,

(y,t)∈Rm1−m0×R+

|fi(y, t)|e−at < +∞,

sup
i/∈Im3 ,

(y,t)∈Rm0+m3×R+

|fi(y, t)|e−at < +∞,

sup
i∈Im3 ,

(y,t)∈Rm0×R+

|fi(y, t)|e−at < +∞;

3) y0
i ∈ C(U0 × [0, 1]) ∀i /∈ Im3;

4) γ0
i ∈ C(Rm1−m0 × U1 × R+)∩
∩Lipy(Rm1−m0 × U1 × R+) ∀i ∈ I0,

sup
i∈I0,

(y,u(1),t)∈Rm1−m0×U1×R+

|γ0
i (y, u(1), t)|e−at < +∞,

γ1
i ∈ C(Rm0 × U2 × R+)∩
∩Lipy(Rm0 × U2 × R+) ∀i ∈ I1,

sup
i∈I1,

(y,u(2),t)∈Rm0×U2×R+

|γ1
i (y, u(2), t)|e−at < +∞,

γ0
i ∈ C(U3 × R+) ∩ Lipy(U

3 × R+) ∀i ∈
Im3,

sup
i∈Im3 ,

(u(3),t)∈U3×R+

|γ0
i (y, u(3), t)|e−at < +∞;

5) u(0) ∈ (C[0, l])r0, u(1) ∈ (C(R+))r1,
u(2) ∈ (C(R+))r2, u(3) ∈ (C(R+))r3;

6) y0
i(0,u

(0)(0)) = γ0
i

(
y0

j(0,u
(0)(0))j∈I1 ,u

1(0),0
)
,

y0
i(1,u

(0)(1)) = γ1
i

(
y0

j(1,u
(0)(1))j∈I0 ,u

2(0),0
)

(умови погодження нульового поряд-
ку),

то тодi iснує єдиний узагальнений розв’я-
зок задачi (1)–(7).

Доведення. На елементах простору Qn

визначимо нелiнiйний вектор-оператор
A = (A1,A2, . . . ,An) такий, що

Ai[y](x, t) = R̃i[y](x, t)+

+

t∫

χi(x,t)

fi(y(ϕi(τ ; x, t), τ), ϕi(τ ; x, t), τ)+

+ f 0
i (y(0, τ), τ) + f 1

i (y(1, τ), τ)dτ, i /∈ Im3 ,

Ai[y](x, t) = γ̃0
i (t)+

+

x∫

0

fi(y(s, t), s, t) + f 0
i (y(0, t), y)+

+ f 1
i (y(1, t), t)dτ, i ∈ Im3 .

Зазначимо, що введений простiр Qn є
повний, доведення повноти цього простору
з незначними змiнами повторює доведення
повноти простору неперервних i обмежених
функцiй на необмеженiй множинi з рiвно-
мiрною метрикою [14, ст. 504].

Отже вiдшукання узагальненого розв’яз-
ку задачi (1)–(7) зводиться до вiдшукання
нерухомої точки оператора A в просторi Qn.
Використовуючи теорему Банаха про сти-
скуюче вiдображення, встановимо iснуван-
ня та єдинiсть нерухомої точки оператора
A.

Вiзьмемо довiльнi два рiзнi елементи
y1, y2 з простору Qn. Тодi в даному просто-
рi, для всiх допустимих i, x, t справджується
нерiвнiсть
∣∣y1

i (x, t)− y2
i (x, t)

∣∣6ρα(y1, y2)α−1
i (x, t; a, p, ε).
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З визначення χi(x, t), можна отримати
оцiнки:

χi(x, t) 6 t− x/Λmax, i ∈ I0;

χi(x, t) 6 t− (l − x)/Λmax, i ∈ I1.

Для всiх i /∈ Im3 , справедлива оцiнка
∣∣∣R̃i[y

1](x, t)− R̃i[y
2](x, t)

∣∣∣ αi(x, t; a, p, ε) 6

6 L max
(x,t)∈Π



max

i∈I0,
j∈I1

αi(x, t; a, p, ε)

αj(0, χi(x, t); a, p, ε)
,

max
i∈I1,
j∈I0

αi(x, t; a, p, ε)

αj(1, χi(x, t); a, p, ε)



 ρα(y1, y2) 6

6 Le−pρα(y1, y2),

оскiльки a > pΛmax.
Враховуючи попереднi оцiнки, для ком-

понент оператора A маємо оцiнку

∣∣Ai[y
1](x, t)−Ai[y

2](x, t)
∣∣αi(x, t; a, p, ε) 6

6 L


e−p + max

(x,t)∈Π





x∫

0

max
i∈Im3 ,
j /∈Im3

αi(x, t; a, p, ε)

αj(s, t; a, p, ε)
ds,

x∫

0

max
i∈Im3 ,
j∈Im3

αi(x, t; a, p, ε)

αj(s, t; a, p, ε)
ds,

x∫

0

max
i∈Im3 ,
j∈I1

αi(x, t; a, p, ε)

αj(0, t; a, p, ε)
ds,

x∫

0

max
i∈Im3 ,
j∈I0

αi(x, t; a, p, ε)

αj(1, t; a, p, ε)
ds



 +

+ 3 max
(x,t)∈Π





t∫

0

max
i/∈Im3 ,
j /∈Im3

αi(x, t; a, p, ε)

αj(s, σ; a, p, ε)
dσ,

t∫

0

max
i/∈Im3 ,
j∈Im3

αi(x, t; a, p, ε)

αj(s, σ; a, p, ε)
dσ,

t∫

0

max
i/∈Im3 ,
j∈I1

αi(x, t; a, p, ε)

αj(0, σ; a, p, ε)
dσ,

t∫

0

max
i/∈Im3 ,
j∈I0

αi(x, t; a, p, ε)

αj(1, σ; a, p, ε)
dσ,

t∫

0

max
i/∈Im3 ,
j∈Im3

αi(x, t; a, p, ε)

αj(1, σ; a, p, ε)
dσ






 ρα(y1, y2).

З вигляду функцiй αi = αi(x, t; a, p, ε),
одержимо

∣∣∆kAi[y
k] αi(x, t; a, p, ε) 6

6 L
(
e−p + ε +

1

p
+

3e2p

εa

)
ρα(y1, y2).

Для вибраних параметрiв a, p та ε справ-
джуються оцiнка

ρ(A[y1],A[y2]) 6 1

2
ρα(y1, y2).

Отже оператор A є стискуючим на еле-
ментах простору Qn з вибраними функцiя-
ми αi = αi(x, t; a, p, ε) та параметрами a, p
та ε.

Тому за теоремою Банаха, iснує єдина не-
рухома точка оператора A в просторi Qn.
Ця нерухома точка i є узагальненим розв’яз-
ком задачi (1)–(7) для набору керувань u ∈
Uad.

Зауваження 3.1. Iснують сталi K
0

>

0, K
j
> 0 такi, що

sup
i∈I,

(x,t)∈Π

|∆yi(x, t)|αi(x, t; a, p, ε) 6

6 K max
x∈[0,l]

‖∆u(0)(x)‖Rr0
, (12)

sup
i∈I,

(x,t)∈Π

|∆yi(x, t)|αi(x, t; a, p, ε) 6

6 K
j

sup
t∈R+

‖∆u(j)(t)‖Rrj
, j ∈ {1, 2, 3}. (13)

де, наприклад, ‖∆u(0)(x)‖Rr0
=

max
i∈{1,2,...,r0}

|∆u
(0)
i (x)|.

Зауваження 3.2. Справедливою є фор-
мула iнтегрування частинами для елемен-
тiв простору Qn вздовж вiдповiдних сiмей
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характеристик. Доведення цього випливає
iз подiбного факту в [15].

4. Задача лiнеаризацiї. Додатково ви-
магатимемо, щоб: λi ∈ C1,0

x,t (Π) ∀i ∈ Im1 ;
fi ∈ C1,0,0

y,x,t (Rn×Π) ∀i ∈ I, f 0
i ∈ C1,0

y,t (Rm1−m0×
R+) ∀i ∈ I, f 1

i ∈ C1,0
y,t (Rm0+m3 ×R+) ∀i /∈ Im3 ,

f 1
i ∈ C1,0

y,t (Rm0×R+) ∀i ∈ Im3 , y0
i ∈ C1,0

u(0),x
(U×

[0, 1]), i /∈ Im3 ; γ0
i ∈ C1,1,0

y,u(1),t
(Rm1−m0 × U1 ×

R+), i ∈ I0; γ0
i ∈ C1,0

u(3),t
(U3 × R+), i ∈ Im3 ;

γ1
i ∈ C1,1,0

y,u(2),t
(Rm0 × U2 × R+), i ∈ I1.

Для довiльних двох допустимих керувань
u, ũ та вiдповiдних розв’язкiв (1)–(7) y =
y(x, t) i ỹ = ỹ(x, t), де ỹ = y + ∆y, ũ = u +
∆u, функцiя ∆y = ỹ− y та керування ∆u =
ũ−u задовольняють таку мiшану задачу для
гiперболiчної системи

∂∆yi(x, t)

∂t
+ λi(x, t)

∂∆yi(x, t)

∂x
=

= ∆yfi(y(x, t), x, t) + ∆yf
0
i (y(0, t), t)+

+ ∆yf
1
i (y(1, t), t), (x, t) ∈ Π, i ∈ Im1 , (14)

∂∆yi(x, t)

∂t
= ∆yfi(y(x, t), x, t)+

+ ∆yf
0
i (y(0, t), t) + ∆yf

1
i (y(1, t), t),

(x, t) ∈ Π, i ∈ Im2 , (15)

∂∆yi(x, t)

∂x
= ∆yfi(y(x, t), x, t)+

+ ∆yf
0
i (y(0, t), t) + ∆yf

1
i (y(1, t), t),

(x, t) ∈ Π, i ∈ Im3 , (16)

∆yi(x, 0) = ∆u(0)y0
i (u

(0)(x), x),

x ∈ [0, 1], i /∈ Im3 , (17)

∆yi(0, t) = ∆y,u(1)γ0
i

(
yk(0, t)k∈I1

, u(1)(t), t
)
,

t ∈ R+, i ∈ I0, (18)

∆yi(1, t) = ∆y,u(2)γ1
i

(
yk(1, t)k∈I0

, u(2)(t), t
)
,

t ∈ R+, i ∈ I1, (19)

∆yi(0, t) = ∆u(3)γ0
i

(
u(3)(t), t

)
,

t ∈ R+, i ∈ Im3 . (20)

де, наприклад, через ∆yfi(y(x, t), x, t) бу-
демо позначати рiзницю fi(ỹ(x, t), x, t) −
fi(y(x, t), x, t).

Прирiст цiльового функцiоналу (8), з
урахуванням (14)–(16), можна представити
як

∆J(u) = J(ũ)− J(u) =

= ν0

+∞∫

0

1

2
e−ρ0t∆y‖y(0, t)−z0(t)‖2

Rm1−m0+m2dt+

+ ν1

+∞∫

0

1

2
e−ρ1t∆y‖y(1, t)− z1(t)‖2

Rm0+m2dt+

+ ν3

+∞∫

0

1

2
e−ρ3t∆y‖y(1, t)− z3(t)‖2

Rm3dt+

+ ν

∫∫

Π

1

2
e−ρt∆y‖y(x, t)− z(x, t)‖2

Rndxdt+

+ ν20

1∫

0

1

2
∆u‖u(x)− v(x)‖2

Rr0dx+

+
3∑

i=1

ν2i

+∞∫

0

1

2
∆u‖u(i)(t)− v(i)(t)‖2

Rrj dt+

+

∫∫

Π

∑
i∈Im1

ψi(x, t)
(∂∆yi(x, t)

∂t
+

+ λi(x, t)
∂∆yi(x, t)

∂x
−∆yfi(y(x, t), x, t)−

−∆yf
0
i (y(0, t), t)−∆yf

1
i (y(1, t), t)

)
dxdt+

+

∫∫

Π

∑
i∈Im2

ψi(x, t)
(∂∆yi(x, t)

∂t
−

−∆yfi(y(x, t), x, t)−∆yf
0
i (y(0, t), t)−

−∆yf
1
i (y(1, t), t)

)
dxdt+

+

∫∫

Π

∑
i∈Im3

ψi(x, t)
(∂∆yi(x, t)

∂x
−

−∆yfi(y(x, t), x, t)−∆yf
0
i (y(0, t), t)−

−∆yf
1
i (y(1, t), t)

)
dxdt, (21)

де ψ = ψ(x, t) – вектор-функцiя з простору
Qn.
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Уведемо функцiї

H(ψ, y, x, t) =
∑
i∈I

ψi(x, t)fi(y(x, t), y(0, t),

y(1, t), x, t)− ν

2
e−ρt‖y(x, t)− z(x, t)‖2

Rn ,

h
(

ψj(x, 0) j /∈Im3
, u(0)(x), x

)
=

=
∑

i/∈Im3

ψi(x, 0)y0
i (u

(0)(x), x),

h1
(

ψj(0, t) j∈I0
, yk(0, t)k∈I1

, u(1)(t), t
)

=

=
∑
i∈I0

ψi(0, t)λi(0, t)γ
0
i

(
yk(0, t)k∈I1

,

u(1)(t), t
)− ν0

2
e−ρ0t‖y(0, t)− z0(t)‖2

Rm1−m0 ,

h2
(

ψj(1, t) j∈I1
, yk(1, t)k∈I0

, u(2)(t), t
)

=

=
∑
i∈I1

ψi(1, t)λi(1, t)γ
1
i

(
yk(1, t)k∈I0

,

u(2)(t), t
)

+
ν1

2
e−ρ1t‖y(1, t)− z1(t)‖2

Rm0 ,

h3
(

ψj(1, t) j∈I3
, yk(1, t)k∈I3

, u(3)(t), t
)

=

=
∑

i∈Im3

ψi(1, t)γ
0
i

(
u(3)(t), t

)
+

+
ν3

2
e−ρ3t‖y(1, t)− z3(t)‖2

Rm3 .

Нехай функцiя ψ : Π → Rn є узагальне-
ним розв’язком задачi:

∂ψi(x, t)

∂t
+ λi(x, t)

∂ψi(x, t)

∂x
+

+
∂λi(x, t)

∂x
ψi(x, t) =

= −Hyi
(ψ, y, x, t), i ∈ Im1 , (22)

∂ψi(x, t)

∂t
= −Hyi

(ψ, y, x, t), i ∈ Im2 , (23)

∂ψi(x, t)

∂x
= −Hyi

(ψ, y, x, t), i ∈ Im3 , (24)

lim
t→+∞

ψi(x, t)eat = 0, x ∈ [0, 1], i /∈ Im3 (25)

i для всiх t ∈ R+ визначимо крайовi умови
при i ∈ I0

ψi(1, t) = −λ−1
i (1, t)×

×

∂h2

(
ψj(1, t) j∈I1

, yk(1, t)k∈I0
, u(2)(t), t

)

∂yi

−

−
∑
j∈I

∂f 1
j (y(1, t), t)

∂yi

)
, (26)

при i ∈ I1

ψi(0, t) = −λ−1
i (0, t)×

×

∂h1

(
ψj(0, t) j∈I0

, yk(0, t)k∈I1
, u(1)(t), t

)

∂yi

+

+
∑
j∈I

∂f 0
j (y(0, t), t)

∂yi

)
(27)

та при i ∈ Im3

ψi(1, t) =

=−
∂h3

(
ψj(1, t) j∈I3

, yk(1, t)k∈I3
, u(3)(t), t

)

∂yi

+

+
∑

j /∈Im3

∂f 1
j (y(1, t), t)

∂yi

, (28)

означення узагальненого розв’язку якої на-
ведено нижче.

Використавши формулу Тейлора [16, ст.
364] та застосувавши зауваження до остан-
нiх трьох доданкiв в (21), лiнеаризувавши
крайовi умови (18)–(20), одержимо

∆J(u) = ν0

+∞∫

0

∑
j∈I1

e−ρ0t
(
yj(0, t)− z0

j (t)
)×

×∆yj(0, t)dt + oρ0(‖∆y(0, t)‖2
Rn)+

+ ν1

+∞∫

0

∑
j∈I0

e−ρ1t(yj(1, t)− z1
j (t))∆yj(1, t)dt+

+ oρ1(‖∆y(1, t)‖2
Rm1−m0 )+
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+ν3

+∞∫

0

∑
j∈Im3

e−ρ3t(yj(1, t)−z3
j (t))∆yj(1, t)dt+

+ oρ3(‖∆y(1, t)‖2
Rm0 )+

+ν

∫∫

Π

∑
j∈I

e−ρt(yj(x, t)−zj(x, t))∆yj(x, t)dxdt+

+ oρ(‖y(x, t)‖2
Rn)+

+ ν20

1∫

0

r0∑
j=1

(uj(x)− vj(x))∆uj(x)dx+

+ ν20

1∫

0

r0∑
j=1

(
∆u

(0)
j (x)

)2

dx+

+
3∑

i=1

ν2i

+∞∫

0

rj∑
j=1

(u
(i)
j (t)− v

(i)
j (t))∆uj(t)dt+

+
3∑

i=1

ν2i

+∞∫

0

rj∑
j=1

(
∆u

(i)
j (t)

)2

dt+

+

1∫

0

∑

i/∈Im3

lim
t→+∞

ψi(x, t)∆yi(x, t)dx−

−
1∫

0

∆uh
(

ψj(x, 0) j /∈Im3
, u(0)(x), x

)
dx+

+

+∞∫

0

∑
i∈Im3

ψi(1, t)∆yi(1, t)dt−

−
+∞∫

0

∆u(3)h3
(
ψj(1, t)j∈I3

,yk(1, t)k∈I3
,u(3)(t),t

)
dt+

+

+∞∫

0

(∑
i∈I0

ψi(1, t)λi(1, t) +
∑
j∈I1

ψj(1, t)λj(1, t)×

×∂γ1
j

(
yk(1, t)k∈I0

, u(2)(t), t
)

∂yi

)
∆yi(1, t)dt+

+oγ1(||∆y(1, t)||Rm1−m0)

+∞∫

0

∑
i∈I1

ψi(1, t)λi(1, t)dt+

+

+∞∫

0

∆u(2)h2
(
ψj(1, t)j∈I1

,yk(1, t)k∈I0
,u(2)(t),t

)
dt−

−
+∞∫

0

∑
i∈I1

(
ψi(0, t)λi(0, t) +

∑
j∈I0

ψj(0, t)λj(0, t) ×

×∂γ0
j

(
yk(0, t)k∈I1

, u(1)(t), t
)

∂yi

)
∆yi(0, t)dt−

− oγ0(||∆y(0, t)||Rm0 )

+∞∫

0

∑
i∈I0

ψi(0, t)λi(0, t)dt−

−
+∞∫

0

∆u(1)h1
(
ψj(0, t)j∈I0

,yk(0, t)k∈I1
,u(1)(t),t

)
dt−

−
∫∫

Π


 ∑

i∈Im1

(
∂ψi(x, t)

∂t
+ λi(x, t)

∂ψi(x, t)

∂x
+

+
∂λi(x, t)

∂x
ψi(x, t)

)
∆yi(x, t)+

+
∑

i∈Im2

∂ψi(x, t)

∂t
∆yi(x, t)+

+
∑

i∈Im3

∂ψi(x, t)

∂x
∆yi(x, t)


 dxdt−

−
∫∫

Π

∑
i∈I

ψi(x, t)
∑
j∈I

∂fi(y(x, t), x, t)

∂yj

×

×∆yj(x, t)dxdt− of (‖∆y(x, t)‖)×
×

∫∫

Π

∑
i∈I

ψi(x, t)dxdt−
∫∫

Π

∑
i∈Im3

ψi(x, t)×

×
(∑

j∈I1

∂f 0
i (y(0, t), t)

∂yj

∆yj(0, t)+

+
∑
j∈I0

∂f 1
i (y(1, t), t)

∂yj

∆yj(1, t)

)
dxdt−

−
∫∫

Π

∑

i/∈Im3

ψi(x, t)

(∑
j∈I1

∂f 0
i (y(0, t), t)

∂yj

∆yj(0, t)+

+
∑
j∈I0

∂f 1
i (y(1, t), x, t)

∂yj

∆yj(1, t)+

+
∑

j∈Im3

∂f 1
i (y(1, t), x, t)

∂yj

∆yj(1, t)


 dxdt−
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−
∫∫

Π

∑
i∈Im3

ψi(x, t)
( ∑

j∈I1

∂fi(y(0, t), t)

∂yj

×

× ‖yj(0, t)‖Rm1−m0
+
∑
j∈I0

∂fi(y(1, t), t)

∂yj

×

×‖yj(1, t)‖Rm0

)
dxdt−

∫∫

Π

∑

i/∈Im3

ψi(x, t)×

×
(∑

j∈I1

∂fi(y(0, t), t)

∂yj

‖yj(0, t)‖Rm1−m0
+

+
∑
j∈I0

∂fi(y(1, t), t)

∂yj

‖yj(1, t)‖Rm0
+

+
∑

j∈Im3

∂fi(y(1, t), t)

∂yj

‖yj(1, t)‖Rm3


 dxdt,

де, наприклад, через ‖∆y(x, t)‖Rn ми будемо
позначати max

i∈I
|yi(x, t)|αi(x, t; a, p, ε).

З урахуванням умов (22)–(28), прирiст цi-
льового функцiоналу набуде вигляду

∆J(u) =

= −
1∫

0

∆u(0)h
(

ψj(x, 0) j /∈Im3
, u(0)(x), x

)
dx−

−
+∞∫

0

∆u(1)h1
(
ψj(0, t)j∈I0

,yk(0, t)k∈I1
,u(1)(t),t

)
dt+

+

+∞∫

0

∆u(2)h2
(
ψj(1, t)j∈I1

,yk(1, t)k∈I0
,u(2)(t),t

)
dt−

−
+∞∫

0

∆u(3)h3
(
ψj(1, t)j∈I3

,yk(1, t)k∈I3
,u(3)(t),t

)
dt+

+ ν20

1∫

0

r0∑
j=1

(uj(x)− vj(x))∆uj(x)dx+

+
3∑

i=1

ν2i

+∞∫

0

rj∑
j=1

(u
(i)
j (t)− v

(i)
j (t))∆uj(t)dt+

+ η, (29)

де

η =

+∞∫

0

∑
j∈I0

ψj(0, t)oh1(‖∆y(0, t)‖Rm1−m0
)+

+
∑
j∈I0

ψj(0, t)oh1(‖∆u(1)(t)‖Rr1
)dt+

+∞∫

0

∑
j∈I1

ψj(1, t)oh2(‖∆y(1, t)‖m0)+

+
∑
j∈I1

ψj(1, t)oh2(‖∆u(2)(t)‖r2)dt+

+

∫∫

Π

∑
j∈I

ψj(x, t) (oH(‖∆y(x, t)‖Rn)+

+ oH(‖∆y(0, t)‖Rm1−m0
)+

+oH(‖∆y(1, t)‖Rm0
)
)
dxdt+

+

1∫

0

oh(‖∆u(0)(x)‖Rr0
)dx+

+ ν20

1∫

0

r0∑
j=1

(
∆u

(0)
j (x)

)2

dx+

+
3∑

i=1

ν2i

+∞∫

0

rj∑
j=1

(
∆u

(i)
j (t)

)2

dt. (30)

5. Розв’язнiсть спряженої задачi. Лi-
неаризацiя приросту цiльового функцiоналу
вимагає iснування єдиного розв’язку вiдпо-
вiдної спряженої задачi (22)–(28).

Уведемо областi

πi
1 =

{
(x, t) ∈ Π| ϕi(νi(x, t); x, t) = 1

}
, i ∈ I0;

πi
0 =

{
(x, t) ∈ Π| ϕi(νi(x, t); x, t) = 0

}
, i ∈ I1.

На множинi Π для i ∈ I визначимо
функцiї βi = βi(x, t; b, q, ω) таким чином:
eqx(1−x)+bt, i ∈ I0, i ∈ I1, i /∈ Im3 ; eq(1−x)+bt,
i ∈ I0, i /∈ I1, i /∈ Im3 ; eqx+bt, i /∈ I0,
i ∈ I1, i /∈ Im3 ; eq+bt, i /∈ I0, i /∈ I1,
i /∈ Im3 ; ωe−q(1−x)+bt, i /∈ Im1 , i /∈ Im2 ,
i ∈ Im3 . Для яких вибираємо параметри b, q
та ω: b = max {a, qΛmin, 4nCe2q/ε}}+ b0, q =

max {ln (4m1C), 4nC} + q0, ω = ω0 <
1

4nC
,

з довiльно фiксованими додатними величи-
нами b0, q0, ω0; стала C обмежує за абсолю-
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тною величиною функцiї:

∂λi(x, t)

∂x
, i ∈ I;

λ−1
i (0, t)

∑
j∈I0

∂γ0
j

∂yi

(
yk(0, t)k∈I1

, u(1)(t), t
)×

×λj(0, t), i ∈ I0, j ∈ I1;

∂fj(y, x, t)

∂yi

, i, j ∈ I;

λ−1
i (1, t)

∑
j∈I1

∂γ1
j

∂yi

(
yk(1, t)k∈I1

, u(2)(t), t
)×

×λj(1, t), i ∈ I1, j ∈ I0,

на вiдповiдних множинах визначення.
Проiнтегрувавши (22)–(24) вздовж хара-

ктеристик та використавши умови (25)–(28),
одержимо систему iнтегро-операторних рiв-
нянь

ψi(x, t) = Di[ψ](x, t)+

+

νi(x,t)∫

t

∂λi

∂x
(ϕi(τ ; x, t), τ) ψi(τ ; x, t), τ)+

+
∑
j∈I

∂fj

∂yi

(y(ϕi(τ ; x, t), τ), ϕi(τ ; x, t), τ)×

× ψj(ϕi(τ ; x, t), τ)− νe−ρt(yi(ϕi(τ ; x, t), τ)−
− zi(ϕi(τ ; x, t), τ))dτ, i ∈ Im1 , (31)

ψi(x, t) =

=

+∞∫

t

∑
j∈I

∂fj

∂yi

(y(ϕi(τ ; x, t), τ), ϕi(τ ; x, t), τ)×

× ψj(ϕi(τ ; x, t), τ)− νe−ρt(yi(ϕi(τ ; x, t), τ)−
− zi(ϕi(τ ; x, t), τ))dτ, i ∈ Im2 , (32)

ψi(x, t) =
∑

j /∈Im3

∂f 1
j (y(1, t), t)

∂yi

−

− ν3e
−ρ3t(yi(1, t)− z3

i (t))+

+

1∫

x

∑
j∈I

∂fj

∂yi

(y(s, t), s, t)ψj(s, t)−

− νe−ρt(yi(s, t)− zi(s, t))ds, i ∈ Im3 , (33)

де для всiх i ∈ Im1 , Di[ψ](x, t) визначенi пра-
вою частиною (26) при t = νi(x, t), якщо
(x, t) ∈ πi

1, або правою частиною (27) при
t = νi(x, t), якщо (x, t) ∈ πi

0.
Означення 5.1. Узагальненим роз-

в’язком спряженої системи (22)–
(28) будемо називати вектор-функцiю
ψ = (ψ1, ψ2, ..., ψn), яка задовольняє систе-
му iнтегро-операторних рiвнянь (31)–(33)
в Π i умови (25)–(28).

Теорема 5.1. Нехай виконуються умо-
ви:

1) λi ∈ C1
x(Π) ∀i ∈ Im1 ,

sup
i∈Im1 ,

(x,t)∈Π

{
|λi(x, t)| ,

∣∣∣∣
∂λi(x, t)

∂x

∣∣∣∣
}

< +∞,

inf
i∈Im1 ,

(x,t)∈Π

{|λi(x, t)|} < +∞;

2) y ∈ Qn;

3) fi ∈ C1
y (Rn × Π) ∀i ∈ I,

sup
i,j∈I,

(y,x,t)∈Rn×Π

∣∣∣∣
∂fj(y, x, t)

∂yi

∣∣∣∣ < +∞ i похiдна

є вимiрною за t;

4) f 0
i ∈ C1(Rm1−m0 × R+) ∀i ∈ I,

f 1
i ∈ C1(Rm0 × R+) ∀i ∈ I;

5) z0 ∈ Qm1−m0 , z1 ∈ Qm0 , z3 ∈ Qm3 ,
z ∈ Qn;

6) min{ρ, ρ1, ρ2, ρ3} > b;

7) γ0 ∈ C1
y (Rm1−m0 × U1 × R+) ∀i ∈ I0,

sup
i∈I1,j∈I0,

(y,u(1),t)∈Rm1−m0×U1×R+

∣∣∣∣∣
∂γ0

j (y, u(1), t)

∂yi

∣∣∣∣∣<+∞,

γ1 ∈ C1
y (Rm0 × U2 × R+) ∀i ∈ I1,

sup
i∈I0,j∈I1,

(y,u(2),t)∈Rm0×U2×R+

∣∣∣∣∣
∂γ1

j (y, u(2), t)

∂yi

∣∣∣∣∣<+∞.

Тодi iснує єдиний узагальнений розв’язок
задачi (22)–(28).

Доведення. Для знаходження розв’язку за-
дачi (22)–(28), також використаємо метод
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стискуючих вiдображень. З простору Qn ви-
беремо пiдпростiр W , елементи якого воло-
дiють властивiстю

lim
t→+∞

ψi(x, t)eat = 0

для будь-якого i ∈ I, x ∈ [0, 1], ψ ∈ W з
метрикою

ρβ(ψ1, ψ2) =

= max
i∈I,

(x,t)∈Π

|ψ1
i (x, t)− ψ2

i (x, t)|βi(x, t; b, q, ω).

Нехай оператор B визначений правою ча-
стиною (31)–(33), тобто

Bi[ψ](x, t) = Di[ψ](x, t)+

+

νi(x,t)∫

t

∂λi

∂x
(ϕi(τ ; x, t), τ) ψi(τ ; x, t), τ)+

+
∑
j∈I

∂fj

∂yi

(y(ϕi(τ ; x, t), τ), ϕi(τ ; x, t), τ)×

× ψj(ϕi(τ ; x, t), τ)− νe−ρt(yi(ϕi(τ ; x, t), τ)−
− zi(ϕi(τ ; x, t), τ))dτ, i ∈ Im1 ,

Bi[ψ](x, t) =

=

+∞∫

t

∑
j∈I

∂fj

∂yi

(y(ϕi(τ ; x, t), τ), ϕi(τ ; x, t), τ)×

× ψj(ϕi(τ ; x, t), τ)− νe−ρt(yi(ϕi(τ ; x, t), τ)−
− zi(ϕi(τ ; x, t), τ))dτ, i ∈ Im2 ,

Bi[ψ](x, t) =
∑

j /∈Im3

∂f 1
j (y(1, t), t)

∂yi

−

− ν3e
−ρ3t(yi(1, t)− z3

i (t))+

+

1∫

x

∑
j∈I

∂fj

∂yi

(y(s, t), s, t)ψj(s, t)−νe−ρt(yi(s, t)−

− zi(s, t))ds, i ∈ Im3 .

Для всiх i ∈ I0 ∪ I1, справедливi оцiнки:
νi(x, t) > t + (1 − x)/Λmin, i ∈ I0; νi(x, t) >
t + x/Λmin, i ∈ I1.

Враховуючи оцiнку
∣∣Di[ψ

1](x, t)−Di[ψ
2](x, t)

∣∣ βi(x, t; b, q, ω) 6

6 C max



max

i∈I0,
j∈I1

(m1 −m0)βi(x, t; b, q, ω)

βj(1, νi(x, t); b, q, ω)
,

max
i∈I1,
j∈I0

m1βi(x, t; b, q, ω)

βj(0, νi(x, t); b, q, ω)



 ρβ(ψ1, ψ2),

для оператора B одержимо
∣∣Bi[ψ

1](x, t)− Bi[ψ
2](x, t)

∣∣ βi(x, t; b, q, ω) 6

6


C max



max

i∈I0,
j∈I1

(m1 −m0)βi(x, t; b, q, ω)

βj(1, νi(x, t); b, q, ω)
,

max
i∈I1,
j∈I0

m0βi(x, t; b, q, ω)

βj(0, νi(x, t); b, q, ω)



 +

+ nC

1∫

x





max
i∈Im3 ,
j /∈Im3

βi(x, t; b, q, ω)

βj(s, t; b, q, ω)
+

max
i∈Im3 ,
j∈Im3

βi(x, t; b, q, ω)

βj(s, t; b, q, ω)



 ds+

+ nC

νi(x,t)∫

t

max





max
i/∈Im3 ,
j /∈Im3

βi(x, t; b, q, ω)

βj(s, σ; b, q, ω)
,

max
i/∈Im3 ,
j∈Im3

βi(x, t; b, q, ω)

βj(s, σ; b, q, ω)





dσ


 ρβ(ψ1, ψ2).

Вибiр параметрiв b, q та ω у функцiях
βi = βi(x, t; b, q, ω), дозволяє отримати оцiн-
ку

ρβ(B[ψ1],B[ψ2]) < ρβ(ψ1, ψ2).

Отже оператор B є стискуючим на еле-
ментах простору W . Тому, за теоремою Ба-
наха, iснує єдина нерухома точка оператора
B в просторi W . Ця нерухома точка i є уза-
гальненим розв’язком задачi (22)–(28).

6. Необхiднi умови оптимальностi.
Опуклiсть множини Uad є надзвичайно об-
тяжливою умовою, оскiльки початковi та
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крайовi умови в умовах погодження нульо-
вого порядку загалом є нелiнiйними фун-
кцiями. Вiдмовившись вiд умови опукло-
стi простору Uad, можна використати нео-
пуклий пiдхiд для побудови варiацiї керу-
вання. Тодi варiацiйний аналiз дослiджува-
ної задачi (9) буде заснований на викори-
станнi некласичних варiацiй, якi забезпечу-
ють гладкiсть допустимих керувань [3], тоб-
то будемо розглядати пiдпростiр U ′ad про-
стору допустимих керувань Uad, де U ′ad ={
u ∈ Uad|u ∈ C1

(
[0, 1]× R3

+

)}
. Варiацiя ке-

рування, наприклад, для u(0) = u(0)(x) бу-
дується за правилом

u
(0)

ε,δ0(x) = u(0)(x + εδ(0)(x)),

x ∈ [0, 1], δ(0)(0) = δ(0)(1) = 0, (34)

де ε ∈ [0, 1) - параметр, який характеризує
малiсть варiацiї, δ(0)(x) - неперервно-дифе-
ренцiйовна функцiя, яка задовольняє умову

0 6 x + δ(0)(x) 6 1, x ∈ [0, 1]. (35)

Вiдзначимо деякi властивостi варiацiї
(34). Насамперед, керування є гладким, а
область значень функцiї u

(0)

ε,δ(0)(x) визначе-
на областю значень початкового керування
u(0)(x). Тому, керування u

(0)

ε,δ(0)(x) – допусти-
ме. Крiм того, має мiсце поточкова (i рiв-
номiрна) збiжнiсть: u

(0)

ε,δ(0)(x) → u(0)(x) при
ε → 0 в кожнiй точцi вiдрiзку [0, 1] для будь-
якого δ(0)(x), що задовольняє нерiвнiсть
(35). Остання властивiсть характеризує вiд-
повiдну варiацiю керування ∆u

(0)

ε,δ(0)(x) =

u
(0)

ε,δ(0)(x) − u(0)(x), як нестандартну слабку
варiацiю гладкої функцiї u(0)(x): рiвномiрно
мала деформацiя вiдрiзка [0, 1] ”перемiшу-
є” значення початкового керування, зберiга-
ючи рiвномiрну близькiсть до нуля функцiї

∆u
(0)

ε,δ(0)(x) та її похiдної
d

dx
∆u

(0)

ε,δ(0)(x).
Вибираючи варiацiю керування за прави-

лом (34) i використовуючи зображення

∆u(0)(x) = u̇(0)(x)εδ(0)(x) + o(ε),

∆u(k)(t) = u̇(k)(t)εδ(k)(t) + o(ε),

δ(k)(0) = 0, k ∈ {1, 2, 3},

перепишемо формулу приросту цiльового
функцiоналу (29) так

∆J(u) =

= −
1∫

0

r0∑
i=1

∂h
(

ψj(x, 0) j /∈Im3
, u(0)(x), x

)

∂u
(0)
i

×

× du
(0)
i (x)

dx
εδ(0)(x)dx−

−
+∞∫

0

r1∑
i=1

∂h1
(

ψj(0, t)j∈I0
,yk(0, t)k∈I1

,u(1)(t),t
)

∂u
(1)
i

×

× du
(1)
i (t)

dt
εδ(1)(t)dt+

+

+∞∫

0

r1∑
i=1

∂h2
(

ψj(1, t)j∈I1
,yk(1, t)k∈I0

,u(2)(t),t
)

∂u
(2)
i

×

× du
(2)
i (t)

dt
εδ(2)(t)dt−

−
+∞∫

0

r3∑
i=1

∂h3
(

ψj(1, t)j∈I3
,yj(1, t)j∈I3

,u(3)(t),t
)

∂u
(3)
i

×

× du
(3)
i (t)

dt
εδ(3)(t)dt+

+ν20

1∫

0

r0∑
i=1

(u
(0)
i (x)−v

(0)
i (x))

du
(0)
i (x)

dx
εδ(0)(x)dx+

+
3∑

i=1

ν2i

+∞∫

0

ri∑
j=1

(u
(i)
j (t)−v

(i)
j (t))

du
(i)
j (t)

dt
εδ(i)(t)dt+

+ η1, (36)

де

η1 = η+o(ε)


ν20

1∫

0

r0∑
i=1

(u
(0)
i (x)− v

(0)
i (x))dx+

+
3∑

i=1

ν2i

+∞∫

0

ri∑
j=1

(u
(i)
j (t)− v

(i)
j (t))dt−

−
1∫

0

r0∑
i=1

∂h
(

ψj(x, 0) j /∈Im3
, u(0)(x), x

)

∂u
(0)
i

dx−
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−
+∞∫

0

r1∑
i=1

∂h1
(
ψj(0, t)j∈I0

,yk(0, t)k∈I1
, u(1)(t),t

)

∂u
(1)
i

dt+

+

+∞∫

0

r2∑
i=1

∂h2
(
ψj(1, t)j∈I1

,yk(1, t)k∈I0
, u(2)(t),t

)

∂u
(2)
i

dt−

−
+∞∫

0

r3∑
i=1

∂h3
(
ψj(1, t)j∈I3

,yk(1, t)k∈I3
, u(3)(t),t

)

∂u
(3)
i

dt


.

Врахувавши справедливiсть оцiнки (12)-
(13) для (36), матимемо

lim
ε→0+

J(u + εδ̃)− J(u)

ε
=

= −
1∫

0

r0∑
i=1

∂h
(

ψj(x, 0) j /∈Im3
, u(0)(x), x

)

∂u
(0)
i

×

× du
(0)
i (x)

dx
δ(0)(x)dx−

−
+∞∫

0

r1∑
i=1

∂h1
(
ψj(0, t)j∈I0

,yk(0, t)k∈I1
, u(1)(t),t

)

∂u
(1)
i

dt×

× du
(1)
i (t)

dt
δ(1)(t)dt+

+

+∞∫

0

r2∑
i=1

∂h2
(
ψj(1, t)j∈I1

,yk(1, t)k∈I0
, u(2)(t),t

)

∂u
(2)
i

dt×

× du
(2)
i (t)

dt
δ(2)(t)dt−

−
+∞∫

0

r3∑
i=1

∂h3
(
ψj(1, t)j∈I3

,yk(1, t)k∈I3
, u(3)(t),t

)

∂u
(3)
i

dt×

× du
(3)
i (t)

dt
δ(3)(t)dt+

+ν20

1∫

0

r0∑
i=1

(u
(0)
i (x)−v

(0)
i (x))

du
(0)
i (x)

dx
δ(0)(x)dx+

+
3∑

i=1

ν2i

+∞∫

0

ri∑
j=1

(u
(i)
j (t)−v

(i)
j (t))

du
(i)
j (t)

dt
δ(i)(t)dt,

оскiльки решта доданкiв в (36) зображенi у
виглядi добутку величини порядку o(ε) та
рiвномiрно збiжного iнтегралу.

Нехай виконуються усi зробленi вище
припущення. Тодi, оскiльки, δ(0) = δ(0)(x),
δ(j) = δ(j)(t), j ∈ {1, 2, 3} – довiльнi фун-
кцiї та використовуючи теорему Ферма [17,
с. 55], можна сформулювати необхiднi умо-
ви оптимальностi для задачi оптимального
керування (9) у виглядi теореми.
Теорема 6.1. Якщо процес {y, u(0), u(1),
u(2), u(3)} є оптимальним в задачi (9), то
виконуються умови

r0∑
i=1

(
ν20(u

(0)
i (x)− v

(0)
i (x))−

∂h
(

ψj(x, 0) j /∈Im3
, u(0)(x), x

)

∂u
(0)
i


×

× du
(0)
i (x)

dx
= 0, x ∈ [0, l],

r1∑
i=1

(
ν21(u

(1)
i (t)− v

(1)
i (t))−

∂h1
(

ψj(0, t) j∈I0
, yk(0, t)k∈I1

, u(1)(t), t
)

∂u
(1)
i


×

× du
(1)
i (t)

dt
= 0, t ∈ R+,

r2∑
i=1

(
ν22(u

(2)
i (t)− v

(2)
i (t))−

∂h2
(

ψj(1, t) j∈I1
, yk(1, t)k∈I0

, u(2)(t), t
)

∂u
(2)
i


×

× du
(2)
i (t)

dt
= 0, t ∈ R+,

r3∑
i=1

(
ν23(u

(3)
i (t)− v

(3)
i (t))−

∂h3
(

ψj(1, t) j∈I3
, yk(1, t)k∈I3

, u(3)(t), t
)

∂u
(3)
i


×

× du
(3)
i (t)

dt
= 0, t ∈ R+,
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де y = y(x, t) узагальнений розв’язок задачi
(1)–(7), ψ = ψ(x, t) - узагальнений розв’язок
спряженої задачi (22)–(28) при y = y(x, t),
u(0) = u(0)(x), u(j) = u(j)(t), j ∈ {1, 2, 3}.
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