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Îáãðóíòîâó¹òüñÿ ïîíÿòòÿ "àíàëiòè÷íèé ïåðiîäè÷íèé ôóíêöiîíàë ðiâíèé íóëþ íà âiäêðèòié
ìíîæèíi".

The term "analytical periodical functional is equal to zero on an open set" is found.

Äëÿ ðÿäiâ Ôóð'¹ ñóìîâíèõ íà [0, 2π] ôóí-
êöié äîáðå âiäîìèé ïðèíöèï ëîêàëiçàöi¨ Ði-
ìàíà: çáiæíiñòü àáî ðîçáiæíiñòü ðÿäó Ôóð'¹
ôóíêöi¨ f ∈ L1([0, 2π]) â òî÷öi çàëåæèòü
òiëüêè âiä ïîâåäiíêè f ó îêîëi öi¹¨ òî÷êè
(ñàìèé æå ðÿä Ôóð'¹ âèçíà÷à¹òüñÿ �ãëîáàëü-
íèìè� âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ f). Òî÷íiøå,
ÿêùî ôóíêöi¨ {f1, f2} ⊂ L1([0, 2π]) çáiãàþ-
òüñÿ íà iíòåðâàëi (a, b) ⊂ [0, 2π], òî íà áóäü-
ÿêîìó âiäðiçêó [a + ε, b − ε] ⊂ (a, b), ε > 0,
ðiçíèöÿ ¨õíiõ ðÿäiâ Ôóð'¹ ðiâíîìiðíî çáiãà¹-
òüñÿ äî íóëÿ. Öåé ïðèíöèï äëÿ ðÿäiâ Ôóð'¹
ñôîðìóëüîâàíèé ùå â ñåðåäèíi 18-ãî ñòîëi-
òòÿ ó ïðàöÿõ Ôóð'¹, Îñòðîãðàäñüêîãî, Ëî-
áà÷åâñüêîãî, Ðiìàíà. Ñâié ïîäàëüøèé ðîçâè-
òîê âií äiñòàâ ó ÷èñëåííèõ ïðàöÿõ ìàòåìà-
òèêiâ ç òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ, äîñëiäæå-
ííÿ ÿêèõ ñòàëî îäíèì ç îñíîâíèì îá'¹êòiâ
ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó i ïðèâåëî äî âèíè-
êíåííÿ áàãàòüîõ âàæëèâèõ ïîíÿòü ñó÷àñíî¨
ìàòåìàòèêè, çîêðåìà, i äî ïîíÿòòÿ óçàãàëü-
íåíî¨ ôóíêöi¨.

Òðèãîíîìåòðè÷íi ðÿäè ç íåîáìåæåíî çðî-
ñòàþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè äiñòàëè ïðèðîäíó
iíòåðïðåòàöiþ ó ðàìêàõ òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ
ôóíêöié. Íàïðèêëàä, ÿêùî êîåôiöi¹íòè òðè-
ãîíîìåòðè÷íîãî ðÿäó çðîñòàþòü ñòåïåíåâèì
ñïîñîáîì, òî âií ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ ïåðiîäè-
÷íîãî ðîçïîäiëó Ñîáîë¹âà-Øâàðöà. Òåîðiÿ
óëüòðàðîçïîäiëiâ i ãiïåðôóíêöié, ðîçâèíå-
íà â ïðàöÿõ Êåòå, Êîìàöó, Ì.Ë.Ãîðáà÷óêà,
Â.I.Ãîðáà÷óê (äèâ. [1]), äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè
òðèãîíîìåòðè÷íi ðÿäè ç êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi
çðîñòàþòü øâèäøå çà áóäü-ÿêèé ñòåïiíü. Òà-

êi ðÿäè îòîòîæíþþòüñÿ ç óçàãàëüíåíèìè
ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè � ëiíiéíèìè íå-
ïåðåðâíèìè ôóíêöiîíàëàìè íàä ïðîñòîðîì
òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

Ó áàãàòüîõ ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóí-
êöié ìà¹ çìiñò ïîíÿòòÿ �ôóíêöiîíàëè F1 i
F2 çáiãàþòüñÿ íà âiäêðèòié ìíîæèíi Q�, òîá-
òî ìîæíà ãîâîðèòè ïðî �ëîêàëüíó� ðiâíiñòü
óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü
ñôîðìóëþâàòè ïðîáëåìó ëîêàëiçàöi¨ äëÿ ðÿ-
äiâ Ôóð'¹ óçàãàëüíåíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóí-
êöié. Îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè òàêèõ ðÿäiâ íåî-
áìåæåíi, òî ç óðàõóâàííÿì âiäîìî¨ òåîðåìè
Êàíòîðà-Ëåáåãà (òàêèé ðÿä íå ìîæå çáiãà-
òèñü íà ìíîæèíi äîäàòíî¨ ìiðè), ïiä ñóìîþ
ðÿäó ñëiä ðîçóìiòè íå ãðàíèöþ éîãî ÷àñòèí-
íèõ ñóì, à ïiäñóìîâóâàòè ðÿäè ïåâíèìè ëi-
íiéíèìè ìåòîäàìè; òîäi ïðèíöèï ëîêàëiçàöi¨
ìîæå âèêîíóâàòèñü äëÿ ðÿäiâ Ôóð'¹ óçàãàëü-
íåíèõ ôóíêöié ç ðiçíèõ ïðîñòîðiâ. Îñîáëèâî
øèðîêèé êëàñ òàêèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié
âäàëîñÿ âèäiëèòè äëÿ ìåòîäiâ ïiäñóìîâóâàí-
íÿ Àáåëÿ-Ïóàññîíà òà Ãàóññà-Âåé¹ðøòðàññà.
Â.I.Ãîðáà÷óê òà Ì.Ë.Ãîðáà÷óê äîâåëè [1], ùî
ïðèíöèï ëîêàëiçàöi¨ ó öüîìó âèïàäêó ìà¹
ìiñöå ó êëàñi ðÿäiâ Ôóð'¹ óëüòðàðîçïîäiëiâ
Æåâðå.

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèãëÿäi ëiíiéíèõ ïå-
ðåòâîðåíü ðÿäiâ Ôóð'¹ ïîäàþòüñÿ ðîçâ'ÿç-
êè áàãàòüîõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü ç
÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (íàïðèêëàä, ðîçâ'ÿ-
çîê çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëà-
ñà â êðóçi ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ïåðåòâîðåííÿ
Àáåëÿ-Ïóàññîíà ðÿäó Ôóð'¹ ãðàíè÷íî¨ ôóí-
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êöi¨). ßêùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ çàäîâîëü-
íÿ¹ ïåâíi ïðèðîäíi óìîâè ðåãóëÿðíîñòi, òî
ñåðåäíi ìåòîäó ïiäñóìîâóâàííÿ, ùî âèçíà-
÷àþòüñÿ öèì ïåðåòâîðåííÿì, ìàþòü âèãëÿä
F ∗ Kt, äå {Kt, t ∈ T} ⊂ X � ñiì'ÿ îñíîâ-
íèõ ôóíêöié ç ïðîñòîðó X (ÿäåð Ôóð'¹ ìå-
òîäó ïiäñóìîâóâàííÿ), T � äåÿêà ìíîæèíà ç
ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ t0, F ∈ X ′ � ëiíiéíèé íå-
ïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë íà X. Îòæå, ïðîáëå-
ìà ëîêàëiçàöi¨ äëÿ ðÿäiâ Ôóð'¹ óçàãàëüíå-
íèõ ôóíêöié, ïðîñóìîâàíèõ ëiíiéíèì ìåòî-
äîì, çâîäèòüñÿ äî ïðîáëåìè ëîêàëiçàöi¨ äëÿ
çãîðòîê âêàçàíîãî âèãëÿäó: ÿêi óìîâè ïîâèí-
íà çàäîâîëüíÿòè ñóêóïíiñòü {Kt, t ∈ T},
ùîá, êîëè ôóíêöiîíàë F ∈ X ′ çáiãà¹òüñÿ
íà äåÿêié âiäêðèòié ìíîæèíi Q ç ãëàäêîþ
ôóíêöi¹þ g (òàêà ñèòóàöiÿ ¹ òèïîâîþ äëÿ
ôóíêöiîíàëiâ � ðåãóëÿðèçàöié ôóíêöié ç íå-
iíòåãðîâíèìè îñîáëèâîñòÿìè), âèêîíóâàëàñü
óìîâà: F ∗ Kt → g, t → t0, ðiâíîìiðíî íà
K, äå K� äîâiëüíèé êîìïàêò ç Q (ó öüî-
ìó âèïàäêó ñiì'þ ôóíêöié {Kt, t ∈ T} íà-
çèâàòèìåìî ñiì'¹þ ôóíêöié êëàñó L(X)).
I.Ã.Içâ'¹êîâ [2] âèâ÷àâ íåîáõiäíi i äîñòàòíi
óìîâè íàëåæíîñòi ñóêóïíîñòi îñíîâíèõ ôóí-
êöié {Kt, t ∈ T} äî êëàñó L(X) ó âèïàä-
êó, êîëè X � óëüòðàäèôåðåíöiéîâíi ïåðiî-
äè÷íi ôóíêöi¨ êëàñó Æåâðå G{β}, β > 1.
Ïðîñòið G{1}, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ 2π-
ïåðiîäè÷íèõ àíàëiòè÷íèõ íà R ôóíêöié, íå
ìiñòèòü ôiíiòíèõ ôóíêöié. Âèêîðèñòàííÿ
àíàëiòè÷íèõ çîáðàæåíü (iíäèêàòðèñ) ãiïåð-
ôóíêöié äîçâîëèëî âñòàíîâèòè I.Ã.Içâ'¹êîâó
[2] íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè õàðàêòåðèñòè-
êè êëàñó L(G{1}).

Àíàëiòè÷íi çîáðàæåííÿ óçàãàëüíåíèõ
ôóíêöié äîñëiäæóâàëèñü òàêîæ Ã.Òiëüìà-
íîì [3] i Ì.Ñàòî [4]. Îñîáëèâó óâàãó
çîáðàæåííþ ðîçïîäiëiâ çà äîïîìîãîþ
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié i âèâ÷åííþ ¨õíiõ
âëàñòèâîñòåé ïðèäiëÿ¹ ó ñâî¨õ ïðàöÿõ
Ã.Áðåìåðìàí [5]. Òåîðåìà Áðåìåðìàíà ïðî
àíàëiòè÷íå çîáðàæåííÿ óçàãàëüíåíèõ ôóí-
êöié ç ïðîñòîðó E ′ ïåðåíåñåíà Ò.I.Ãîòèí÷àí
íà âèïàäîê êëàñó (S1

α)′, α > 0 [6]. Çà
äîïîìîãîþ öi¹¨ òåîðåìè òà áåçïîñåðåäíiõ
íàñëiäêiâ ç íå¨ Ò.I.Ãîòèí÷àí ó ñïiâàâòîðñòâi
ç Â.Â.Ãîðîäåöüêèì [7] îáãðóíòóâàëè ïîíÿò-

òÿ �àíàëiòè÷íèé ôóíêöiîíàë ðiâíèé íóëþ íà
âiäêðèòié ìíîæèíi Q ⊂ R� ó âèïàäêó íåïå-
ðiîäè÷íèõ êëàñiâ êâàçiàíàëiòè÷íèõ ôóíêöié
òèïó S. Òóò àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè îäåð-
æàíi ó âèïàäêó ïåâíèõ êëàñiâ àíàëiòè÷íèõ
ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié.

1.Ïðîñòîðè îñíîâíèõ òà óçàãàëüíå-
íèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

×åðåç T ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ òðèãî-
íîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

P (x) =
s∑

k=−s

ck,pe
ikx, x ∈ R, s ∈ Z+, i =

√−1,

íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Çðîçóìiëî,
ùî âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ
ïîëiíîìiâ òà ìíîæåííÿ ¨õ íà ÷èñëà T ¹ ëi-
íiéíèì ïðîñòîðîì.

Íåõàé Tm, m ∈ Z+, � ñóêóïíiñòü óñiõ
ïîëiíîìiâ ç T , ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâè-
ùó¹ m. Òîäi T =

⋃
m

Tm. Çáiæíiñòü ó ïðî-
ñòîði T âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: ïîñëiäîâíiñòü
{Pn, n ∈ N} ⊂ T çáiãà¹òüñÿ â T äî ïî-
ëiíîìà P (çàïèñó¹òüñÿ: Pn

T−→P, n → ∞),
ÿêùî, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà, âñi Pn

íàëåæàòü äî îäíîãî é òîãî æ ïðîñòîðó Tm

(ç äåÿêèì m) i ck,pn → ck,p, n → ∞, äëÿ
êîæíîãî k : 0 ≤ |k| ≤ m. Òàê âèçíà÷åíà
çáiæíiñòü � öå çáiæíiñòü â T ÿê iíäóêòèâíî¨
ãðàíèöi ïðîñòîðiâ Tm : T = lim

m→∞
indTm.

Ó T ïðèðîäíèì ÷èíîì ââîäÿòüñÿ îïåðà-
öi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ, ìíîæåííÿ ïîëiíîìiâ
òà çãîðòêè

(P∗Q)(x) =
1

2π

2π∫

0

P (t)Q(x−t)dt, {P, Q} ⊂ T,

ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè â T .
Ñèìâîëîì T ′ ïîçía÷èìî ïðîñòið âñiõ ëi-

íiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà T çi
ñëàáêîþ çáiæíiñòþ. Åëåìåíòè T ′ íàçâåìî
2π-ïåðiîäè÷íèìè óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿ-
ìè. Îïåðàöiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ â T ′ âèçíà-
÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

〈f (k), P 〉 = (−1)k〈f, P (k)〉, P ∈ T, k ∈ N
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(ñèìâîëîì 〈f, ·〉 ïîçíà÷à¹òüñÿ äiÿ ôóíêöiî-
íàëó f íà îñíîâíèé åëåìåíò). Âîíà ¹ íåïå-
ðåðâíîþ â T ′, îñêiëüêè íåïåðåðâíîþ ¹ òàêà
æ îïåðàöiÿ â ïðîñòîði T . Îòæå, êîæíèé åëå-
ìåíò ç T ′ ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèì. Â
T ′ âèçíà÷åíà òàêîæ îïåðàöiÿ çãîðòêè:

〈f ∗ g, P 〉 = 〈f(x), 〈g(y), P (x + y)〉〉,
{f, g} ⊂ T ′, ∀P ∈ T.

Ðÿäîì Ôóð'¹ óçàãàëüíåíî¨ 2π-ïåðiîäè÷íî¨
ôóíêöi¨ f ∈ T ′ íàçèâà¹òüñÿ ðÿä
+∞∑

k=−∞
ck(f)eikx, äå ck(f) = 〈f, e−ikx〉, k ∈ Z, �

êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f . Äëÿ äîâiëüíî¨
óçàãàëüíåíî¨ 2π-ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ f ¨¨ ðÿä
Ôóð'¹ çáiãà¹òüñÿ äî f ó ïðîñòîði T ′. Íàâïà-
êè, ïîñëiäîâíiñòü ÷àñòèííèõ ñóì äîâiëüíîãî
òðèãîíîìåòðè÷íîãî ðÿäó

+∞∑
k=−∞

ck(f)eikx çái-

ãà¹òüñÿ â T ′ äî äåÿêîãî åëåìåíòà f ∈ T ′

i öåé ðÿä ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äëÿ f [1]. Çâiäñè
âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî T ëåæèòü ùiëüíî â T ′.
Îòæå, áóäü-ÿêó óçàãàëüíåíó 2π-ïåðiîäè÷íó
ôóíêöiþ f ∈ T ′ ìîæíà îòîòîæíþâàòè ç ¨¨
ðÿäîì Ôóð'¹, òîáòî T ′ ìîæíà òðàêòóâàòè
ÿê ïðîñòið ôîðìàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ
ðÿäiâ âèãëÿäó

+∞∑
k=−∞

cke
ikx (áåç æîäíèõ îáìå-

æåíü íà ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü {ck, k ∈ Z}).
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {mk, k ∈

Z+}, m0 = 1, äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêà âîëîäi¹
âëàñòèâîñòÿìè:

1)∀α > 0 ∃cα > 0 ∀k ∈ Z+ : mk ≤ cα · αk

(òîáòî {mk, k ∈ Z+} çðîñòà¹ øâèäøå çà åêñ-
ïîíåíòó);

2)∃M > 0 ∃h > 0 ∀k ∈ Z+ : mk+1 ≤
Mhkmk (ñòàáiëüíiñòü âiäíîñíî äèôåðåíöiþ-
âàííÿ);

3)∃A > 0 ∃L > 0 ∀{k, l} ⊂ Z+ : mk · ml ≤
ALk+lmk+l (ñòàáiëüíiñòü âiäíîñíî îïåðàöi¨
ìíîæåííÿ);

4)∃B > 0 ∃s > 0 ∀k ∈ Z+ : mk ≤
Bsk min

0≤l≤k
mk−lml (ñòàáiëüíiñòü âiäíîñíî çãîð-

òêè).
Ïðèêëàäàìè òàêèõ ïîñëiäîâíî-

ñòåé ¹ ïîñëiäîâíîñòi Æåâðå âèãëÿäó:
mk = (k!)β, mk = kkβ, β > 0.

Ââåäåìî òåïåð äåÿêi êëàñè íåñêií÷åí-
íî äèôåðåíöiéîâíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié.
Ñèìâîëîì H〈mk〉 ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü âñiõ
2π-ïåðiîäè÷íèõ i íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâ-
íèõ íà R ôóíêöié ϕ, ÿêi âîëîäiþòü âëàñòè-
âiñòþ: iñíóþòü ñòàëi c, B > 0 òàêi, ùî

|ϕ(k)(x)| ≤ cBkmk, k ∈ Z+, x ∈ R. (1)

Åëåìåíòè ïðîñòîðó H〈mk〉 íàçèâàþòüñÿ
óëüòðàäèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè êëàñó
{mk}. Ìíîæèíà ôóíêöié ϕ ∈ H〈mk〉, äëÿ
ÿêèõ îöiíêè (1) âèêîíóþòüñÿ ç ôiêñîâàíîþ
ñòàëîþ B > 0, óòâîðþ¹ áàíàõiâ ïðîñòið
HB〈mk〉 âiäíîñíî íîðìè

‖ϕ‖B = sup
x∈[0,2π]

k∈Z+

|ϕ(k)(x)|
Bkmk

.

Ïðè öüîìó HB1〈mk〉 ⊂ HB2〈mk〉, ÿêùî
B1 < B2 i H〈mk〉 =

⋃
B>0

HB〈mk〉. Îòæå, â
H〈mk〉 ïðèðîäíî ââåñòè òîïîëîãiþ iíäóêòèâ-
íî¨ ãðàíèöi áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ HB〈mk〉 :
H〈mk〉 = lim

B→∞
indHB〈mk〉. Ïðè öüîìó H〈mk〉

ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ïîâíèé ëîêàëüíî îïóêëèé
ïðîñòið. Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòåé 2)-4) ïîñëi-
äîâíîñòi {mk, k ∈ Z+} öåé ïðîñòið iíâà-
ðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàöié äèôåðåíöiþâà-
ííÿ, ìíîæåííÿ òà çãîðòêè, ÿêi ¹ íåïåðåðâ-
íèìè â H〈mk〉. Âiäíîñíî îïåðàöié ìíîæåí-
íÿ òà çãîðòêè öåé ïðîñòið óòâîðþ¹ òàêîæ
òîïîëîãi÷íi àëãåáðè [8]. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü
{mk, k ∈ Z+} çáiãà¹òüñÿ ç îäíi¹þ iç ïî-
ñëiäîâíîñòåé Æåâðå, òî H〈mk〉 = G{β}, äå
G{β} � ïðîñòið óëüòðàäèôåðåíöiéîâíèõ ôóí-
êöié êëàñó Æåâðå ïîðÿäêó β > 0. Ïðîñòið
H〈k!〉 = H〈kk〉 = G{1} ñêëàäàþòü àíàëiòè÷íi
2π-ïåðiîäè÷íi íà R ôóíêöi¨.

Ñèìâîëîì H ′〈mk〉 ïîçíà÷àòèìåìî ïðî-
ñòið âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíà-
ëiâ íà H〈mk〉 çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ. Âiäî-
ìî [8], ùî H ′〈mk〉 çáiãà¹òüñÿ ç ïðîåêòèâíîþ
ãðàíèöåþ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ H ′

B〈mk〉 :
H ′〈mk〉 = lim

B→∞
prH′

B〈mk〉. Åëåìåíòè ïðîñòî-
ðó H ′〈mk〉 íàçèâàþòüñÿ óëüòðàðîçïîäiëàìè
êëàñó {mk}. Åëåìåíòè ç H ′〈k!〉 = G′

{1} íàçè-
âàþòüñÿ ãiïåðôóíêöiÿìè àáî àíàëiòè÷íèìè
ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiîíàëàìè.
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Ó ïðàöi [8] äà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòèêà ïðî-
ñòîðiâ H〈mk〉 òà H ′〈mk〉 ç òî÷êè çîðó ïîâå-
äiíêè êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ¨õíiõ åëåìåíòiâ.

Ïîêëàäåìî ρ(λ) = sup
k∈Z+

|λ|k
mk

, λ ∈ [1, +∞).

Iç âëàñòèâîñòåé ïîñëiäîâíîñòi {mk, k ∈ Z+}
âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ ρ íåïåðåðâíà, ìî-
íîòîííî çðîñòà¹ íà [1, +∞) (øâèäøå íiæ
λn, ∀n ∈ N), ρ(λ) ≥ 1, ∀λ ∈ [1, +∞). Íåõàé

H{α} :=

{
f ∈ T ′|

+∞∑

k=−∞
|ck(f)|2ρ2

( |k|
α

)
< ∞,

ck(f) = 〈f, e−ikx〉} , α > 0.

H{α} � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáó-
òêîì

(f, g)H{α} =
+∞∑

k=−∞
ck(f)ck(g)ρ2

( |k|
α

)
,

{f, g} ⊂ H{α}.

ßêùî α1 > α2, òî H{α1} ⊃ H{α2} i öå âêëà-
äåííÿ ¹ íåïåðåðâíèì âíàñëiäîê ìîíîòîííî-
ñòi ôóíêöi¨ ρ. Ïîêëàäåìî H{mk} =

⋃
α>0

H{α}.
Ïðèðîäíî â H{mk} ââåñòè òîïîëîãiþ iíäó-
êòèâíî¨ ãðàíèöi: H{mk} = lim

α→∞
indH{α}. Â [8]

äîâåäåíî, ùî ïðîñòîðè H〈mk〉 òà H{mk} çái-
ãàþòüñÿ íå òiëüêè ÿê ìíîæèíè, àëå i òîïîëî-
ãi÷íî. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðîñòîðè H〈mk〉
i H ′〈mk〉 ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè òàê [8]:

(f ∈ H〈mk〉) ⇔ (∃µ > 0 ∃c > 0 ∀k ∈ Z :

|ck(f)| ≤ cρ−1(µ|k|));
(f ∈ H ′〈mk〉) ⇔ (∃µ > 0 ∃c = c(µ) > 0

∀k ∈ Z : |ck(f)| ≤ cρ(µ|k|)).
ßêùî mk = kkβ, β > 0, òî ρ(λ) ∼ exp(|λ|1/β),
òîáòî â öüîìó âèïàäêó äëÿ f ∈ T ′ ïðàâèëü-
íèìè ¹ ñïiââiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi:

(f ∈ G{β}) ⇔ (∃µ > 0 ∃c > 0 ∀k ∈ Z :

|ck(f)| ≤ c exp(−µ|k|1/β));

(f ∈ G′
{β}) ⇔ (∃µ > 0 ∃c = c(µ) > 0 ∀k ∈ Z :

|ck(f)| ≤ c exp(−µ|k|1/β)).

Ïðîñòîðè D2π òà D′
2π. Ñèìâîëîì D2π

ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü âñiõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ i
íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ íà R ôóíêöié
iç çáiæíiñòþ: ïîñëiäîâíiñòü {ϕn, n ∈ N} ⊂
D2π çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ ϕ â D2π, ÿêùî
ϕ

(k)
n

R
⇒ ϕ(k), n →∞, ïðè êîæíîìó k ∈ Z+.

Ïðîñòið D′
2π ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ëiíiéíèõ

íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà D2π. Åëåìåíòè
öüîãî ïðîñòîðó íàçèâàþòü 2π-ïåðiîäè÷íèìè
óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè òèïó ðîçïîäiëiâ
àáî ïðîñòî 2π-ïåðiîäè÷íèìè ðîçïîäiëàìè.

Äëÿ ââåäåíèõ ïðîñòîðiâ ïðàâèëüíèìè ¹
íåïåðåðâíi âêëàäåííÿ: T ⊂ H〈mk〉 ⊂ D2π ⊂
D′

2π ⊂ H ′〈mk〉 ⊂ T ′.
2. Äåÿêi êëàñè àíàëiòè÷íèõ ïåðiîäè-

÷íèõ ôóíêöié
Ïðèïóñòèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {mk, k ∈

Z+} çàäîâîëüíÿ¹ ùå îäíó óìîâó:
5) lim

k→∞
k
√

mk

k
= 0.

Óìîâà 5) åêâiâàëåíòíà óìîâi [9]

lim
|λ|→∞

ln ρ(λ)

|λ| = ∞,

òîáòî

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) ∀λ : |λ| ≥ max{1, δ} ⇒
⇒ ρ(λ) > eε|λ|.

Îòæå,

∀ε > 0 ∃cε > 1 ∀λ : |λ| ≥ 1 ⇒
⇒ ρ(λ) > cεe

ε|λ|. (2)

Ïîêëàäåìî

ρk := inf
|λ|≥1

ρ(λ)

|λ|k , k ∈ Z+.

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíó¹ìîñü â òîìó, ùî
ïîñëiäîâíiñòü {ρk, k ∈ Z+} ¹ ìîíîòîí-
íî ñïàäíîþ, lim

k→∞
k
√

ρk = 0, ïîñëiäîâíiñòü
{

ρk−1

ρk
, k ≥ 1

}
îáìåæåíà çâåðõó, òîáòî iñíó¹

α > 1 òàêå, ùî ρk−1

ρk
≤ α, k ≥ 1. Çâiäñè âè-

ïëèâà¹ òàêîæ, ùî
ρk−2

ρk

=
ρk−2

ρk−1

· ρk−1

ρk

≤ α2,
ρk−3

ρk

≤ α3, ... (3)
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîñëiäîâíiñòü ñïåöiàëü-
íîãî âèãëÿäó, à ñàìå, lk = k!ρk, k ∈ Z+, i äî-
âåäåìî, ùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1)-5). Iç
íåðiâíîñòi (2) âèïëèâà¹, ùî

∀ε > 0 ∃cε > 1 ∀k ∈ Z+ :

ρk ≥ cε inf
λ≥1

eελ

λk
= cε · εkk−k

Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ Ñòiðëiíãà çíà-
éäåìî, ùî

lk = k!ρk =
√

2πk ·kke−ke
θk
12k cε ·εkk−k ≥ cε ·εk,

0 < θk < 1,

òîáòî ïîñëiäîâíiñòü {lk, k ∈ Z+} óìîâó 1)
çàäîâîëüíÿ¹.

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ äëÿ öi¹¨ ïîñëi-
äîâíîñòi óìîâè 2). Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü
{ρk, k ∈ Z+} ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ, òî

lk+1 = (k + 1)!ρk+1 ≤ (k + 1)k+1
√

2π(k + 1)×

×e
θk

12(k+1) ρk ≤ Mhkkkρk = Mhklk,

0 < θk < 1, M = 4e
√

2π, h = e.

Îòæå, óìîâà 2) âèêîíó¹òüñÿ.
Äëÿ äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi 3) äîñèòü

âñòàíîâèòè iñíóâàííÿ ÷èñåë A,L > 0 òàêèõ,
ùî

lk · lp
lk+p

=
kkkpρkρp

(k + p)k+pρk+p

≤ ALk+p,

∀{k, p} ⊂ Z+.

Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñü îöiíêàìè (3) (òî-
äi ρk

ρk+p
≤ αp, α > 1), à òàêîæ òèì, ùî ïî-

ñëiäîâíiñòü {ρp, p ∈ Z+} ìîíîòîííî ñïàäíà
(ρp ≤ ρ0 ≡ A, ∀p ∈ Z+). Îòæå,

kkkpρkρp

(k + p)k+pρk+p

=
kk · kp

kk+p
(
1 + p

k

)k+p
· ρk

ρk+p

· ρp ≤

≤ ρ0α
p ≤ ρ0α

k+p ≡ ALk+p, A = ρ0, L = α > 1,

òîáòî lk · lp ≤ ALk+plk+p, ∀{k, p} ⊂ Z+.
Âëàñòèâiñòü 4) äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {lk, k ∈

Z+} íàáóâà¹ âèãëÿäó

k!ρk ≤ Bsk min
0≤p≤k

(k − p)!ρk−pp!ρp

ç äåÿêèìè ñòàëèìè B, s > 0. Çàçíà÷èìî, ùî
k! ≤ 2k(k− p)!p! äëÿ ∀p : 0 ≤ p ≤ k, îñêiëüêè

k!

(k − p)!p!2k
=

1

2k
Cp

k ≤ 1.

Iç îçíà÷åííÿ ρk, k ∈ Z+, âèïëèâà¹, ùî ïîñëi-
äîâíiñòü {ρk, k ∈ Z+} âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ:

ρk ≤ ρk−p · ρp, ∀p : 0 ≤ p ≤ k.

Ñïðàâäi,

ρk = inf
|λ|≥1

ρ(λ)

|λ|k = inf
|λ|≥1

{
ρ(λ)

|λ|k−p
· 1

|λ|p
}
≤

≤ inf
|λ|≥1

{
ρ(λ)

|λ|k−p
· ρ(λ)

|λ|p
}

=

= inf
|λ|≥1

ρ(λ)

|λ|k−p
· inf
|λ|≥1

ρ(λ)

|λ|p = ρk−p · ρp

(òóò âðàõîâàíî, ùî ρ(λ) ≥ 1, λ ∈ [1, +∞)).
Îòæå,

lk ≤ 2k min
0≤p≤k

lk−p · lp,
ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Ïîñëiäîâíiñòü {lk, k ∈ Z+} çàäîâîëü-
íÿ¹ òàêîæ óìîâó 5). Ñïðàâäi, ïîñëiäîâíiñòü{

k√
k!

k
, k ≥ 1

}
îáìåæåíà, à âíàñëiäîê âiäïî-

âiäíî¨ âëàñòèâîñòi ïîñëiäîâíîñòi {ρk, k ∈
Z+} ìà¹ìî, ùî lim

k→∞
k
√

ρk = 0. Îòæå,

lim
k→∞

k
√

lk
k

= lim
k→∞

k
√

k!ρk

k
= 0.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð êëàñ ïåðiîäè÷íèõ óëü-
òðàäèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié H〈k!ρk〉. Âè-
ÿâëÿ¹òüñÿ, ùî åëåìåíòàìè öüîãî êëàñó ¹
àíàëiòè÷íi (öiëi) ïåðiîäè÷íi ôóíêöi¨, ÿêi ÿê
ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ çàäîâîëüíÿþòü
ïåâíó óìîâó. Òî÷íiøå, ïðàâèëüíèì ¹ íàñòó-
ïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà
2π-ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ ϕ íàëåæèòü äî êëà-
ñó H〈k!ρk〉 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà àíà-
ëiòè÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ â êîìïëåêñíó ïëî-
ùèíó äî öiëî¨ ôóíêöi¨ ϕ(z), z ∈ C, i öå ïðî-
äîâæåííÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó: iñíóþòü ñòà-
ëi c, b > 0 (çàëåæíi, ìîæëèâî, ëèøå âiä ϕ)
òàêi, ùî

|ϕ(x + iy)| ≤ cρ̃(by), ∀{x, y} ⊂ R,
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ρ̃(y) =

{
1, |y| < 1,
ρ(y), |y| ≥ 1.

(4)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ϕ ìà¹ àíàëiòè÷íå
ïðîäîâæåííÿ â C i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4).
Çãiäíî ç iíòåãðàëüíîþ ôîðìóëîþ Êîøi

ϕ(k)(x) =
k!

2πi

∫

γR

ϕ(z)

(z − x)k+1
dz,

x ∈ R, k ∈ Z+,

äå γR � êîëî ðàäióñà R ç öåíòðîì ó òî÷öi x.
Òîäi

|ϕ(k)(x)| ≤ k!

2π
max
z∈γR

|ϕ(z)|
|z − x|k+1

∮

γR

ds ≤

≤ ck!bk inf
R

ρ̃(bR)

bkRk
= cbk · k!ρk, k ∈ Z+.

Òóò âðàõîâàíî, ùî îñêiëüêè

inf
y 6=0

1

|y|k =

{
1, |y| < 1, y 6= 0,
0, |y| ≥ 1, k ≥ 1,

òî

inf
y 6=0

ρ̃(y)

|y|k = inf
|y|≥1

ρ̃(y)

|y|k = inf
y≥1

ρ(y)

|y|k = ρk.

Îòæå,

|ϕ(k)(x)| ≤ cbkk!ρk, k ∈ Z+, x ∈ R,

òîáòî ϕ ∈ H〈k!ρk〉.
Íàâïàêè, íåõàé íåñêií÷åííî äèôåðåíöi-

éîâíà 2π-ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ ϕ íàëåæèòü äî
êëàñó H〈k!ρk〉, òîáòî iñíóþòü ñòàëi c′ > 0,
B > 0 òàêi, ùî

|ϕ(k)(x)| ≤ c′Bkk!ρk, k ∈ Z+, x ∈ R.

Òîäi ¨¨ ìîæíà àíàëiòè÷íî ïðîäîâæèòè ó âñþ
êîìïëåêñíó ïëîùèíó C. Ñïðàâäi, çàëèøêî-
âèé ÷ëåí ó ôîðìóëi Òåéëîðà

ϕ(x+∆x) =
n−1∑

k=0

ϕ(k)(z)

k!
(∆x)k +

ϕ(n)(ξ)

n!
(∆x)n,

äå x ∈ R, |ξ − x| < |∆x|, äîïóñêà¹ îöiíêó

|ϕ(n)(ξ)|
n!

|∆x|n ≤ c′Bnρn|∆x|n =

= c′(B|∆x| n
√

ρn)n.

Îñêiëüêè n
√

ρn → 0 ïðè n →∞, òî
∀ε > 0 ∃no = no(ε) ∀n ≥ no : ρn < εn.

Ïîêëàäåìî ε = 1
2
(B|∆x|)−1. Òîäi

|ϕ(n)(ξ)|
n!

≤ c′
1

2n
−→ 0, n →∞.

Îòæå, çàëèøêîâèé ÷ëåí ó ôîðìóëi Òåéëîðà
ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè n → ∞ äëÿ äîâiëüíîãî
∆x, òîáòî ϕ ïðîäîâæó¹òüñÿ äî öiëî¨ ôóíêöi¨
ϕ(z) = ϕ(x + iy), ïðè÷îìó

ϕ(x + iy) =
∞∑

k=0

(iy)k

k!
ϕ(k)(x)

i
|ϕ(x + iy)| ≤ c′ ·

∞∑

k=0

Bk|y|kρk.

Îñêiëüêè

|y|kBkρk = |y|kBk inf
y 6=0

ρ̃(y)

|y|k =

= |y|kBk inf
y 6=0

ρ̃(2By)

(2B|y|)k
≤ |y|kBk ρ̃(2By)

2kBk|y|k =

=
1

2k
ρ̃(by), b = 2B, k ≥ 1, y 6= 0,

òî

|ϕ(x + iy)| ≤ c′ρ̃(by) ·
∞∑

k=0

1

2k
= cρ̃(by), y 6= 0,

äå c = 2c′. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ y = 0 öÿ íå-
ðiâíiñòü ¹ î÷åâèäíîþ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî mk = kk(1−β), 0 <
β < 1, k ∈ Z+, òî ρ(y) ∼ exp(|y|1/(1−β)) i
â öüîìó âèïàäêó ρk ∼ k−k(1−β). Òîäi `k =
k!ρk ∼ kkβ, k ∈ Z+. Îòæå, ç òåîðåìè 1
âèïëèâà¹, ùî êëàñ Æåâðå H〈kkβ〉 = G{β},
0 < β < 1, õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òàê: äëÿ
òîãî, ùîá íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà 2π-
ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ ϕ íàëåæàëà äî êëàñó
G{β}, 0 < β < 1, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá
âîíà àíàëiòè÷íî ïðîäîâæóâàëàñü â êîìïëå-
êñíó ïëîùèíó äî öiëî¨ ôóíêöi¨ i öå ïðîäîâ-
æåííÿ çàäîâîëüíÿëî óìîâó:

∃c > 0 ∃b > 0 ∀z = x + iy ∈ C :
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|ϕ(x + iy)| ≤ c · exp
{
b|y|1/(1−β)

}
.

3. Íóëüîâi ìíîæèíè àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöiîíàëiâ

Íàÿâíiñòü ó ëîêàëüíî îïóêëîìó ïðîñòîði
X ôiíiòíèõ ôóíêöié äîçâîëÿ¹ ââåñòè îçíà-
÷åííÿ ðiâíîñòi íóëþ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨
F ∈ X ′ íà âiäêðèòié ìíîæèíi.

Îçíà÷åííÿ 1. Óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ F ∈
X ′ ðiâíà íóëþ íà âiäêðèòié ìíîæèíi Ω ⊂
R, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ îñíîâíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈
X òàêî¨, ùî suppϕ ⊂ Ω, âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü 〈F, ϕ〉 = 0.

Ïðîñòið H〈k!ρk〉 ⊂ G{1} = H〈k!〉 ñêëàäà-
¹òüñÿ ç óñiõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié íà R,
ÿêi äîïóñêàþòü àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ó
âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó i òîìó öåé ïðî-
ñòið ôiíiòíèõ ôóíêöié íå ìiñòèòü. Òóò ìè
ââåäåìî ïîíÿòòÿ �àíàëiòè÷íèé ïåðiîäè÷íèé
ôóíêöiîíàë f ∈ H ′〈k!ρk〉 ⊃ G′

{1} ðiâíèé íó-
ëþ íà âiäêðèòié ìíîæèíi�, âèêîðèñòîâóþ÷è
ïðè öüîìó ïåâíi òâåðäæåííÿ, ÿêi ñòîñóþòüñÿ
ïîíÿòòÿ ãiïåðôóíêöi¨ òà ðiâíîñòi ãiïåðôóí-
êöi¨ íóëþ íà âiäêðèòié ìíîæèíi, âñòàíîâëåíi
I.Ã.Içâ'¹êîâèì â [2].

Íàãàäà¹ìî, ùî ãiïåðôóíêöiÿìè íàçèâà-
þòü åëåìåíòè ïðîñòîðó, ñïðÿæåíîãî äî G{1}.
Åëåìåíòè ïðîñòîðó G′

{1} ìîæíà îõàðàêòåðè-
çóâàòè òàê. Íåõàé f ∈ G′

{1}. Çà äîïîìîãîþ
ôîðìóëè

〈f,
1

eix − z
〉 = f̃(z), z ∈ C \ Γ

(òóò Γ � îäèíè÷íå êîëî â C ç öåíòðîì ó ïî÷à-
òêó êîîðäèíàò), êîæíié ãiïåðôóíêöi¨ f ñòà-
âèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiÿ f̃(z), ÿêà ¹
àíàëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi C \ Γ, à íà íåñêií-
÷åííîñòi îáåðòà¹òüñÿ â íóëü [2]. Íàâïàêè, êî-
æíié òàêié ôóíêöi¨ f̃(z) çiñòàâëÿ¹òüñÿ ãiïåð-
ôóíêöiÿ f :

〈f, ϕ〉 =
1

2πi

∫

γ′
⋃

γ′′

f̃(z)ϕ̂(z)dz, ϕ ∈ G{1},

äå ϕ̂(eix) = ϕ(x), γ′ i γ′′ � êîëà, ÿêi ëå-
æàòü âiäïîâiäíî âñåðåäèíi òà çîâíi îäèíè-
÷íîãî êðóãà i íà íèõ ϕ̂(z) ¹ àíàëiòè÷íîþ;
ïðè öüîìó êîíòóð γ′ ïðîõîäèòüñÿ ïðîòè, à γ′′

� çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ. Ôóíêöiÿ f̃(z)
íàçèâà¹òüñÿ àíàëiòè÷íèì çîáðàæåííÿì àáî
iíäèêàòðèñîþ ôóíêöiîíàëó f ∈ G′

{1}. Íà-
ïðèêëàä, iíäèêàòðèñà äåëüòà-ôóíêöi¨ Äiðà-
êà ìà¹ âèãëÿä: δ̃(z) = 1

1−z
. Çàçíà÷èìî òàêîæ,

ùî iíäèêàòðèñà f̃(z) ãiïåðôóíêöi¨ f ∈ G′
{1}

â îêîëàõ òî÷îê 0 òà ∞ ðîçêëàäà¹òüñÿ âiäïî-
âiäíî â ðÿäè [2]:

f̃(z) =
∞∑

k=1

ck(f)zk−1, |z| < 1, (5)

f̃(z) = −
0∑

k=−∞
ck(f)zk−1, |z| > 1, (6)

äå ck(f) = 〈f, e−ikx〉.
Ó ïðàöi [2] ââåäåíî òàêå îçíà÷åííÿ: ãi-

ïåðôóíêöiÿ f ðiâíà íóëþ íà âiäêðèòié ìíî-
æèíi Ω, ÿêùî ¨¨ iíäèêàòðèñà f̃ àíàëiòè÷íî
ïðîäîâæó¹òüñÿ íà äóãó γ = {eiθ, θ ∈ Ω}.
Ââåäåìî òåïåð ïîíÿòòÿ �ôóíêöiîíàë f ∈
H ′〈k!ρk〉 ⊃ G′

{1} ðiâíèé íóëþ íà iíòåðâàëi
(a, b) ⊂ [0, 2π]�. Ñèìâîëîì H(a, b) ïîçíà÷è-
ìî ñóêóïíiñòü íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ
2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié ç ïðîñòîðó D2π, ÿêi
íà [0, 2π] \ (a, b) çáiãàþòüñÿ ç ôóíêöiÿìè ç
ïðîñòîðó H〈k!ρk〉. Òîïîëîãiþ â H(a, b) çà-
äàìî òàê: íåõàé {ϕ; ϕn, n ∈ N} ⊂ H(a, b);
ϕn

H(a,b)−→
n→∞

ϕ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z+

ϕ
(k)
n − ϕ(k)

Bkk!ρk

[0,2π]\(a,b)

⇒
n→∞

0,

ïðè äåÿêîìó B > 0 i ϕ
(k)
n − ϕ(k)

(a,b)

⇒
n→∞

. Î÷åâè-
äíî, ùî

1)H〈k!ρk〉 ⊂ H(a, b);
2)K(a, b) ⊂ H(a, b), äå K(a, b) � ñóêó-

ïíiñòü ôiíiòíèõ ôóíêöié ç D2π, íîñi¨ ÿêèõ
ìiñòÿòüñÿ â (a, b). Íàâåäåìî òåïåð íàñòóïíå
îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2. Óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f ∈
H ′〈k!ρk〉 ðiâíà íóëþ íà (a, b) ⊂ [0, 2π], ÿêùî
iñíó¹ ïðîäîâæåííÿ öüîãî ôóíêöiîíàëó F ∈
H ′(a, b), ðiâíå íóëþ íà (a, b).

Òåîðåìà 2. ßêùî f ∈ H ′〈mk〉, äå H〈mk〉�
íåêâàçiàíàëiòè÷íèé êëàñ ôóíêöié, òî f = 0
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íà (a, b) çà îçíà÷åííÿì 1 òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè f = 0 íà (a, b) çà îçíà÷åííÿì 2.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé f ∈
H ′〈mk〉 i f = 0 íà (a, b) çà îçíà÷åííÿì 1. Ïî-
áóäó¹ìî ôóíêöiîíàë F : H(a, b) −→ C òàê.
Âiçüìåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ ψ ∈ H(a, b).
Çà öi¹þ ôóíêöi¹þ ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ ϕ ∈
H〈k!ρk〉 ⊂ H〈mk〉 òàêó, ùî ϕ(x) = ψ(x) íà
[0, 2π] \ (a, b). Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî supp ψ ⊂
(a, b), òî ϕ ≡ 0 íà [0, 2π]. Ðîçãëÿíåìî òàêîæ
ôóíêöiþ γ ∈ D2π òàêó, ùî: 1) γ(x) = 1, x ∈
[a1, b1] ⊂ (a, b); 2)γ(x) = 0, ÿêùî x /∈ (a, b).
Ôóíêöiîíàë F çàäàìî òåïåð òàê:

〈F, ψ〉 = 〈f, ϕ〉+ 〈γG, ψ − ϕ〉,
äå G ∈ D′

2π� ïðîäîâæåííÿ ôóíêöiîíàëó f ç
ïðîñòîðó H〈mk〉 íà D2π. Î÷åâèäíî, ùî ôóí-
êöiîíàë F âèçíà÷åíèé íà âñüîìó ïðîñòîði
H(a, b) i ¹ ëiíiéíèì. Äîâåäåìî, ùî âií ¹ íå-
ïåðåðâíèì.

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïîñëiäîâ-
íiñòü {ψn, n ∈ N} ⊂ H(a, b) òàêó, ùî
ψn → 0 ïðè n → ∞ ó ïðîñòîði H(a, b). Íå-
õàé ϕn, n ∈ N,� âiäïîâiäíi ôóíêöi¨ ç ïðî-
ñòîðó H〈k!ρk〉, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ôóíêöiÿìè
ψn, n ∈ N. Òîäi

ϕ
(m)
n

Bmm!ρm

[0,2π]\(a,b)

⇒ 0, n →∞,

ïðè äåÿêîìó B > 0, òîáòî

∀ε > 0 ∀m ∈ Z+ ∃n0 = n0(ε) ∀n ≥ n0 :

|ϕ(m)
n (x)|

Bmm!ρm

< ε, ∀x ∈ [0, 2π] \ (a, b). (7)

Äîâåäåìî, ùî îöiíêè (7) çáåðiãàþòüñÿ i íà
iíòåðâàëi (a, b).

Ïîñëiäîâíiñòü {ϕn, n ∈ N} íàëåæèòü äî
ïðîñòîðó H〈k!ρk〉, òîìó â îêîëi äîâiëüíî¨ òî-
÷êè x0 ∈ [0, 2π] ïðàâèëüíèì ¹ ðîçêëàä

ϕ(m)
n (x) =

∞∑

k=0

ϕ
(k+m)
n (x0)

k!
(x− x0)

k,

n ∈ N, m ∈ Z+. (8)

Çàôiêñó¹ìî x0 ∈ [0, 2π] \ (a, b) i ðîçãëÿíåìî
äîâiëüíó òî÷êó x ∈ (a, b). Ðÿä (8) çáiãà¹òüñÿ

ðiâíîìiðíî íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi, ÿêèé ìi-
ñòèòü âiäðiçîê, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè x i x0. Îò-
æå,

|ϕ(m)
n (x)| ≤

∞∑

k=0

|ϕ(k+m)
n (x0)|

k!
|x− x0|k ≤

≤
∞∑

k=m

|ϕ(k)
n (x0)|

(k −m)!
Lk−m,

äå L = 2π. Âèêîðèñòîâóþ÷è (7) îòðèìà¹ìî,
ùî

∀n ∈ N ∀m ∈ Z+ ∀x ∈ (a, b) :

|ϕ(m)
n (x)| ≤ ε

∞∑

k=m

Bkk!ρk

(k −m)!
Lk−m =

= εL−mm!ρm

∞∑

k=m

Bkk!ρkL
k

m!(k −m)!ρm

.

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ k ≥ m

Cm
k =

k!

m!(k −m)!
≤

k∑
j=0

Cj
k = 2k.

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñü òèì, ùî ïîñëiäîâíiñòü
{ρm, m ∈ Z+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3):

ρm−s

ρm

≤ αs, α > 1, 1 ≤ s ≤ m;

òîäi 1
ρm
≤ αm

ρ0
. Îòæå,

|ϕ(m)
n (x)| ≤ ε

ρ0

(α

L

)m

m!ρm·
∞∑

k=m

(2BL)k( k
√

ρk)
k.

Îñêiëüêè, ÿê âiäîìî, k
√

ρk → 0 ïðè k → +∞,
òî äëÿ ε0 = 1

4BL
çíàéäåòüñÿ íîìåð k0 ≥ m

òàêèé, ùî äëÿ âñiõ k ≥ k0:

k
√

ρk <

(
1

4BL

)k

.

Òîäi
|ϕ(m)

n (x)| ≤ εc0B
m
0 m!ρm×

×
[

k0∑

k=m

(2BL)kρk +
∞∑

k=k0+1

(2BL)k( k
√

ρk)
k

]
≤
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≤ εc0B
m
0 m!ρm

[
k0∑

k=m

(2BL)kρk +
∞∑

k=k0+1

1

2k

]
,

c0 =
1

ρ0

, B0 =
α

L
.

Äëÿ îöiíêè
k0∑

k=m

(2BL)kρk ñêîðèñòà¹ìîñü
òèì, ùî

ρk = inf
y 6=0

ρ̃(y)

|y|k , ρ̃(y) =

{
1, |y| < 1,
ρ(y), |y| ≥ 1.

Òîäi ïðàâèëüíîþ ¹ íåðiâíiñòü

ρk ≤ ρ̃(4BL)

(4BL)k
, k ∈ Z+,

çâiäêè äiñòà¹ìî, ùî
k0∑

k=m

(2BL)kρk ≤ ρ̃(4BL) ·
k0∑

k=m

1

2k
≤

≤ ρ̃(4BL) ·
∞∑

k=0

1

2k
= 2ρ̃(4BL).

Îòæå,

|ϕ(m)
n (x)| ≤ εc0B

m
0 m!ρm×

×
[
2ρ̃(4BL) +

∞∑

k=0

1

2k

]
= εc̃0B

m
0 m!ρm,

äå c̃0 = 2c0[ρ̃(4BL) + 1], àáî, iíàêøå,

‖ϕn‖B̃ = sup
x∈[0,2π]

m∈Z+

|ϕ(m)
n (x)|

B̃mm!ρm

< εc̃,

B̃ = min{B0, B}, c̃ = max{1, c̃0},
òîáòî ‖ϕn‖B̃ → 0 ïðè n → ∞. Öèì äîâåäå-
íî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {ϕn, n ∈ N} çáiãà¹òüñÿ
ó ïðîñòîði H〈k!ρk〉. Êðiì òîãî, {ψn−ϕn, n ∈
N} ⊂ D2π, ψn − ϕn = 0 íà [0, 2π] \ (a, b), òî-
ìó ψn − ϕn → 0 ïðè n → ∞ çà òîïîëîãi¹þ
ïðîñòîðó D2π. Çâiäñè âæå äiñòà¹ìî, ùî

〈F, ψn〉 = 〈f, ϕn〉+ 〈γG, ψn − ϕn〉 → 0,

ïðè n →∞, òîáòî F ∈ H ′(a, b).

Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ H〈k!ρk〉 î÷åâè-
äíà ðiâíiñòü 〈F, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉, òîáòî F ¹ ëiíié-
íèì íåïåðåðâíèì ïðîäîâæåííÿì ôóíêöiîíà-
ëó f íà ïðîñòið H(a, b). Äîâåäåìî, ùî F = 0
íà (a, b).

Âiçüìåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ

ψ ∈ H(a, b) ⊂ D2π

òàêó, ùî suppψ ⊂ (a, b). Òîäi çíàéäåòüñÿ
âiäðiçîê [a1, b1] ⊂ (a, b) òàêèé, ùî suppψ ⊂
[a1, b1]. Îñêiëüêè ïðè öüîìó âiäïîâiäíà ôóí-
êöiÿ ϕ ≡ 0 íà [0, 2π], òî

〈F, ψ〉 = 〈f, ϕ〉+ 〈γG, ψ − ϕ〉 =

= 〈G, γψ〉 = 〈G,ψ〉.
Ôóíêöiîíàë G ¹ ïðîäîâæåííÿì ôóíêöiî-

íàëó f íà D2π, òîìó G = 0 íà (a, b), ÿêùî
f = 0 íà (a, b). Íåõàé G̃ ïîçíà÷à¹ iíäèêàòðè-
ñó ôóíêöiîíàëó G ∈ D′

2π ⊂ G′{1}. Ìiðêóþ÷è
àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå çðîáëåíî â [2] äîâî-
äèìî, ùî

〈G,ψ〉 = lim
0<r1↗1

r1

2π

2π∫

0

eixG̃1(r1e
ix)ψ(x)dx−

− lim
0<r1↘1

2π∫

0

eixG̃2(r2e
ix)ψ(x)dx, (9)

äå G̃1, G̃2 âèçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî ôîðìó-
ëàìè (5), (6) (iç çàìiíîþ â íèõ f̃ íà G̃). ßêùî
suppψ ⊂ [a1, b1] ⊂ (a, b), òî ç (9) âèïëèâà¹,
ùî 〈G,ψ〉 = 0, îñêiëüêè G̃ àíàëiòè÷íî ïðî-
äîâæó¹òüñÿ íà äóãó γ =

{
eiθ, θ ∈ (a, b)

}
i

G̃(reix)
[a1,b1]

⇒ G(eix) ïðè r → 1. Iç ñïiââiäíîøå-
ííÿ 〈F, ψ〉 = 〈G,ψ〉 äiñòà¹ìî, ùî F = 0 íà
(a, b), òîáòî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f = 0 çà
îçíà÷åííÿì 2.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé f ∈ H ′〈mk〉 i f = 0
çà îçíà÷åííÿì 2, òîáòî iñíó¹ ïðîäîâæåííÿ
F ∈ H ′(a, b), ðiâíå íóëþ íà (a, b). Îñêiëüêè

〈f, ϕ〉 = 〈F, ϕ〉, ∀ϕ ∈ H〈mk〉,
òî 〈F, ϕ〉 = 0 äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈
H〈mk〉 òàêî¨, ùî suppϕ ⊂ (a, b). Òîäi 〈f, ϕ〉 =
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0, ÿêùî suppϕ ⊂ (a, b). Îòæå, f = 0 íà (a, b)
çà îçíà÷åííÿì 1.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

ÑÏÈÑÎÊ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ
1. Ãîðáà÷óê Â.È., Ãîðáà÷óê Ì.Ë. Òðèãîíîìåòðè-

÷åñêèå ðÿäû è îáîáùåííûå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè
// Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ.� 1981.� 257, � 4.� Ñ.799�803.

2. Èçâåêîâ È.Ã. Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè äëÿ ëè-
íåéíûõ ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ Ôóðüå îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé: Äèñ. ... êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê.�
Êèåâ, 1985.� 123 ñ.

3. Tillmann H.G. Die Randvertielungen analiti-
scher Functionen und Distributionen // Math. Zeit.�
1953.� Bd.59.� S.61�83.

4. Sato M. Theory of hyperfunctions, I // J.Fac. Sci.
Univ.� Tokyo.� Sect.I.� 1959.� � 8.� P.139�193.

5. Áðåìåðìàí Ã. Ðàñïðåäåëåíèÿ, êîìïëåêñíûå
ïåðåìåííûå è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.� Ì.:Ìèð,
1968.� 267 ñ.

6. Ãîòèí÷àí Ò.I. Ïðî àíàëiòè÷íå çîáðàæåííÿ
óëüòðàðîçïîäiëiâ òèïó S′ // Âiñíèê Êè¨âñüêîãî óí-
òó. Ñåðiÿ ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê.� Âèïóñê 1.�
1998.� Ñ.37�41.

7. Ãîðîäåöüêèé Â.Â., Ãîòèí÷àí Ò.I. Ïðî íóëüîâi
ìíîæèíè óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ç ïðîñòîðó (S1

1/n)′

// Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü: Çá.
íàóê. ïðàöü.� Ê.: Ií-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè,
1998.� Âèïóñê 1(17).� Ñ.79�89.

8. Ãîðáà÷óê Â.È. Î ðÿäàõ Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêèõ
óëüòðàðàñïðåäåëåíèé // Óêð. ìàò. æóðí.� 1982.�
34, � 2.� Ñ.144�150.

9. Áàáåíêî Ê.È. Îá îäíîé íîâîé ïðîáëåìå êâà-
çèàíàëèòè÷íîñòè è î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå öåëûõ
ôóíêöèé // Òðóäû Ìîñê. ìàòåì. îáùåñòâà.� 1956.�
5.� Ñ.523�542.

Ñòàòòÿ íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi�� 3.02.2006

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2006. Âèïóñê 288. Ìàòåìàòèêà. 89


