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ÏÐÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐ ÏÅÐÅÕÎÄÓ ÄÎ ÏÎÒÎ×ÊÎÂÎ� ÃÐÀÍÈÖI

Äîâåäåíî, ùî íå iñíó¹ ñåêâåíöiàëüíî íåïåðåðâíîãî ïðàâîãî îáåðíåíîãî îïåðàòîðà äî îïåðà-
òîðà ïåðåõîäó äî ïîòî÷êîâî¨ ãðàíèöi.

We proved there does not exist sequentially continuous operator which is right-inversed to
operator of crossing to pointwise limit.

1. Ðåçóëüòàòè öi¹¨ ïðàöi ïîñòàëè ó çâ'ÿç-
êó ç ïîêè ùî íåðîçâ'ÿçàíîþ ïðîáëåìîþ, ïî-
ñòàâëåíîþ â [1].

Ïðîáëåìà 1. ×è êîæíà ôóíêöiÿ f : R2 →
R, ÿêà íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà
âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i íåïåðåðâíà âiäíî-
ñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ¹ ïîòî÷êîâîþ ãðàíèöåþ
ïîñëiäîâíîñòi íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
fn : R2 → R?

Äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ïîçíà÷è-
ìî ÷åðåç L(X) ñóêóïíiñòü âñiõ ïîñëiäîâíî-
ñòåé (fn) íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn : R2 → R,
ÿêi ïîòî÷êîâî çáiãàþòüñÿ íà X äî äåÿêî¨
ôóíêöi¨ f∞ : R2 → R. ßêùî íàä åëåìåíòàìè
ç L(X) ââåñòè äi¨ ïîêîìïîíåíòíîãî äîäàâà-
ííÿ, ìíîæåííÿ i ìíîæåííÿ íà äiéñíi ñêàëÿ-
ðè, òî L(X) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â àëãåáðó íàä
R. Íàäiëèìî L(X) òîïîëîãi¹þ, iíäóêîâàíîþ
ç äîáóòêó ïîñëiäîâíîñòi ïðîñòîðiâ, êîæåí ç
ÿêèõ çáiãà¹òüñÿ ç ïðîñòîðîì Cp(X) âñiõ íå-
ïåðåðâíèõ íà X ôóíêöié ç òîïîëîãi¹þ ïî-
òî÷êîâî¨ çáiæíîñòi. Ïðè öüîìó âêàçàíèé äî-
áóòîê íàäiëÿ¹òüñÿ ñâî¹þ òèõîíîâñüêîþ òî-
ïîëîãi¹þ. Àëãåáðó L(X) ç óâåäåíîþ íà íié
òîïîëîãi÷íîþ ñòðóêòóðîþ ìîæíà îòîòîæíè-
òè ç àëãåáðîþ CC(X ×αN,R) âñiõ ãîðèçîí-
òàëüíî ìàéæå íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
f : X × αN → R ç òîïîëîãi¹þ ïîòî÷êîâî¨
çáiæíîñòi, ñïiâñòàâèâøè ïîñëiäîâíîñòi (fn) ç
L(X) ôóíêöiþ f , äëÿ ÿêî¨ f(x, n) = fn(x)
ïðè x ∈ X i n ∈ αN (òóò αN = N ∪ {∞} �
êîìïàêòèôiêàöiÿ Àëåêñàíäðîâà íàòóðàëü-
íîãî ðÿäó N). Íåõàé B1(X) � ïðîñòið âñiõ
ôóíêöié g : X → R ïåðøîãî êëàñó Áå-

ðà ç òîïîëîãi¹þ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi. Âiä-
îáðàæåííÿ P : L(X) → B1(X), ÿêå ñòàâèòü
ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié ïîñëiäîâíîñòi (fn) ç
L(X) ¨¨ ïîòî÷êîâó ãðàíèöþ f∞, ÿêà, çðîçóìi-
ëî, íàëåæèòü äî B1(X), ¹, î÷åâèäíî, ñþð'-
¹êòèâíèì ãîìîìîðôiçìîì àëãåáð. Ïîçíà÷è-
ìî ÷åðåç R(P ) ìíîæèíó âñiõ âiäîáðàæåíü
Q : B1(X) → L(X), ÿêi ¹ ïðàâèìè îáåðíè-
íèìè äî îïåðàòîðà P : L(X) → B1(X), òîá-
òî äëÿ ÿêèõ PQ = idB1(X). ßñíî, ùî P , ÿê
i êîæíèé ëiíiéíèé ñþð'¹êòèâíèé îïåðàòîð,
ìà¹ ïðàâèé îáåðíåíèé, ÿêèé òàêîæ ¹ ëiíié-
íèì îïåðàòîðîì. Ïðèðîäíî âèíèêàþòü òàêi
ïèòàííÿ.

Ïðîáëåìà 2. ×è ìiñòèòü ìíîæèíà R(P )
âiäîáðàæåííÿ, ÿêå áóëî á ãîìîìîðôiçìîì
àëãåáð L(X) i B1(X)?

Ïðîáëåìà 3. ×è iñíó¹ îïåðàòîð Q ∈ R(P ),
ÿêèé ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî òîïîëîãi¨ ïîòî-
÷êîâî¨ çáiæíîñòi íà B1(X) i òîïîëîãi¨ ïîêî-
îðäèíàòíî¨ çáiæíîñòi íà L(X)?

ßê ëåãêî çìiðêóâàòè, ç ïîçèòèâíî¨ âiäïî-
âiäi íà ïðîáëåìó 3 âèïëèâà¹ ïîçèòèâíà âiä-
ïîâiäü íà ïðîáëåìó 1. Âòiì, âèÿâëÿ¹òüñÿ,
ùî âiäïîâiäi íà ïðîáëåìè 2 i 3 ¹ íåãàòèâíè-
ìè ïðè äîñèòü øèðîêèõ ïðèïóùåííÿõ íà X.
Ç'ÿñóâàííþ öüîãî i ïðèñâÿ÷åíà äàíà ïðàöÿ.
Ïîïåðåäíi âåðñi¨ ¨¨ ðåçóëüòàòiâ áóëè àíîíñî-
âàíi â [2].

2. Ïî÷íåìî ç ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè 2.
Òåîðåìà 1. ßêùî íà çâ'ÿçíîìó òîïîëîãi-

÷íîìó ïðîñòîði X ¹ íåïåðåðâíi äiéñíîçíà÷íi
ôóíêöi¨, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä êîíñòàíò, òî
â ìíîæèíi R(P ) íåìà¹ îïåðàòîðà, ÿêèé áè
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çáåðiãàâ ìíîæåííÿ.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé íà ïðîñòîði X ¹ íåïå-

ðåðâíi i íåñòàëi ôóíêöi¨ i òèì íå ìåíøå iñíó¹
îïåðàòîð Q ∈ R(P ), ÿêèé çáåðiãà¹ ìíîæåí-
íÿ. Ïîêàæåìî, ùî öå ïðèâåäå íàñ äî ñóïåðå-
÷íîñòi.

Âiçüìåìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ f0 : X →
R, ÿêà íàáóâà¹ ïðèíàéìíi äâîõ çíà÷åíü α i
β, äå α < β. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó ôóíêöiþ
ϕ0 : R → R, äëÿ ÿêî¨ ϕ0(α) = 0 i ϕ0(β) = 1, i
ïîêëàäåìî g0 = ϕ0◦f0. Ôóíêöiÿ g0 òåæ íåïå-
ðåðâíà i íàáóâà¹ çíà÷åíü 0 i 1. Äàëi ïîêëàäå-
ìî f(x) = max{0, min{g0(x), 1}} äëÿ x ∈ X.
Ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà, ïðè÷îìó ¨¨ çíà÷åí-
íÿ ëåæàòü ìiæ 0 i 1, à ìíîæèíè f−1(0) i
f−1(1) íåïîðîæíi. Íåõàé fn(x) = (f(x))n äëÿ
x ∈ X. Ôóíêöi¨ fn : X → R íåïåðåðâíi i
¨õ ïîòî÷êîâîþ ãðàíèöåþ áóäå õàðàêòåðèñòè-
÷íà ôóíêöiÿ g ìíîæèíè A = f−1(1), ïðè÷î-
ìó A 6= Ω i B = X \ A 6= Ω. Çðîçóìiëî, ùî
g ∈ B1(X) i ïðè öüîìó g2 = g.

Íåõàé Q(g) = (gn). Òîäi
(gn) = Q(g2) = (Q(g))2 = (g2

n),
îòæå , g2

n = gn äëÿ êîæíîãî íîìåðà n. Òà-
êèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ gn äëÿ êîæíîãî n ¹
õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ äåÿêî¨ ìíîæè-
íè An. Îñêiëüêè âîíà äî òîãî æ íåïåðåðâ-
íà, à ïðîñòið X çâ'ÿçíèé, òî An = X àáî
An = Ω, òîáòî gn = 1 àáî gn = 0 äëÿ êîæíî-
ãî n. Çà ïðèïóùåííÿì PQ = idB1(X). Îòæå,
P ((gn)) = PQ(g) = g, òîáòî ôóíêöiÿ g ¹ ïî-
òî÷êîâîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié
gn íà X. Àëå ïîñëiäîâíiñòü ç íóëiâ i îäèíèöü
çáiãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ñòàái-
ëiçó¹òüñÿ, òîáòî, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìå-
ðà, ñòàíå íàáóâàòè îäíîãî çíà÷åííÿ 0 ÷è 1.
Çâiäñè âïëèâàòèìå, ùî g = 0 àáî g = 1, àëå
öå íå òàê, áî g íàáóâà¹ i çíà÷åííÿ 0, i çíà-
÷åííÿ 1. Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü i äîâîäèòü
íàøå òâåðäæåííÿ.

Çàóâàæåííÿ. ßê âèäíî ç äîâåäåííÿ òåî-
ðåìè 1 äëÿ ïðîñòîðó X, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ¨¨
óìîâè, íå iñíó¹ íàâiòü îïåðàòîðà Q ∈ R(P ),
ÿêèé áè çáåðiãàâ ñïiââiäíîøåííÿ g2 = g, òîá-
òî ïåðåâîäèâ áè õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ íà
X â ïîñëiäîâíiñòü õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóí-
êöié íà X.

3. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè 3 íàì áó-
äóòü ïîòðiáíi êiëüêà äîïîìiæíèõ ðåçóëüòà-
òiâ.

Ëåìà 1. Íåõàé X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé
ïðîñòið, â ÿêîìó êîæíà îäíîòî÷êîâà ìíîæè-
íà ¹ òèïó Gδ, i ϕ � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ñòà-
âèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié òî÷öi x ç X õà-
ðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ ϕ(x) = χ{x} îäíî-
òî÷êîâî¨ ìíîæèíè {x}. Òîäi ϕ(X) ⊆ B1(X),
ïðè÷îìó ϕ(xn) → 0 ïîòî÷êîâî íà X äëÿ êî-
æíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ïîïàðíî ðiçíèõ òî÷îê xn

ïðîñòîðó X.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ X. Iñíó¹ ñïàäíà

ïîñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ ìíîæèí Un â X, òà-
êà, ùî

∞⋂
n=1

Un = {x}. Ç ïîâíî¨ ðåãóëÿðíîñòi
X âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî n iñíó¹ íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ fn : X → [0, 1], òàêà, ùî
fn(x) = 1 i fn(u) = 0 íà X \ Un. ßêùî
u ∈ X \ {x}, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî
u 6∈ UN . Òîäi u 6∈ Un i äëÿ âñiõ n ≥ N , áî ïî-
ñëiäîâíiñòü îêîëiâ Un ñïàäà¹. Â òàêîìó ðàçi
fn(u) = 0 ïðè n ≥ N , îòæå, fn(u) → 0 ïðè
n → ∞. Îñêiëüêè äî òîãî æ fn(x) = 1 äëÿ
êîæíîãî n, òî fn → χ{x} ïîòî÷êîâî íà X, îò-
æå, χ{x} ∈ B1(X), à çíà÷èòü, ϕ(X) ⊆ B1(X).

Äàëi, íåõàé xn 6= xm ïðè n 6= m i x ∈ X.
ßêùî x 6= xn äëÿ êîæíîãî n, òî ϕ(xn)(x) = 0
äëÿ êîæíîãî n, ÿêùî æ x = xN äëÿ äåÿêîãî
N , òî ϕ(xn)(x) = 0 ïðè n 6= N , çîêðåìà,
ïðè n > N . Òàêèì ÷èíîì, ìè áà÷èìî, ùî
ϕ(xn)(x) → 0 ïðè n →∞ íà X.

Ëåìà 2. Íåõàé X � cåïàðàáåëüíèé òî-
ïîëîãi÷íèé ïðîñòið i ψ : X → Cp(X) � âiä-
îáðàæåííÿ, äëÿ ÿêîãî ψ(xn) → 0 â Cp(X)
äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ðiçíèõ òî÷îê xn

ç X. Òîäi iñíó¹ òàêà íå áiëüø íiæ çëi÷åííà
ìíîæèíà S â X, ùî ψ(x) = 0 íà X \ S.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = {an : n ∈ N} �
âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà â ïðîñòîði X. Ðîç-
ãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü îêîëiâ

Vn = {f ∈ Cp(X) : max
1≤k≤n

|f(ak)| < 1
n
}

íóëüîâî¨ ôóíêöi¨ ó ïðîñòîði Cp(X). Ìíîæè-
íè

Sn = {x ∈ X : ψ(x) 6∈ Vn}
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ñêií÷åííi äëÿ êîæíîãî n. Ñïðàâäi, ÿêáè
ÿêàñü ìíîæèíà Sm áóëà íåñêií÷åííîþ, òî âî-
íà á ìiñòèëà äåÿêó íåàñêií÷åííó ïîñëiäîâ-
íiñòü ðiçíèõ òî÷îê xn i ïðè öüîìó ψ(xn) 6∈ Vm

äëÿ êîæíîãî n, ùî íåìîæëèâî áî çà óìîâîþ
ψ(xn) → 0 â Cp(X).

Ïîêëàäåìî S =
∞⋃

n=1

Sn. ßñíî, ùî S � íå
áiëüø íiæ çëi÷åííà ìíîæèíà â X. Íåõàé x ∈
X \ S. Òîäi ψ(x) ∈ Vn äëÿ êîæíîãî n, çâiäêè
íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî ψ(x)(ak) = 0 äëÿ êî-
æíîãî íîìåðà k. Àëå ôóíêöiÿ ψ(x) : X → R
íåïåðåðâíà, à ìíîæèíà A âñþäè ùiëüíà â X.
Òîìó ψ(x)(u) = 0 äëÿ êîæíîãî u ç X, òîáòî
ψ(x) = 0.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � íåçëi÷åííèé ñåïà-
ðàáåëüíèé öiëêîì ðåãóëÿðíèé òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, â ÿêîìó êîæíà îäíîòî÷êîâà ìíîæè-
íà ¹ òèïó Gδ. Òîäi íå iñíó¹ ñåêâåíöiàëüíî íå-
ïåðåðâíîãî â íóëi âiäîáðàæåííÿ Q ç R(P ).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ïðîñòið
L(X) ¹ ïiäïðîñòîðîì òîïîëîãi÷íîãî âåêòîð-
íîãî ïðîñòîðó Cp(X)N, îòæå, ñàì ¹ òîïîëî-
ãi÷íèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì. Òîìó çñóâ â
L(X) � ãîìåîìîðôiçì.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ñåêâåíöiàëüíî íå-
ïåðåðâíå â íóëi âiäîáðàæåííÿ Q : B1(X) →
L(X), òàêå, ùî PQ = idB1(X). Äëÿ f ∈ B1(X)
ïîêëàäåìî

Q0(f) = Q(f)−Q(0).

Îïåðàòîð Q0 : B1(X) → L(X) òåæ áóäå ñå-
êâåíöiàëüíî íåïåðåðâíèì â íóëi i ïðè öüîìó
Q0(0) = 0. Êðiì òîãî,

(PQ0)(f) = P (Q(f)−Q(0)) =
= (PQ)(f)− (PQ)(0) = f − 0 = f

äëÿ êîæíîãî f ∈ B1(X), áî îïåðàòîð P ëi-
íiéíèé. Òàêèì ÷èíîì, i Q0 ∈ R(P ). Òîìó,
ùîá íå óñêëàäíþâàòè ïîçíà÷åíü, ìè ìîæå-
ìî ââàæàòè, ùî Q(0) = 0.

Ðîçãëÿíåìî ïðîåêöiþ πn : L(X) → Cp(X),
ÿêà ñïiâñòàâëÿ¹ ïîñëiäîâíîñòi (fm)∞m=1 ∈
L(X) ¨¨ n-òèé åëåìåíò fn. Î÷åâèäíî, âiä-
îáðàæåííÿ πn íåïåðåðâíi. Íåõàé ϕ(x) = χ{x}
äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Çà ëåìîþ 1 ϕ(X) ⊆
B1(X), îòæå, ìè ìîæåìî ðîçãëÿíóòè êîìïî-
çèöiþ ψn = Qn ◦ϕ, äå Qn = πn ◦Q. Çàóâàæè-

ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ Qn : B1(X) → Cp(X)
ñåêâåíöiàëüíî íåïåðåðâíi â íóëi i Qn(0) = 0.
Ïðè öüîìó äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ði-
çíèõ òî÷îê xk ç X çà ëåìîþ 1 áóäåìî ìà-
òè, ùî ϕ(xk) → 0 â B1(X), à çíà÷èòü, i
ψn(xk) = Qn(ϕ(xk)) → Qn(0) = 0 ïðè k →∞
â Cp(X) äëÿ êîæíîãî n. Òîìó çà ëåìîþ 2 äëÿ
êîæíîãî n iñíó¹ òàêà íå áiëüø íiæ çëi÷åííà
ìíîæèíà Sn â X , ùî ψn(x) = 0 íà X\Sn. Ïî-
êëàäåìî S =

∞⋃
n=1

Sn. ßñíî, ùî i S � íå áiëüø
íiæ çëi÷åííà ìíîæèíà. Îñêiëüêè ïðîñòið X
íåçëi÷åííèé, òî iñíó¹ òî÷êà a ∈ X \ S. Äëÿ
öi¹¨ òî÷êè ψn(a) = 0 äëÿ êîæíîãî n. Àëå öå
íåìîæëèâî, áî ψn(a) = Q(ϕ(a)) → ϕ(a) ïî-
òî÷êîâî íà X, à ϕ(a)(a) = 1.
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