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ÍÀÐIÇÍÎ IÍÒÅÃÐÎÂÍI ÇÀ ÐIÌÀÍÎÌ ÔÓÍÊÖI�

Íàâåäåíî ïðèêëàäè îáìåæåíî¨ íàðiçíî íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ f : [0, 1]2 → R,
ÿêà íå iíòåãðîâíà çà Ðiìàíîì íà [0, 1]2, i îáìåæåíî¨ íàðiçíî iíòåãðîâíî¨ çà Ðiìàíîì ôóíêöi¨
g : [0, 1]2 → R, ÿêà íå iíòåãðîâíà çà Ëåáå îì íà [0, 1]2.

It is constructed examples of bounded separately in�nitely di�erentiable function f : [0, 1]2 → R
which is not Riemann integrable on [0, 1]2 and bounded separately Riemann integrable function
g : [0, 1]2 → R which is not Lebesgue integrable on [0, 1]2.

1. Çâ'ÿçêè ìiæ íàðiçíîþ i ñóêóïíîþ íå-
ïåðåðâíiñòþ, ïî÷èíàþ÷è ç êëàñè÷íî¨ ïðàöi
Ð. Áåðà [1], äîñèòü äîáðå âèâ÷åíi (äèâ. [2]
i âêàçàíó òàì ëiòåðàòóðó). Öi äîñëiäæåííÿ
ïðèðîäíî ïîðîäæóþòü ïèòàííÿ ïðî çâ'ÿçêè
ìiæ íàðiçíîþ i ñóêóïíîþ äèôåðåíöiéîâíi-
ñòþ àáî iíòåãðîâíiñòþ â òîìó ÷è iíøîìó ñåí-
ñi. Â öié ïðàöi ìè áóäåìî âèâ÷àòè íàðiçíî ií-
òåãðîâíi çà Ðiìàíîì ôóíêöi¨. Íàñêiëüêè íàì
âiäîìî ðåçóëüòàòiâ ïðî òàêi ôóíêöi¨ íå òàê
âæå é áàãàòî. Ïî-ïåðøå, â [3, c. 148] íàâå-
äåíî ïðèêëàä îáìåæåíî¨ íàðiçíî iíòåãðîâ-
íî¨ çà Ðiìàíîì ôóíêöi¨ f : [0, 1]2 → R, ÿêà
íå iíòåãðîâíà çà Ðiìàíîì íà êâàäðàòi [0, 1]2,
i iíòåãðîâíî¨ çà Ðiìàíîì íà êâàäðàòi [0, 1]2

ôóíêöi¨ g : [0, 1]2 → R, ÿêà íå ¹ íàðiçíî iíòå-
ãðîâíîþ çà Ðiìàíîì. Ïî-äðóãå, â [4] íàâåäå-
íèé ïðèêëàä îáìåæåíî¨ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ f : [0, 1]2 → R, ÿêà íå iíòåãðîâíà çà
Ðiìàíîì íà [0, 1]2. Ïîäiáíà êîíñòðóêöiÿ, íå-
çàëåæíî âiä [4], áóëà çàïðîïîíîâàíà i â [5].
Îöå i âñå, ùî íàì íà ñüîãîäíi âiäîìî.

Âòiì, ñëiä çãàäàòè, ùî ç öi¹þ òåìàòèêîþ
ïîâ'ÿçàíi i òåîðåìè ïðî çâ'ÿçêè ìiæ ïîäâié-
íèìè i ïîâòîðíèìè iíòåãðàëàìè, ÿê äëÿ iíòå-
ãðàëà Ðiìàíà [6, c. 132], òàê i äëÿ iíòåãðàëà
Ëåáå à (òåîðåìè Ôóáiíi i Òîíåëëi [7, cc. 208,
213] i ïðèêëàäè äî öèõ òåîðåì [8, c. 365] i
[9, c. 334]). Çîêðåìà, Ã. Ì. Ôiõòåíãîëüö [10]
íàâiâ íàäçâè÷àéíî öiêàâèé ïðèêëàä íåiíòå-
ãðîâíî¨ çà Ëåáå îì âèìiðíî¨ çëi÷åííîçíà÷íî¨
ôóíêöi¨ f : [a, b] × [c, d] → R, äëÿ ÿêî¨ ðiâ-

íiñòü
∫

E

dx

∫

F

f(x, y)dy =

∫

F

dy

∫

E

f(x, y)dx

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ âèìiðíèõ ÷àñòèí E ⊆
[a, b] i F ⊆ [c, d].

ßê ïîêàçó¹ ïðèêëàä ß. Ì. Öåéòëiíà [4],
îáìåæåíiñòü i íàðiçíà íåïåðåðâíiñòü ôóí-
êöi¨ f : [0, 1]2 → R íå çàáåçïå÷ó¹ ¨¨ iíòåãðîâ-
íiñòü çà Ðiìàíîì. Àëå, ìîæëèâî, ñèëüíiøi
óìîâè òèïó íàðiçíî¨ äèôåðåíöiéîâíîñòi áó-
äóòü ãàðàíòóâàòè ¨¨ iíòåãðîâíiñòü çà Ðiìà-
íîì? Òóò ìè ïîêàçó¹ìî, ùî iñíó¹ îáìåæåíà
íàðiçíî íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà ôóí-
êöiÿ f : [0, 1]2 → R, ÿêà íå iíòåãðîâíà çà Ði-
ìàíîì íà [0, 1]2. Ïðè öüîìó çàìiñòü êîíñòðó-
êöi¨ Öåéòëiíà ç [4] ìè âèêîðèñòîâóâàëè êîí-
ñòðóêöiþ Êåøíåðà ç [11].

Çàóâàæèìî, ùî íàðiçíî íåïåðåðâíà i
îáìåæåíà ôóíêöiÿ f : [0, 1]2 → R iíòåãðîâ-
íà çà Ëåáå îì. Öå íåãàéíî âèïëèâà¹ ç òåî-
ðåìè Ëåáå à ïðî íàëåæíiñòü íàðiçíî íåïå-
ðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : [0, 1]2 → R äî ïåðøîãî
êëàñó Áåðà [12]. Òîìó âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïè-
òàííÿ: ÷è áóäå îáìåæåíà íàðiçíî iíòåãðîâíà
çà Ðiìàíîì ôóíêöiÿ iíòåãðîâíîþ çà Ëåáå îì
íà [0, 1]2? ßê äîáðå âiäîìî, iíòåãðîâíiñòü çà
Ëåáå îì íà ìíîæèíi ñêií÷åííî¨ ìiðè îáìå-
æåíî¨ ôóíêöi¨ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ¨¨ âèìiðíiñòþ.
Îòæå, ïèòàííÿ ìîæíà ïîñòàâèòè i òàê: ÷è
êîæíà îáìåæåíà íàðiçíî iíòåãðîâíà çà Ði-
ìàíîì ôóíêöiÿ âèìiðíà çà Ëåáå îì? Òóò ìè
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ç äîïîìîãîþ îäíîãî ïðèêëàäó Ñåðïiíñüêîãî
[13] ïîêàçó¹ìî, ùî öå íå òàê. Âòiì, ç îäíi¹¨
òåîðåìè À. Êóöi [14] ëåãêî âèïëèâà¹, ùî êî-
æíà ôóíêöiÿ f : [0, 1]2 → R, ÿêà iíòåãðîâíà
çà Ðiìàíîì âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i íåïå-
ðåðâíà âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨, âñå æ áóäå
âèìiðíîþ çà Ëåáå îì.

Êîæíà iíòåãðîâíà çà Ðiìàíîì ôóíêöiÿ
g : [0, 1] → R iíòåãðîâíà çà Ëåáå îì i âèìiðíà
çà Ëåáå îì. Ïðîòå âîíà íå çîáîâ'ÿçàíà áóòè
âèìiðíîþ çà Áîðåëåì. Ñïðàâäi, âiäîìà êàí-
òîðîâà ìíîæèíà C [9, c. 50] êîíòèíóàëüíà i
ìà¹ ìiðó íóëü. Ñèñòåìà âñiõ ïiäìíîæèí ìíî-
æèíè C ìà¹ ïîòóæíiñòü 2c, à ñèñòåìà âñiõ
áîðåëiâñüêèõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè C êîíòè-
íóàëüíà [15]. Îñêiëüêè 2c > c, òî iñíó¹ ïiä-
ìíîæèíà A ìíîæèíè C, ÿêà íå âèìiðíà çà
Áîðåëåì. Òîäi õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ χA

ìíîæèíè A íå âèìiðíà çà Áîðåëåì i ðàçîì ç
òèì iíòåãðîâíà çà Ðiìàíîì íà [0, 1] çà êðè-
òåði¹ì Ëåáå à [6, c. 177], áî ìíîæèíà D(χA)
òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨ χA ìiñòèòüñÿ â C, îò-
æå, ìà¹ íóëüîâó ìiðó Ëåáå à. Ó çâ'ÿçêó ç öèì
âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è áóäå âèìiðíîþ çà Áîðå-
ëåì ôóíêöiÿ f : [0, 1]2 → R, ÿêà iíòåãðîâíà
çà Ðiìàíîì âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i íåïå-
ðåðâíà âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨? Ìè íàâîäè-
ìî ïðèêëàä, ÿêèé ïîêàçó¹, ùî öå íå òàê.

2. ßê çâè÷àéíî, äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X×
Y → Z i òî÷êè p = (x, y) ∈ X×Y ïîêëàäåìî
fx(y) = fy(x) = f(p). ßêùî P � äåÿêà âëà-
ñòèâiñòü âiäîáðàæåíü, òî ñèìâîëîì P (X, Y )
ïîçíà÷à¹òüñÿ ñóêóïíiñòü âñiõ âiäîáðàæåíü
f : X → Y , ÿêi ìàþòü âëàñòèâiñòü P . Äëÿ
âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z i âëàñòèâî-
ñòåé P i Q ïîêëàäåìî XQ(f) = {x ∈ X : fx ∈
Q(Y, Z)}, YP (f) = {y ∈ Y : fy ∈ P (X, Z)}.

Ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ëiòåðàìè
C, C∞, R, L i B âiäïîâiäíî âëàñòèâîñòi
íåïåðåðâíîñòi, íåñêií÷åííî¨ äèôåðåíöiéîâ-
íîñòi, iíòåãðîâíîñòi çà Ðiìàíîì, âèìiðíîñòi
çà Ëåáå îì i âèìiðíîñòi çà Áîðåëåì. Ó âiä-
ïîâiäíîñòi ç öèì, íàïðèêëàä, RR([0, 1]2,R)
� öå ñóêóïíiñòü óñiõ íàðiçíî iíòåãðîâíèõ
çà Ðiìàíîì ôóíêöié f : [0, 1]2 → R. Íàø
ïåðøèé ðåçóëüòàò ñïèðà¹òüñÿ íà îäíó òåî-
ðåìó Êåøíåðà [11]: äëÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨
ïiäìíîæèíè E êâàäðàòà [0, 1]2, ïðîåêöi¨ ÿêî¨

íà îáèäâi âiñi íiäå íå ùiëüíi iñíó¹ ôóíêöiÿ
f ∈ C∞C∞([0, 1]2,R), ó ÿêî¨ ìíîæèíà D(f)
¨¨ òî÷îê ðîçðèâó äîðiâíþ¹ E.

Òåîðåìà 1. Iñíó¹ îáìåæåíà ôóíêöiÿ

f ∈ C∞C∞([0, 1]2,R) \R([0, 1]2,R).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé 0 < ε < 1 i (rn)∞n=1

� ïîñëiäîâíiñòü âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë íà
[0, 1]. Ìíîæèíà G =

∞⋃
n=1

Un, äå Un = (rn −
ε

2n+1 , rn+ ε
2n+1 ) âiäêðèòà â R i ïåðåòèí G∩[0, 1]

� ùiëüíèé íà âiäðiçêó [0, 1]. Òîìó ìíîæèíà
F = [0, 1] r G çàìêíåíà i íiäå íå ùiëüíà â
R i â [0, 1]. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç λ ëiíiéíó ìi-
ðó Ëåáå à, à ÷åðåç µ � ïëîñêó ìiðó Ëåáå-
 à. Îñêiëüêè λ(G) ≤

∞∑
n=1

ε
2n = ε, òî λ(F ) =

λ([0, 1])−λ(G∩ [0, 1]) ≥ 1−λ(G) ≥ 1−ε > 0.
Îòæå, F � öå çàìêíåíà íiäå íå ùiëüíà ìíî-
æèíà âiäðiçêà [0, 1] íåíóëüîâî¨ ìiðè.

Íåõàé E = F 2. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Êå-
øíåðà iñíó¹ f ∈ C∞C∞([0, 1]2,R), òàêà, ùî
D(f) = E. Àëå µ(E) = λ(F )2 > 0. Òîìó çà
êðèòåði¹ì Ëåáå à iíòåãðîâíîñòi çà Ðiìàíîì
[6, c. 117] f /∈ R([0, 1]2,R).

3. Â. Ñåðïiíñüêèé [13] ç äîïîìîãîþ àêñi-
îìè âèáîðó íàâiâ ïðèêëàä íåâèìiðíî¨ çà Ëå-
áå îì ìíîæèíè S íà ïëîùèíi R2, ÿêà ïåðå-
òèíà¹òüñÿ ç êîæíîþ ïðÿìîþ íå áiëüøå íiæ
ó äâîõ òî÷êàõ i äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè A ç
µ(A) > 0 ïåðåòèí A∩S 6= ∅. Çàóâàæèìî, ùî
ïåðåòèí B = A ∩ S ìíîæèíè S ç äîâiëüíîþ
âèìiðíîþ ìíîæèíîþ A äîäàòíî¨ ìiðè ¹ íå-
âèìiðíîþ ìíîæèíîþ. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî,
ùî äëÿ äåÿêî¨ ìíîæèíè A ç µ(A) > 0 ïå-
ðåòèí B = A ∩ S âèìiðíèé. Çíàéäåìî µ(B).
Íåõàé Bx = {y ∈ R : (x, y) ∈ B}. Îñêiëüêè
ïðÿìà lx = {x} × R ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ìíî-
æèíîþ S íå áiëüøå íiæ ó äâîõ òî÷êàõ i
{x} × Bx = lx ∩ B ⊆ lx ∩ S, òî i ìíîæè-
íà Bx ìiñòèòü íå áiëüøå äâîõ òî÷îê, îòæå,
λ(Bx) = 0 äëÿ êîæíîãî x. Òîäi çà òåîðåìîþ
Ôóáiíi µ(B) =

∫
R

λ(Bx)dx = 0. Â òàêîìó ðàçi

µ(A \B) = µ(A)− µ(B) = µ(A) > 0. Îñêiëü-
êè S ïåðåòèíà¹òüñÿ ç áóäü-ÿêîþ ìíîæèíîþ
äîäàòíî¨ ìiðè íà ïëîùèíi, òî (A\B)∩S 6= ∅.
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Àëå (A \B)∩S = A∩S \B = B \B = ∅, ùî
ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi.

Òåîðåìà 2. Íåõàé S � ìíîæèíà Ñåð-
ïiíñüêîãî, E = [0, 1]2 ∩ S i f = χE : [0, 1]2 →
R � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè
E. Òîäi f ∈ RR([0, 1]2,R) \ L([0, 1]2,R).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç çàóâàæåííÿì, çðî-
áëåíèì ïåðåä ôîðìóëþâàííÿì òåîðåìè 2,
ìíîæèíà E íå âèìiðíà çà Ëåáå îì. Òîìó i
ôóíêöiÿ f íå âèìiðíà çà Ëåáå îì, áî ìíî-
æèíà f−1(1) = E íåâèìiðíà. Àëå f ¹ íàðiçíî
iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì, áî ¨¨ ðîçðiçè fx i fy

� öå õàðàêòåðèñòè÷íi ôóíêöi¨ ìíîæèíè, ÿêà
ìiñòèòü íå áiëüøå äâîõ åëåìåíòiâ, à îòæå, ¹
iíòåãðîâíèìè çà Ðiìàíîì íà [0, 1].

Çàóâàæèìî, ùî ç îäíîãî ðåçóëüòàòó
À. Êóöi [14] âèïëèâà¹, ùî LC([0, 1]2,R) ⊆
L([0, 1]2,R). Îñêiëüêè êîæíà iíòåãðîâíà çà
Ðiìàíîì ôóíêöiÿ íà [0, 1] iíòåãðîâíà çà Ëå-
áå îì, à çíà÷èòü i âèìiðíà çà Ëåáå îì, òî i
RC([0, 1]2,R) ⊆ L([0, 1]2,R).

Ïðîòå ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 3. RC([0, 1]2,R) * B([0, 1]2,R).
Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � íå âèìiðíà çà Áî-

ðåëåì ïiäìíîæèíà êàíòîðîâî¨ ìíîæèíè C i

f(x, y) =

{
0, x ∈ [0, 1]2 \ A i 0 ≤ y ≤ 1,
y, x ∈ A i 0 ≤ y ≤ 1.

Çðîçóìiëî, ùî f ∈ RC([0, 1]2,R). Àëå f
íå âèìiðíà çà Áîðåëåì, áî, íàïðèêëàä,
f−1(1) = A × {1} íå ¹ âèìiðíîþ çà Áîðå-
ëåì ìíîæèíîþ â êâàäðàòi [0, 1]2. Ñïðàâäi,
ÿêáè ìíîæèíà A × {1} áóëà áîðåëiâñüêîþ
â [0, 1]2, òî âîíà áóëà á òàêîþ i íà âiäðiçêó
[0, 1] × {1}. Âiäîáðàæåííÿ ϕ : [0, 1] × {1} →
[0, 1], ϕ(x, 1) = x, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì i ïðè
öüîìó ϕ(A × {1}) = A. Îòæå, ìíîæèíà A
áóëà á áîðåëiâñüêîþ i íà [0, 1], ùî ïðèâîäèòü
äî ñóïåðå÷íîñòi.

Çàóâàæèìî, ùî i ôóíêöiÿ g = χA×[0,1] äà¹
ïîòðiáíèé ïðèêëàä, àëå äëÿ äîâåäåííÿ íå-
âèìiðíîñòi g çà Áîðåëåì ïîòðiáíî âèêîðè-
ñòàòè îäèí ðåçóëüòàò ç êíèãè Ê. Êóðàòîâ-
ñüêîãî [15, c. 355], çãiäíî ç ÿêèì óñi ðîçðiçè
Ex = {y ∈ Y : (x, y) ∈ E} i Ey = {x ∈
X : (x, y) ∈ E} áîðåëiâñüêî¨ ìíîæèíè E â
äîáóòêó X × Y ¹ áîðåëiâñüêèìè ìíîæèíà-
ìè âiäïîâiäíî â ïðîñòîðàõ Y i X. Âòiì, öåé

ôàêò ëåãêî äîâîäèòüñÿ ç äîïîìîãîþ ìiðêó-
âàíü, ÿêi áóëè ïðîðîáëåíi âèùå.
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