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ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÎÃÎ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÞÂÀÍÍß
ÃÅËÜÔÎÍÄÀ-ËÅÎÍÒÜ�ÂÀ Ó ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ ÒÈÏÓ W

Çíàéäåíî óìîâè êîðåêòíî¨ âèçíà÷åíîñòi òà íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðiâ óçàãàëüíåíîãî äè-
ôåðåíöiþâàííÿ Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà ó ïðîñòîðàõ òèïó W .

The conditions of correct de�niteness and continuity of Gelfond-Leontjev generalized di-
�erentiation operators on the spaces of type W .

Ó òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ó êðóçi ôóíêöié äî-
ñëiäæóþòüñÿ ëiíiéíi íåïåðåðâíi âiäîáðàæå-
ííÿ ó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíèõ àáî iíòå-
ãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ ñêií÷åííîãî àáî íåñêií-
÷åííîãî ïîðÿäêiâ, îïåðàòîðiâ óçàãàëüíåíîãî
äèôåðåíöiþâàííÿ àáî iíòåãðóâàííÿ, îïåðà-
òîðiâ Ïîìì'¹ òà îáåðíåíèõ äî íèõ îïåðàòî-
ðiâ. Âàæëèâèé êëàñ îïåðàòîðiâ óçàãàëüíåíî-
ãî äèôåðåíöiþâàííÿ òà iíòåãðóâàííÿ óòâî-
ðþþòü îïåðàòîðè Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà, ÿêi
ïîçíà÷àþòüñÿ ñèìâîëàìè Dn(F, ·), In(F, ·),
n ∈ N. ßêùî F (z) = ez, n = 1, òî D1(ez, ·)
çáiãà¹òüñÿ iç çâè÷àéíèì îïåðàòîðîì äèôå-
ðåíöiþâàííÿ, à I1(ez, ·) � iç îïåðàòîðîì ií-
òåãðóâàííÿ.

Ïðè äîñëiäæåííi ïðîáëåìè ïðî êëàñè
¹äèíîñòi òà êëàñè êîðåêòíîñòi çàäà÷i Êîøi
äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè çi ñòà-
ëèìè (àáî çàëåæíèìè ëèøå âiä ÷àñó) êîåôi-
öi¹íòàìè âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðîñòîðè òèïó
S, ââåäåíi I.Ì. Ãåëüôàíäîì i Ã.�. Øèëîâèì
[1], òà ïðîñòîðè òèïó W , ââåäåíi Á.Ë. Ãó-
ðåâè÷åì [2]. Ïðîñòîðè òèïó S ñêëàäàþòüñÿ
ç íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ íà äiéñíié
îñi ôóíêöié, ïîâåäiíêà ÿêèõ òà ¨õíiõ ïî-
õiäíèõ íà R õàðàêòåðèçó¹òüñÿ âåëè÷èíàìè
ckm = sup

x∈R
|xkϕ(m)(x)|, {k, m} ⊂ Z+, äå ïî-

äâiéíà ïîñëiäîâíiñòü {ckm} çàäîâîëüíÿ¹ ïåâ-
íi óìîâè (îñîáëèâî ïîâíî äîñëiäæåíî âèïà-
äîê ckm = kkαmmβ; α, β > 0). Ïðîñòîðè òèïó
W ¹ óçàãàëüíåííÿì ïðîñòîðiâ òèïó S âíà-
ñëiäîê çàìiíè ñòåïåíåâèõ ôóíêöié äîâiëüíè-
ìè îïóêëèìè, ùî äîçâîëÿ¹ òî÷íiøå îõàðà-
êòåðèçóâàòè îñîáëèâîñòi çðîñòàííÿ àáî ñïà-

äàííÿ ôóíêöié íà íåñêií÷åííîñòi. Ó öié ðî-
áîòi äîñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ
Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà (à òàêîæ îïåðàòîðiâ
Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà íåñêií÷åííîãî ïîðÿä-
êó) ó ïðîñòîðàõ òèïó W ç ìåòîþ çàñòîñóâàí-
íÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ó òåîði¨ çàäà÷i Êî-
øi äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ç òàêèìè îïå-
ðàòîðàìè. Öå, â ñâîþ ÷åðãó, äîçâîëèòü óçà-
ãàëüíèòè âiäîìi âæå ðåçóëüòàòè äëÿ ðiâíÿíü
ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ñêií÷åííîãî ïîðÿä-
êó.

1. Ïðîñòîðè òèïó W . Ðîçãëÿíåìî ôóí-
êöiþ ω : [0, +∞) → [0, +∞), ÿêà ¹ íåïå-
ðåðâíîþ é çðîñòàþ÷îþ, ïðè÷îìó ω(0) = 0,
lim

x→+∞
ω(x) = +∞. Äëÿ x ≥ 0 ïîêëàäåìî

Ω(x) =

x∫

0

ω(ξ)dξ. Ôóíêöiÿ Ω âîëîäi¹ òàêè-

ìè âëàñòèâîñòÿìè:
1) Ω ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ, çðîñòàþ÷îþ

íà [0, +∞) ôóíêöi¹þ, ïðè÷îìó Ω(0) = 0,
lim

x→+∞
Ω(x) = +∞;

2) Ω � îïóêëà ôóíêöiÿ, òîáòî
à) ∀ {x1, x2} ⊂ [0, +∞) : Ω(x1) +

Ω(x2) ≤ Ω(x1 + x2);
á) ∀x ∈ [0, +∞) ∀n ∈ N : nΩ(x) ≤

Ω(nx).
Äîâèçíà÷èìî ôóíêöiþ Ω íà (−∞, 0] ïàð-

íèì ÷èíîì. Îñêiëüêè ïîõiäíà ôóíêöi¨ Ω
(ôóíêöiÿ ω) ïðè x → +∞ íåîáìåæåíî çðî-
ñòà¹, òî ñàìà ôóíêöiÿ Ω ïðè |x| → ∞ çðî-
ñòà¹ øâèäøå çà äîâiëüíó ëiíiéíó ôóíêöiþ.
Ïîðó÷ ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ µ : [0, +∞) →
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[0, +∞) i ïîêëàäåìî M(x) =

x∫

0

µ(ξ)dξ,

M(−x) = M(x). Ôóíêöiÿ M çà ñâî¨ìè âëà-
ñòèâîñòÿìè àíàëîãi÷íà ôóíêöi¨ Ω. Çà äîïî-
ìîãîþ ôóíêöié M òà Ω Á.Ë. Ãóðåâè÷ ââiâ
ñåðiþ ïðîñòîðiâ, íàçâàíèõ íèì ïðîñòîðàìè
òèïó W [2]. Îçíà÷èìî äåÿêi ç íèõ.

Ñèìâîëîì WΩ
M ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü öi-

ëèõ ôóíêöié ϕ : C→ C, äëÿ ÿêèõ

∃ c > 0 ∃ a > 0 ∃ b > 0 ∀ z = x + iy ∈ C :

|ϕ(z)| ≤ c exp{−M(ax) + Ω(by)}. (1)

WΩ
M ìîæíà ïîäàòè ÿê îá'¹äíàííÿ çëi÷åííî

íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ WΩ,b
M,a, äå WΩ,b

M,a ñêëà-
äà¹òüñÿ ç òèõ ôóíêöié ϕ ∈ WΩ

M , äëÿ ÿêèõ
ïðàâèëüíi íåðiâíîñòi

|ϕ(x + iy)| ≤ c exp{−M(āx) + Ω(b̄y)},
z = x + iy ∈ C,

äå ā � äîâiëüíà äîäàòíà ñòàëà, ìåíøà çà a, b̄
� äîâiëüíà ñòàëà, áiëüøà çà b. ßêùî äëÿ ϕ ∈
WΩ,b

M,a ïîêëàñòè

‖ϕ‖δρ = sup
z∈C

[|ϕ(z)| exp{−Ω((b + ρ)y)+

+M(a(1− δ)x)}], {δ, ρ} ⊂ {1/n, n ≥ 2},
òî ç öèìè íîðìàìè WΩ,b

M,a ñòà¹ ïîâíèì äîñêî-
íàëèì çëi÷åííî íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì.

Çáiæíiñòü ó ïðîñòîði WΩ
M ÿê â îá'¹äíàí-

íi çëi÷åííî íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ âèçíà÷à¹-
òüñÿ òàê [2]: ïîñëiäîâíiñòü {ϕn, n ≥ 1} ⊂ WΩ

M

çáiãà¹òüñÿ â WΩ
M äî íóëÿ òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè âîíà: 1) ïðàâèëüíî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ;
2) îáìåæåíà. Ïîñëiäîâíiñòü {ϕn, n ≥ 1} ⊂
WΩ

M ïðàâèëüíî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ â WΩ
M ,

ÿêùî âîíà ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ íà
êîæíié îáìåæåíié ìíîæèíi Q ⊂ C. Ìíîæè-
íà A ⊂ WΩ

M íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ, ÿêùî
A ⊂ WΩ,b

M,a ç äåÿêèìè a > 0, b > 0 i äëÿ âñiõ
ôóíêöié ϕ ∈ A âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

|ϕ(z)| ≤ c exp{−M(ax) + Ω(by)}
iç îäíèìè é òèìè æ ñòàëèìè a, b, c > 0.

Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî M(x) = x1/α, 0 <
α < 1, x ∈ [0, +∞), Ω(y) = y1/(1−β), 0 < β <

1, y ∈ [0, +∞) i α + β ≥ 1, òî WΩ
M = Sβ

α (ïðî
ïðîñòîðè òèïó S äèâ. ó êíèçi [1]).

Ñóêóïíiñòü ôóíêöié, çàäàíèõ íà R, ÿêi
äîïóñêàþòü àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ó âñþ
êîìïëåêñíó ïëîùèíó C i ÿê ôóíêöi¨ êîìïëå-
êñíî¨ çìiííî¨ ¹ åëåìåíòàìè ïðîñòîðó WΩ

M ,
ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì WΩ

M(R).
Ó ïðàöi [3] âñòàíîâëåíî, ùî îçíà÷åííÿ (1)

ïðîñòîðó WΩ
M ðiâíîñèëüíå òàêîìó:

(ϕ ∈ WΩ
M) ⇔ (∃ c1 > 0 ∃ a1 > 0 ∃ b1 > 0

∀ k ∈ Z+ ∃ νk ∈ [0, k), ν0 = 0,

∀n ∈ Z+ ∃ ρn ∈ [0, n), ρ0 = 0,∀x ∈ R :

|xkϕ(n)(x)| ≤ c1n!

(
b1

ρn

)n(
νk

a1

)k

×

× exp{Ω(ρn)−M(νk)}, (2)

äå ρn � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ xω(x) = n,
n ∈ Z+, νk � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ xµ(x) = k,

k ∈ Z+ (òóò ââàæà¹òüñÿ, ùî
(

b1

ρ0

)0

= 1,
(

ν0

a1

)0

= 1).

Óðàõóâàâøè (2), â ïðîñòîði WΩ
M ìîæíà

ââåñòè ïîíÿòòÿ çáiæíîñòi (åêâiâàëåíòíå ââå-
äåíîìó ðàíiøå) òàê: ïîñëiäîâíiñòü {ϕν , ν ≥
1} ⊂ WΩ

M çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ â WΩ
M , ÿêùî ïðè

äîâiëüíîìó n ∈ Z+ ïîñëiäîâíiñòü {ϕ(n)
ν , ν ≥

1} çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ðiâíîìiðíî ïðè ν →
+∞ íà áóäü-ÿêîìó ñêií÷åííîìó ïðîìiæêó â
R; ïðè äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ {k, n} ⊂ Z+

äëÿ ôóíêöié xkϕ
(n)
ν ïðàâèëüíèìè ¹ íåðiâíî-

ñòi òèïó (2) çi ñòàëèìè c1, a1, b1 > 0, íå çàëå-
æíèìè âiä ν.

Ó ïðîñòîði WΩ
M âèçíà÷åíi é ¹ íåïåðåðâ-

íèìè îïåðàöi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ, çñóâó àð-
ãóìåíòó, ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó.
Ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði WΩ

M ¹ êîæíà
öiëà ôóíêöiÿ ϕ : C → C, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó:

∀ ε > 0 ∃ cε > 0 ∀ z = x + iy ∈ C :

|ϕ(z)| ≤ cε exp{M(εx) + Ω(εy)}.
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Çà ïåâíèõ óìîâ ó ïðîñòîði WΩ
M âèçíà÷åíèé

i ¹ íåïåðåðâíèì îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ
íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó [4].

Âàæëèâèì ¹ ïèòàííÿ ïðî íåòðèâiàëüíiñòü
ïðîñòîðiâ WΩ

M . Íåõàé {ρn, n ∈ Z+}, {νk, k ∈
Z+} � ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíî ðiâíÿíü xω(x) =
n, n ∈ Z+; xµ(x) = k, k ∈ Z+. Î÷åâèäíî, ùî
ρn < n, ρ0 = 0; νk < k, ν0 = 0; ïðè öüî-
ìó ïîñëiäîâíîñòi {ρn, n ∈ Z+}, {νk, k ∈ Z+}
¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷èìè é íåîáìåæåíèìè.
Â [5] äîâåäåíî, ùî óìîâà inf

k∈N
νk

ρk

> 0 ¹ íåîáõi-
äíîþ é äîñòàòíüîþ óìîâîþ íåòðèâiàëüíîñòi
ïðîñòîðó WΩ

M . ßêùî öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ,
òî

∃ d > 0 ∃ k0 ∈ N ∀ k ≥ k0 :
νk

ρk

≥ d.

Îñêiëüêè νk

ρk

=
kνk

ρkk
=

ω(ρk)

µ(νk)
, òî ω(ρk) ≥

dµ(νk). Îñòàííÿ íåðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà òî-
ìó, ùî

∃ c0 > 0 ∃x0 ∈ (0,∞) ∀x ≥ x0 :

Ω(x) ≥ c0M(dx).

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöi¨ Ω òà M ïîâ'ÿçà-
íi ñïiââiäíîøåííÿì Ω(x) = M(dx), x ≥ 0.
Ñèìâîëîì WM,ad

M,a ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü òèõ
ôóíêöié ϕ ç ïðîñòîðó WΩ

M , ÿêi çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó

∃ a > 0 ∃ c > 0 ∀ z = x + iy ∈ C :

|ϕ(x + iy)| ≤ ce−M(ax)+M(ady),

i ïîêëàäåìî, çà îçíà÷åííÿì,

W (d) :=
⋃
a>0

WM,ad
M,a , W =

⋂

d>0

W (d).

2. Îïåðàòîðè óçàãàëüíåíîãî äèôå-
ðåíöiþâàííÿ Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà ó
ïðîñòîðàõ òèïó W . Âëàñòèâîñòi îïåðàòî-
ðiâ Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà äîñëiäæóâàëè áà-
ãàòî ìàòåìàòèêiâ ó ïðîñòîði àíàëiòè÷íèõ ó
êðóçi ðàäióñà R, 0 < R ≤ ∞, ôóíêöié ç
òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi. Ïîçíà÷à¹-
òüñÿ òàêèé ïðîñòið ñèìâîëîì AR. Îïåðàòîðè
Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà ñêëàäàþòü âàæëèâèé

êëàñ îïåðàòîðiâ óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöi-
þâàííÿ. Îïåðàòîðîì Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà
íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîð, ïîáóäîâàíèé çà äîïî-
ìîãîþ ïîñëiäîâíîñòi {ak, k ∈ Z+}, äëÿ ÿêî¨

lim
k→∞

(k1/ρ|ak|1/k) = (δeρ)1/ρ,

0 < δ, ρ < +∞, (3)

òîáòî ak, k ∈ Z+, � òåéëîðîâi êîåôiöi¹íòè
äåÿêî¨ ñïåöiàëüíî¨ öiëî¨ ôóíêöi¨ F ïîðÿäêó ρ
i òèïó σ. Òàêèé îïåðàòîð ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèì-
âîëîì Dn(F, ·), n ∈ N, i âèçíà÷à¹òüñÿ òàê.

Íåõàé ϕ(z) =
∞∑

k=0

bkz
k � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç

ïðîñòîðó AR, 0 < R ≤ ∞, òîäi, çà îçíà÷åí-
íÿì [6],

Dn(F, ϕ)(z) :=
∞∑

k=n

bk
ak−n

ak

zk−n. (4)

Âíàñëiäîê óìîâè (3) iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
k→∞

k−n

√√√√
∣∣∣∣∣
ak−n

ak

∣∣∣∣∣ = 1, òîìó ðÿä (4) çái-

ãà¹òüñÿ â êðóçi |z| < R, òîáòî ôóíêöiÿ
Dn(F, ϕ) ðåãóëÿðíà â òîìó æ êðóçi, ùî é
ôóíêöiÿ ϕ. Âiäçíà÷èìî âiäîìi âëàñòèâîñòi
îïåðàòîðà Dn(F, ·) [6]:

1) Dn(F, ϕ1 +ϕ2) = Dn(F, ϕ1)+Dn(F, ϕ2);
2) ÿêùî c � ñòàëà, òî Dn(f, cϕ) =

cDn(F, ϕ);
3) Dm(F, Dn(F, ϕ)) = Dm+n(F, ϕ);
4) Dn(F, F (λz)) = λnF (λz), λ � ñòàëà;
5) ÿêùî F (z) = ez, òîäi Dn(ez, ϕ) = dn

dzn ϕ.
Öi âëàñòèâîñòi ïîêàçóþòü, ùî âèðàç

Dn(F, ϕ) ñïðàâäi ìîæíà ðîçóìiòè ÿê óçà-
ãàëüíåíó ïîõiäíó ïîðÿäêó n âiä ôóíêöi¨ ϕ,
ÿêà ïîðîäæåíà ôóíêöi¹þ F (z) (çàìiñòü ôóí-
êöi¨ ez). Îïåðàòîð D çâè÷àéíîãî äèôåðåíöi-
þâàííÿ â AR ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì îïåðàòî-
ðà D1(F, ·), ÿêèé áóäó¹òüñÿ çà ïîñëiäîâíiñòþ
ak =

1

k!
, k ∈ Z+.

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü
{ak, k ∈ Z+} êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà ôóíêöi¨
F , çà ÿêîþ áóäóþòüñÿ îïåðàòîðè Dn(F, ·),

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2006. Âèïóñê 288. Ìàòåìàòèêà. 43



çàìiñòü óìîâè lim
k→∞

k−n

√√√√
∣∣∣∣∣
ak−n

ak

∣∣∣∣∣ = 1 çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó

∃α > 0 ∃L > 1 ∀ k ≥ n :

∣∣∣∣∣
ak

ak+n

∣∣∣∣∣ ≤ αLk+n

(5)
(n ∈ N � ôiêñîâàíå).

Ìåòîþ öüîãî ïóíêòó ¹ äîñëiäæåííÿ âëà-
ñòèâîñòåé îïåðàòîðà óçàãàëüíåíîãî äèôå-
ðåíöiþâàííÿ Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà ó ïðî-
ñòîðàõ òèïó W . Ïðàâèëüíèì ¹ íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî
äèôåðåíöiþâàííÿ Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà
Dn(F, ·) âèçíà÷åíèé êîðåêòíî íà W äëÿ
äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî n ∈ N i íåïåðåðâíî
âiäîáðàæà¹ öåé ïðîñòið ó WM

M .
Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ

ϕ ∈ W , ÿêà ¹ öiëîþ, i íåõàé
∞∑

k=0

b̃kz
k � ¨¨

ñòåïåíåâèé ðÿä. Ïîêëàäåìî, çà îçíà÷åííÿì,

ψn(z) ≡ Dn(F, ϕ)(z) :=
∞∑

k=n

b̃k
ak−n

ak

zk−n ≡

≡
∞∑

k=0

b̃k+n
ak

ak+n

zk, z ∈ C.

Äîâåäåìî, ùî ψn ∈ WM
M . Ïåðåäóñiì çàçíà÷è-

ìî, ùî ψn òàêîæ ¹ öiëîþ ôóíêöi¹þ. Ñïðàâ-

äi, iç óìîâè (5) âèïëèâà¹, ùî lim
k→∞

k

√√√√
∣∣∣∣∣

ak

ak+n

∣∣∣∣∣ <

+∞. Îòæå, ðàäióñè çáiæíîñòi âêàçàíèõ ñòå-
ïåíåâèõ ðÿäiâ çáiãàþòüñÿ:

1

lim
k→∞

k

√
|b̃k|

=
1

lim
k→∞

k

√√√√|b̃k+n| ·
∣∣∣∣∣

ak

ak+n

∣∣∣∣∣

= +∞.

Îñêiëüêè ϕ ∈ W (d) =
⋃

a>0

WM,ad
M,a ïðè êî-

æíîìó d > 0, òî ϕ ∈ WM,ad
M,a ïðè äåÿêîìó

a > 0, òîáòî

∃ c > 0 ∀ z = x + iy ∈ C :

|ϕ(x + iy)| ≤ ce−M(ax)+M(ady). (6)

Ôóíêöiÿ ϕ ¹ öiëîþ, òîìó âiçüìåìî äîâiëü-
íî ôiêñîâàíó òî÷êó x0 ∈ (0, +∞) i ïîäà-
ìî ϕ ó âèãëÿäi çáiæíîãî â C ðÿäó: ϕ(z) =
∞∑

k=0

bk(z − x0)
k àáî

ϕ(z + x0) =
∞∑

k=0

bkz
k, z ∈ C, (7)

ïðè öüîìó êîåôiöi¹íòè Òåéëîðà bk, k ∈ Z+,
ôóíêöi¨ ϕ îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

bk =
1

2πi

∫

Γr

ϕ(ξ)

(ξ − x0)k+1
dξ, k ∈ Z+,

äå Γr � êîëî ðàäióñà r ç öåíòðîì ó òî÷öi x0.
Òîäi, âðàõóâàâøè (6) äiñòàíåìî, ùî

|bk| ≤ r−k max
ξ∈Γr

|ϕ(ξ)| ≤ cr−keM(adr)−M(a(x0−r)) ≤

≤ ce−M(a(x0−r)) inf
r>0

(r−keM(adr)) =

= ce−M(a(x0−r))

(
ad

νk

)k

eM(νk);

òóò νk � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ xµ(x) = k,
k ∈ Z+ (ÿê âæå âiäçíà÷àëîñü ðàíiøå, ïîñëi-
äîâíiñòü {νk, k ∈ Z+} ¹ çðîñòàþ÷îþ é íåî-
áìåæåíîþ).

Îöiíèìî eM(νk). Îñêiëüêè M(νk) =
νk∫

0

µ(y)dy, k ∈ N, òî âíàñëiäîê òåîðåìè ïðî

ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ìà¹ìî, ùî

∀ k ≥ 1 ∃ yk ∈ (0, νk) : M(νk) = νkµ(yk).

Ôóíêöiÿ µ çðîñòàþ÷à é íåïåðåðâíà íà
[0, +∞), òîìó M(νk) < νkµ(νk) = k, k ≥ 1.
Îòæå, äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà bk, k ∈ N,
ïðàâèëüíèìè ¹ îöiíêè:

|bk| ≤ c

(
ade

νk

)k

e−M(a(x0−r)), k ∈ N.

Îñêiëüêè r � äîâiëüíî ôiêñîâàíå äîäàòíå
÷èñëî, òî äàëi ââàæàòèìåìî, ùî r = x0/2;
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òîäi

|bk| ≤ c

(
ade

νk

)k

e−M(a
2
x0), k ∈ N. (8)

Ó ñïiââiäíîøåííi (7) ïîêëàäåìî z = x0; â
ðåçóëüòàòi äiñòàíåìî, ùî

ϕ(2x0) =
∞∑

k=0

bkx
k
0,

ïðè÷îìó äëÿ êîåôiöi¹íòiâ bk, k ∈ N, ïðà-
âèëüíèìè ¹ îöiíêè (8). Òîäi

ψn(2x0) ≡ Dn(F, ϕ)(2x0) =
∞∑

k=0

bk+n
ak

ak+n

xk
0.

Äëÿ êîæíîãî m ∈ Z+ ïîêëàäåìî ψ̃m(x0) :=

xm
0 ψn(2x0) i çäiéñíèìî îöiíêó ψ̃

(p)
m (x0), p ∈

Z+, x0 ∈ (0, +∞). Îñêiëüêè

(xk+m)(p) =

{ (k+m)!
(k+m−p)!

xk+m−p, k + m ≥ p,

0, k + m < p,

òî
ψ̃(p)

m (x0) =

=
∑

bk+n+p
ak+p

ak+p+n

(k + p + m)!

(k + m)!
xk+m

0 ≡

≡
∑

αk,n,m,p(x0);

ïðè öüîìó, ÿê âèïëèâà¹ ç (8), äëÿ êîåôiöi¹í-
òiâ bk+n+p ïðàâèëüíèìè ¹ îöiíêè:

|bk+n+p| ≤ c

(
ade

νk+n+p

)k+n+p

e−M(a
2
x0). (9)

Îñêiëüêè
(k + m + p)!

(k + m)!
=

(k + m + p)!

(k + m)!p!
p! =

= Ck+m
k+m+pp! ≤ 2k+m+pp!, (10)

à ïîñëiäîâíiñòü {ak, k ∈ Z+} çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (5), òî ç óðàõóâàííÿì (9), (10) äëÿ
αk,n,m,p(x0) äiñòà¹ìî íåðiâíiñòü

|αk,n,m,p(x0)| ≤ αc

(
ade

νk+n+p

)k+n+p

Lk+n+p×

×2k+m+pp!xk+m
0 e−M(a

2
x0).

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ äèôåðåíöiàëüíîãî
÷èñëåííÿ çíàõîäèìî, ùî

xk+m
0 e−M(a

2
x0) ≤

(
2ν̃k

a

)k+m

e−M(ν̃k),

äå ν̃k � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

a

2
xµ

(
a

2
x

)
= k + m, k ∈ N,

ïðè öüîìó ν̃k < k +m, ïîñëiäîâíiñòü {ν̃k, k ∈
N} ¹ çðîñòàþ÷îþ é íåîáìåæåíîþ.

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ: αm =
sup
x≥0
{xme−M(x)}, m ∈ N. Ëåãêî áà÷èòè,

ùî αm ≤ νme−M(νm), äå νm � ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ xµ(x) = m, m ∈ N. Òîäi

ν̃m
k e−M(ν̃k) ≤ αm ≤ νm

me−M(νm), k ∈ N.

Iç íåðiâíîñòåé νk+n+p ≥ νk, νk+n+p ≥ νn,
νk+n+p ≥ νp âèïëèâà¹, ùî

(
ade

νk+n+p

)k+n+p

≤

≤
(

ade

νk

)k(
ade

νn

)n(
ade

νp

)p

.

Îòæå, ïðàâèëüíèìè ¹ íåðiâíîñòi

|ψ̃(p)
m (x0)| ≤ αc

(
adeL

νn

)n(
4

a

)m(
2Lade

νp

)p

×

×p!νm
me−M(νm)

∞∑

k=1

(
4Ledν̃k

νk

)k

.

Íàãàäà¹ìî, ùî ν̃k, k ∈ N, � ðîçâ'ÿçîê ðiâ-
íÿííÿ xµ(x) = k+m, k ∈ N, à νk � ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ xµ(x) = k, k ∈ N. Òîäi

ν̃kµ(ν̃k) = k + m = νkµ(νk) + m,

òîáòî

ν̃k = νk
µ(νk)

µ(ν̃k)
+

m

µ(ν̃k)
≤ νk +

m

µ(ν̃1)
, k ∈ N
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(òóò ìè ñêîðèñòàëèñü òèì, ùî ν̃k ≥ νk, k ∈ N,
à ôóíêöiÿ µ � çðîñòàþ÷à íà [0, +∞)). Òàêèì
÷èíîì,

ν̃k

νk

≤ 1 +
m

νkµ(ν̃1)
≤

≤ 1 +
m

ν1µ(ν1)
= 1 + m ≤ 2m, ∀ k ∈ N,

(
4Ledν̃k

νk

)k

≤ (4Led)k2mk

(m � ôiêñîâàíå). Ïîêëàäåìî d = (4Le4m)−1.
Òîäi

∞∑

k=1

(
4Ledν̃k

νk

)k

≤
∞∑

k=0

(
1

2m

)k

=

=
2m

2m − 1
≤ 2, m ≥ 1.

Îòæå, äëÿ ψ̃
(p)
m (x0) ìà¹ìî îöiíêó:

|ψ̃(p)
m (x0)| ≤ c̃

(
4

a

)m

νm
m

(
a

2νp

)p

p!e−M(νm),

c̃ = 2cα

(
a

4νn

)n

. (11)

Çàçíà÷èìî, ùî âíàñëiäîê ïàðíîñòi ôóíêöi¨
M àíàëîãi÷íi îöiíêè äëÿ ψ̃

(p)
m (x0) ïðàâèëüíi

é ó âèïàäêó x0 ∈ (−∞, 0).
Iç îöiíîê (11) âèïëèâà¹, ùî

{ψ(p)
n , xmψn} ⊂ L2(R), ∀ {m, p} ⊂ Z+.

Ñïðàâäi,

‖ψ(p)
n ‖L2(R) =

(∫

R

|ψ(p)
n (2x)|2dx

)1/2

≤

≤
(

sup
x∈R

{
(1+x2)|ψ(p)

n (2x)|2
} ∫

R

dx

1 + x2

)1/2

≤

≤ √
π

(
sup
x∈R

|ψ(p)
n (2x)|2+sup

x∈R
|xψ(p)

n (2x)|2
)1/2

≤

≤ c1

(
a

2νp

)p

p!, c1 = c̃

√√√√π

(
1 +

16

a2
ν2

1

)
.

Àíàëîãi÷íî,

‖xmψn‖L2(R) =

(∫

R

|xmψn(2x)|2dx

)1/2

≤

≤ √
π

(
sup
x∈R

{(1 + x2)|xmψn(2x)|2}
)1/2

≤

≤ √
πc̃

((
4

a

)2m

ν2m
m e−2M(νm)+

+

(
4

a

)2(m+1)

ν
2(m+1)
m+1 e−2M(νm+1)

)1/2

.

Ïðàâèëüíèìè ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

νm+1µ(νm+1) = m + 1 = νmµ(νm) + ν1µ(ν1).

Îòæå,

νm+1 =
νmµ(νm)

µ(νm+1)
+

ν1µ(ν1)

µ(νm+1)
.

Ôóíêöiÿ µ � çðîñòàþ÷à íà (0, +∞), òîìó
µ(νm+1) ≥ µ(νm), µ(νm+1) ≥ µ(ν1). Çâiäñè âè-
ïëèâàþòü íåðiâíîñòi

νm+1 ≤ νm + ν1 ≤ νm + νm = 2νm.

Óðàõóâàâøè öi îöiíêè çíàéäåìî, ùî

νm+1
m+1 ≤ 2m+1νm+1

m ≤ 2m2mνm
m ≤ 2 · 4mνm

m .

Òàêèì ÷èíîì,

‖xmψn‖L2(R) ≤ c2

(
16

a

)m

νm
me−M(νm),

c2 = c̃

√√√√π

(
1 +

64

a2

)
.

Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ Ëåéáíiöà äè-
ôåðåíöiþâàííÿ äîáóòêó äâîõ ôóíêöié òà íå-
ðiâíiñòþ Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî çíàéäåìî, ùî

‖xmψ(p)
n ‖2

L2(R) = (xmψ(p)
n , xmψ(p)

n )L2(R) =

=

∣∣∣∣∣([x
2mψ(p)

n ](p), ψn)L2(R)

∣∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣
r∑

j=0

Cj
p

(2m)!

(2m− j)!
(x2m−jψ(2p−j)

n , ψn)L2(R)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
r∑

j=0

Cj
p

(2m)!

(2m− j)!
(x2m−jψn, ψ(2p−j)

n )L2(R)

∣∣∣∣∣ ≤

≤
r∑

j=0

p!

j!(p− j)!

(2m)!

(2m− j)!
‖x2m−jψn‖L2(R)×

×‖ψ(2p−j)
n ‖L2(R) ≤

≤ c1c2

r∑
j=0

p!

j!(p− j)!

(2m)!

(2m− j)!

(
16

a

)2m−j

×

×ν2m−j
2m−j e

−M(ν2m−j)

(
a

2ν2p−j

)2p−j

(2p− j)!,

äå r = min{2m, p}, {m, p} ⊂ Z+.
Äëÿ òîãî, ùîá çäiéñíèòè îöiíêó âèðàçó
1

ν2p−j
2p−j

, ïîêëàäåìî

γp := inf
r>0

eM(r)

rp
≡ inf

r≥1

eM(r)

rp
=

eM(νp)

νp
p

.

Çàçíà÷èìî, ùî

eM(r)

rp+1
=

1

r
· eM(r)

rp
≤ eM(r)

rp
, r ≥ 1.

Çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî γp+1 ≤ γp, p ∈ Z+,
òîáòî ïîñëiäîâíiñòü {γp, p ∈ Z+} ¹ ìîíî-
òîííî ñïàäíîþ. Äîâåäåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü{

γp−1

γp

, p ≥ 1

}
îáìåæåíà çâåðõó. Äëÿ öüîãî

ñêîðèñòà¹ìîñü ñïiââiäíîøåííÿìè

γp−1

γp

=
νp

p

νp−1
p−1

· eM(νp−1)

eM(νp)
=

= νp−1

(
νp

νp−1

)p
eM(νp−1)

eM(νp)
.

Îñêiëüêè
νp

νp−1

=
νpµ(νp)µ(νp−1)

νp−1µ(νp−1)µ(νp)
=

=
p

p− 1

µ(νp−1)

µ(νp)
<

p

p− 1
= 1 +

1

p− 1
,

òî
(

νp

νp−1

)p

<

(
1 +

1

p− 1

)p

≤ 4, ∀ p ≥ 2.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0

νp−1 < exp{ενp−1} < exp{M(ενp−1)}.
Ôóíêöiÿ M ¹ îïóêëîþ, òîáòî

M(ενp−1) + M(νp−1) ≤ M((1 + ε)νp−1);

òîäi

νp−1 exp{M(νp−1)} ≤ exp{M((1 + ε)νp−1)}.

Äëÿ êîæíîãî p > 2 âèáåðåìî εp ∈
(

0,
νp

νp−1

−

1

)
òàê, ùîá

νp−1 exp{M(νp−1)} ≤ exp{M(νp)}, p ≥ 2.

Îñêiëüêè γ0

γ1

=
ν1

eM(ν1)
≤ ν1 < 1, òî γp−1

γp

≤ 4,
∀ p ≥ 1. Òîäi

γ2p−j ≤ 4γ2p−j+1 ≤ 42γ2p−j+2 ≤ ... ≤ 4jγ2p ≤
≤ 4rγ2p ≤ 42m+pγ2p, ∀ j : 0 ≤ j ≤ r.

Êðiì òîãî,

γ2
p = inf

r>0

e2M(r)

r2p
≥ inf

r>0

eM(r)

r2p
= γ2p.

Îòæå,

1

ν2p−j
2p−j

≤ eM(ν2p−j)

ν2p−j
2p−j

= γ2p−j ≤

≤ 42m+pγ2p ≤ 42m+pγ2
p = 42m+p e2M(νp)

ν2p
p

.

Îñêiëüêè e2M(νp) ≤ e2p, òî äiñòà¹ìî íàñòóïíó
íåðiâíiñòü

1

ν2p−j
2p−j

≤ 42m+p

ν2p
p

e2p, ∀ j : 0 ≤ j ≤ r.

Íåõàé

αm := sup
r>0

(rme−M(r)) = νm
me−M(νm), m ∈ Z+
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Îñêiëüêè

αm+1 = rm+1e−M(r) = rαm ≥ αm, r ≥ 1,

òî ïîñëiäîâíiñòü {αm, m ∈ Z+} ¹ ìîíîòîí-
íî çðîñòàþ÷îþ. Iç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ M
âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi:

2M(r) ≤ M(2r), e−2M(r) ≥ e−M(2r).

Òîäi

α2
m = sup

r>0
(r2me−2M(r)) ≥ sup

r>0
(r2me−M(2r)) =

= sup
r>0

(
(2r)2m

22m
e−M(2r)

)
=

= 2−2m sup
r>0

(r2me−M(r)) = 2−2mα2m.

Îòæå,

ν2m−j
2m−j e

−M(ν2m−j) = α2m−j ≤ α2m ≤

≤ 22mα2
m = 22mν2m

m e−2M(νm),

∀ j : 0 ≤ j ≤ r.

Êðiì òîãî,
(2m)!

(2m− j)!
=

(2m)!

(2m− j)!j!
j! = C2m−j

2m j! ≤

≤ 22mj!, (2p− j)! ≤ (2p)!, ∀ j : 0 ≤ j ≤ r,

p!(2p)! = 2p(p!)2.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ‖xmψ
(p)
n ‖2

L2(R) ïðàâèëüíîþ
¹ îöiíêà:

‖xmψ(p)
n ‖2

L2(R) ≤

≤ c1c2

(
νm

a1

)2m

e−2M(νm)

(
b1

νp

)2p

(p!)2×

×
r∑

j=0

1

(p− j)!

1

(8ν1)j
,

äå a1 =
a

256
, b1 = ae

√
2. Óâåäåìî ïîçíà÷åí-

íÿ: δ = max

{
1,

1

8ν1

}
. Òîäi

r∑
j=0

1

(p− j)!

1

(8ν1)j
≤ δr

r∑
j=0

1 =

=
r(r + 1)

2
δr ≤ δr22r ≤

≤ δ2m+p42m+p = (4δ)2m(4δ)p.

Ïiäñóìîâóþ÷è äiñòà¹ìî, ùî

‖xmψ(p)
n ‖L2(R) ≤

≤ c̃′
(

νm

a2

)m

e−M(νm)

(
b2

νp

)
p!eM(νp), (12)

a2 =
a1

4δ
, b2 = b1

√
4δ,

c̃′ = c1c2c̃ = 2cc1c2α

(
a

4νn

)n

.

Ðîçãëÿíåìî ïiâíîðìè

pm,p(ψn) = sup
x∈R

|xmψ(p)
n (2x)|,

p
′
m,p(ψn) =

∫

R

|xmψ(p)
n (2x)|dx,

p
′′
m,p(ψn) =

(∫

R

|xmψ(p)
n (2x)|2dx

)1/2

,

{m, p} ⊂ Z+.

Âiäîìî, ùî âêàçàíi ïiâíîðìè åêâiâàëåíòíi
ìiæ ñîáîþ, ïðè öüîìó ïðàâèëüíèìè ¹ íåðiâ-
íîñòi:

pm,p(ψn) ≤ mp
′
m−1,p(ψn) + p

′
m,p+1(ψn),

p
′
m,p(ψn) ≤ √

π

√
p
′′
m+1,p

2
(ψn) + p′′m,p

2(ψn).

Îòæå,

pm,p(ψn) ≤ m

√
p
′′
m+1,p+1

2
(ψn) + p

′′
m−1,p

2
(ψn)+

+
√

π

√
p
′′
m+1,p+1

2
(ψn) + p

′′
m,p+1

2
(ψn). (13)

Âðàõóâàâøè (12) òà (13) çíàéäåìî, ùî

pm,p(ψn) ≤ c
′
0

(
4νm

a2

)m(
2b2

νp

)p

×

×p!e−M(νm)+M(νp), c
′
0 = 4

√
2πc̃′. (14)
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Iç (2) òà (14) âèïëèâà¹, ùî

|ψn(2z)| ≤ c
′′
0e
−M(a

′
3x)+M(b

′
3y),

∀ z = x + iy ∈ C, a
′
3 > 0, b

′
3 > 0, c

′′
0 > 0,

àáî
|ψn(z)| ≤ c

′′
0e
−M(a3x)+M(b3y), ∀ z ∈ C,

äå a3 =
a
′
3

8
, b3 = b

′
3. Öå îçíà÷à¹, ùî ψn ∈

WM,b3
M,a3

⊂ WM
M äëÿ êîæíîãî n ∈ N (çàçíà-

÷èìî, ùî âiä n çàëåæèòü ëèøå ñòàëà c
′
0;

a3, b3 âiä n íå çàëåæàòü). Îòæå, îïåðàòîð
Dn(F, ·) âèçíà÷åíèé êîðåêòíî íà W i âiä-
îáðàæà¹ öåé ïðîñòið â WM

M . Àíàëîãi÷íî ïî-
ïåðåäíüîìó äîâîäèìî, ùî êîæíó îáìåæå-
íó ìíîæèíó ïðîñòîðó W îïåðàòîð Dn(F, ·)
âiäîáðàæà¹ â îáìåæåíó ìíîæèíó ïðîñòîðó
WM

M . Òåîðåìà äîâåäåíà.
3. Îïåðàòîðè óçàãàëüíåíîãî äè-

ôåðåíöiþâàííÿ íåñêií÷åííîãî ïî-
ðÿäêó â ïðîñòîðàõ òèïó W . Íåõàé

g(z) =
∞∑

n=0

cnzn � äåÿêà öiëà ôóíêöiÿ.

Ãîâîðèòèìåìî, ùî â ïðîñòîði W çàäàíî
îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ
Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà íåñêií÷åííîãî ïîðÿä-

êó g(D(F, ·)) =
∞∑

n=0

cnDn(F, ·), ÿêùî äëÿ

äîâiëüíî¨ îñíîâíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ W ðÿä

g(D(F, ϕ))(z) =
∞∑

n=0

cnD
n(F, ϕ)(z)

çîáðàæà¹ äåÿêó îñíîâíó ôóíêöiþ ç ïðîñòîðó
WM

M .
Òåîðåìà 2. ßêùî öiëà ôóíêöiÿ g çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó
∀ ε > 0 ∃ cε > 0 ∀ z = x + iy :

|g(z)| ≤ cεe
M(εx)+M(εy), (15)

òî â ïðîñòîði W âèçíà÷åíèé îïåðàòîð
Ag := g(D(F, ·)); ïðè öüîìó Ag âiäîáðàæà¹
W íåïåðåðâíî â ïðîñòið WM

M .
Äîâåäåííÿ. Íåõàé

ψ(z) := g(D(F, ϕ))(z) =

=
∞∑

n=0

cnDn(F, ϕ)(z), ϕ ∈ W.

Äîâåäåìî, ùî ψ ∈ WM
M . Ïðè äîâåäåííi òå-

îðåìè 1 âñòàíîâëåíî, ùî ÿêùî ϕ ∈ W , òî
Dn(F, ϕ) ∈ WM,b1

M,a1
, ∀n ∈ N, ñòàëi a1, b1 íå

çàëåæàòü âiä n, ïðè÷îìó ïðàâèëüíîþ ¹ íå-
ðiâíiñòü

|Dn(F, ϕ)(z)| ≤ c0

(
a

4νn

)n

e−M(a1x)+M(b1y),

c0 > 0, z = x + iy ∈ C, (16)

äå νn, n ∈ N, � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ xµ(x) =
n, n ∈ N. Êîåôiöi¹íòè Òåéëîðà cn, n ∈ Z+,
ôóíêöi¨ g îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

cn =
1

2πi

∫

ΓR

g(z)

zn+1
dz,

äå ΓR � êîëî ðàäióñà R ç öåíòðîì ó òî÷öi
z0 = 0. Çâiäñè òà ç (15) äiñòà¹ìî, ùî

|cn| ≤ cε inf
R>0

e2M(εR)

Rn
, n ∈ Z+.

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî çðî-
áëåíî ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 1 çíàõîäèìî,
ùî

|cn| ≤ cε

(
ε
√

e

ν̃n

)n

, n ≥ 1,

äå ν̃n � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ xµ(x) =
n

2
, n ≥

1. Îòæå, ç óðàõóâàííÿì (16) ìà¹ìî, ùî

|ψ(z)| ≤ cε

∞∑
n=0

(
ε
√

ea

4νnν̃n

)2n

e−M(a1x)+M(b1y) ≤

≤ cε

∞∑
n=0

(
ε
√

ea

4ν1ν̃1

)2n

e−M(a1x)+M(b1y).

Îñêiëüêè ε > 0 � äîâiëüíå, òî éîãî çàâæäè

ìîæíà ïiäiáðàòè òàê, ùî ðÿä
∞∑

n=0

(
ε
√

ea

4ν1ν̃1

)2n

áóäå çáiæíèì. Òàêèì ÷èíîì,

|ψ(z)| ≤ c̃εe
−M(a1x)+M(b1y), ∀ z ∈ C,
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òîáòî ψ ∈ WM,b1
M,a1

⊂ WM
M . Iç íàâåäåíèõ ìið-

êóâàíü âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð Ag âiäîáðà-
æà¹ êîæíó îáìåæåíó ìíîæèíó ïðîñòîðó W
â îáìåæåíó ìíîæèíó ïðîñòîðó WM

M , òîáòî
îïåðàòîð Ag : W → WM

M ¹ íåïåðåðâíèì. Òå-
îðåìà äîâåäåíà.

Íàïðèêëàä, ôóíêöiÿ g(z) = ez çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâè òåîðåìè 2:

∀ z = x + iy ∈ C : |ez| = |ex+iy| = ex ≤ e|x|.

Äëÿ äîâiëüíî¨ îïóêëî¨ ôóíêöi¨ M ïðè äî-
âiëüíîìó ε > 0 ïðàâèëüíîþ ¹ íåðiâíiñòü

|x| ≤ M(εx) + M(εy) + c1, c1 = c1(ε) > 0.

Îòæå, äëÿ ez ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (15),
òîáòî â W âèçíà÷åíèé êîðåêòíî é ¹ íåïå-
ðåðâíèì îïåðàòîð

eD(F,·) =
∞∑

n=0

Dn(F, ·)
n!

.
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