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ÍÅÏÅÐÅÐÂÍIÑÒÜ KL-ÔÓÍÊÖIÉ ÍÀ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÊÐÈÂÈÕ
Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, Y , Z � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, g : X → Y � íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ, f : X × Y → Z � êâàçiíåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i òî÷êîâî ëiïøèöåâà
âiäíîñíî äðóãîþ i òàêà, ùî ôóíêöiÿ h(x) = f(x, g(x)), x ∈ X, ìà¹ íiäå íå ùiëüíó ìíîæèíó
òî÷îê ðîçðèâó. Òîäi ìíîæèíà Dg(f) = {x ∈ X : f � ðîçðèâíà â òî÷öi (x, g(x))} � íiäå íå
ùiëüíà.

Let X be a Baire space, Y , Z be a metric space, g : X → Y be a continuous function
and f : X × Y → Z be a function which is quasicontinuous with respect to the �rst variable and
pointwise Lipschitz with respect to the second one such that discontinuity pointt set of the function
h(x) = f(x, g(x)), x ∈ X, is nowhere dense. Then the set Dg(f) = {x ∈ X : f � discontinuous at
the point (x, g(x))}.

Ïèòàííÿ ïðî âèâ÷åííÿ ìíîæèíè òî÷îê
ðîçðèâó CD-ôóíêöié, òîáòî ôóíêöié, ÿêi íå-
ïåðåðâíi âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i äèôåðåí-
öiéîâíi âiäíîñíî äðóãî¨, ïî÷àëîñÿ ùå ç êëà-
ñè÷íî¨ ïðàöi Ê.Áå åëÿ [1], â ÿêié âií âñòà-
íîâèâ íiäå íå ùiëüíiñòü ìíîæèí òî÷îê ðîç-
ðèâó òàêèõ ôóíêöié. Öåé ôàêò ïîêàçó¹, ùî
ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó CD-ôóíêöi¨ iñòîòíî
ìåíøà çà ìíîæèíó òî÷îê ðîçðèâó íàðiçíî
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨, àäæå (äèâ. íàïðèêëàä
[2,3]) Fσ-ìíîæèíà E ⊆ Rn áóäå ìíîæèíîþ
òî÷îê ðîçðèâó äåÿêî¨ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ f : Rn → R òîäi i òiëüêè òîäi êîëè
¨¨ ïðîåêöi¨ ïàðàëåëüíî äî êîæíî¨ ç êîîðäè-
íàòíèõ îñåé ¹ ìíîæèíàìè ïåðøî¨ êàòåãîði¨.
Ìíîæèíè òî÷îê ðîçðèâó CD-ôóíêöié ïðî-
äîâæóâàëè äîñëiäæóâàòèñü ó ïðàöÿõ [4-7].
�õ îñòàòî÷íà õàðàêòåðèçàöiÿ äàíà ó [7].

Ìåòðè÷íèì àíàëîãîì äèôåðåíöiéîâíîñòi
ôóíêöi¨ ¹ òî÷êîâà ëiïøèöåâiñòü.

Îçíà÷åííÿ 1.[3] Íåõàé X i Y � ìåòðè-
÷íi ïðîñòîðè. Ôóíêöiÿ f : X → Y íàçèâà¹-
òüñÿ òî÷êîâî ëiïøèöåâîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëü-
íî¨ òî÷êè x0 ∈ X iñíó¹ ¨¨ îêië U i òàêà êîí-
ñòàíòà C = C(x0) > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
x ∈ U âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(x)− f(x0)|Y ≤ C|x− x0|X .

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, à Y i Z � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè.
Ôóíêöiÿ f : X × Y → Z íàçèâà¹òüñÿ
CL-ôóíêöi¹þ, ÿêùî f íåïåðåðâíà âiäíîñíî
ïåðøî¨ çìiííî¨ i òî÷êîâî ëiïøèöåâà âiäíîñíî
äðóãî¨.

Ó [7] äîâåäåíî, ùî ùî ìíîæèíà òî÷îê
ðîçðèâó CL-ôóíêöi¨ ¹ ñïàäêîâî äåñü âåðòè-
êàëüíî ëàêóíàðíîþ. Çâiäñè çîêðåìà âèïëè-
âà¹ i ïîïåðåäíié ðåçóëüòàò ç ïðàöi [4] ïðî
òå, ùî ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó CL-ôóíêöi¨
f : X × Y → Z íiäå íå ùiëüíà íà ãðàôiêó
äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ g : X → Y .

Äëÿ ïåðåõîäó âiä äâîõ äî áiëüøîãî ÷èñëà
çìiííèõ ÷àñòî áóâà¹ çðó÷íîþ êâàçiíåïåðåðâ-
íiñòü.

Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé X òà Y òîïîëîãi÷íi
ïðîñòîðè. Ôóíêöiÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ
êâàçiíåïåðåðâíîþ, ÿêùî

f−1(G) ⊆ intf−1(G)

äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè G ⊆ Y .

Îçíà÷åííÿ 4. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, à Y i Z � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè.
Ôóíêöiÿ f : X × Y → Z íàçèâà¹òüñÿ
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KL-ôóíêöi¹þ, ÿêùî f êâàçiíåïåðåðâíà âiä-
íîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i òî÷êîâî ëiïøèöåâà
âiäíîñíî äðóãî¨.

ßê âiäîìî, êîæíà íàðiçíî íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ ïðè ïåâíèõ óìîâàõ ¹ êâàçiíåïåðåðâ-
íîþ. Òàêèì ÷èíîì, àêòóàëüíèì ¹ âèâ÷åííÿ
ìíîæèíè òî÷îê ðîçðèâó KL-ôóíêöié.

Íàãàäà¹ìî ïîíÿòòÿ ãðè Øîêå íà òîïîëî-
ãi÷íîìó ïðîñòîði X. Â öié ãði äâà ãðàâöi α
i β ïî ÷åðçi ãðàþòü âiäêðèòèìè íåïîðîæíi-
ìè ìíîæèíàìè Un i Vn. Ïî÷èíà¹ ãðó β âèáè-
ðàþ÷è äåÿêó âiäêðèòó íåïîðîæíþ ìíîæèíó
V0. Çà íèì α âèáèðà¹ âiäêðèòó íåïîðîæíþ
ìíîæèíó U1 ⊆ V0. Äàëi çíîâó õîäèòü β âè-
áèðàþ÷è V1 ⊆ U1. I òàê äàëi. Â ðåçóëüòàòi
óòâîðþ¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ íåïî-
ðîæíiõ ìíîæèí Un i Vn, òàêà, ùî

V0 ⊇ U1 ⊇ V1 ⊇ · · · ⊇ Vn−1 ⊇ Un ⊇ Vn ⊇ · · · .

ßêùî âèÿâèòüñÿ, ùî
∞⋂

n=1

Un 6= ∅,

òî âèãðà¹ ãðàâåöü α. Iíàêøå, âèãðà¹ ãðà-
âåöü β. Êàæóòü, ùî ãðàâåöü α (ãðàâåöü β)
ìà¹ âèãðàøíó ñòðàòåãiþ, ÿêùî iñíó¹ ïðà-
âèëî, ÿêå ïîïåðåäíiì õîäàì ñóïðîòèâíèêà
ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ïåâíó âiäêðèòó íå-
ïîðîæíþ ìíîæèíó, òàêå, ùî ãðàþ÷è çãiäíî
ç íèì ãðàâåöü α (ãðàâåöü β) çàâæäè âèãðà¹.
Ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ α-ñïðèÿòëèâèì
(β-ñïðèÿòëèâèì), ÿêùî ãðàâåöü α (ãðàâåöü
β) ìà¹ âèãðàøíó ñòðàòåãiþ ó ãði Øîêå.
ßêùî æ öå íå òàê, òî ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ
α-íåñïðèÿòëèâèì (β-íåñïðèÿòëèâèì). Ó
[8] äîâåäåíî, ùî β-íåñïðèÿòëèâiòü ðiâíî-
ñèëüíà áåðîâîñòi.

Ìíîæèíó òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨
f : X → Y ìè ïîçíà÷àòèìåìî D(f).

Òåîðåìà. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið, Y , Z � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, g : X → Y
� íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ i f : X × Y → Z
� KL-ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó, ìíîæèíà òî÷îê
ðîçðèâó ôóíêöi¨

h(x) = f(x, g(x)), x ∈ X,

íiäå íå ùiëüíà. Òîäi ìíîæèíà

Dg(f) = {x ∈ X : (x, g(x)) ∈ D(f)}
íiäå íå ùiëüíà â X.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êîæíèé ìåòðè-
÷íèé ïðîñòið içîìåòðè÷íî âêëàäà¹òüñÿ â äå-
ÿêèé áàíàõîâèé ïðîñòið, òî ìîæíà ââàæàòè,
ùî Z � áàíàõîâèé ïðîñòið. Ñèìâîëîì B(p, ε)
(âiäïîâiäíî B[p, ε]) ïîçíà÷àòèìåìî (çàìêíå-
íó) ε-êóëþ ç öåíòðîì â òî÷öi p.

Äàëi áóäåìî ìiðêóâàòè âiä ñóïðîòèâíîãî.
Íåõàé ìíîæèíà Dg(f) äåñü ùiëüíà. Ïîêëà-
äåìî

X0 = intDg(f) \D(h).

Îñêiëüêè D(h) � íiäå íå ùiëüíà, òî X0 � âiä-
êðèòà i íåïîðîæíÿ â X.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f0 : X0×Y → Z, ùî
äi¹ çà ïðàâèëîì

f0(x, y) = f(x, y)− h(x).

Îñêiëüêè h íåïåðåðâíà íà X0, a f � êâàçi-
íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨, òî f0 �
KL-ôóíêöiÿ, àäæå ñóìà íåïåðåðâíî¨ i êâà-
çiíåïåðåðâíî¨ ôóíêöié çàëèøà¹òüñÿ êâàçiíå-
ïåðåðâíîþ. Êðiì òîãî, ìíîæèíà

Dg(f0) = Dg(f0) ∩X0

ùiëüíà â X0.
Ïîáóäó¹ìî òåïåð äåÿêó ñòðàòåãiþ σ äëÿ

ãðàâöÿ β ó ãði Øîêå. Íåõàé V0 = X0 � ïåð-
øèé õiä β çãiäíî ç σ. Ïðèïóñòèìî, ùî α óæå
çäiéñíèâ õîäè Ui, i ≤ n. Âèçíà÷èìî âiäïî-
âiäü Vn ãðàâöÿ β. Îñêiëüêè Dg(f0) ùiëüíà â
X0 ⊇ Un, òî iñíó¹ òî÷êà xn ∈ Un ∩ Dg(f0).
Íåõàé

ωf0(xn, g(xn)) > 2εn > 0.

Ïîêëàäåìî Wn = B(g(xn), εn

2n
). Îñêiëüêè g

íåïåðåðâíà, òî iñíó¹ âiäêðèòèé îêië U ′
n ⊆ Un

òî÷êè xn, òàêèé, ùî g(U ′
n) ⊆ Wn. Çðîçóìiëî,

ùî
f0(U

′
n ×Wn) 6⊆ B[0, εn],

àäæå
ωf0(xn, g(xn)) > 2εn.
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Âiçüìåìî x′n ∈ U ′
n i yn ∈ Wn òàêi, ùî

‖f(x′n, yn)‖ > εn.

Àëå f êâàçiíåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìií-
íî¨. Òîìó iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæè-
íà Vn ⊆ U ′

n òàêà, ùî

‖f(x, yn)‖ > εn,

äëÿ êîæíîãî x ∈ Vn. Öþ ìíîæèíó Vn i
ââàæàòèìåìî âiäïîâiääþ ãðàâöÿ β çãiäíî çi
ñòðàòåãi¹þ σ íà õîäè Ui, i ≤ n, ãðàâöÿ α. Òà-
êèì ÷èíîì, ñòðàòåãiÿ σ öiëêîì âèçíà÷åíà.

Ïðîñòið X ¹ áåðiâñüêèì. Òîìó âií ¹ β-
íåñïðèÿòëèâèì äëÿ ãðè Øîêå (äèâ. íàïðè-
êëàä [8]). Îòæå, β íå ìà¹ âèãðàøíî¨ ñòðàòå-
ãi¨. Çîêðåìà, ñòðàòåãiÿ σ íå âèãðàøíà äëÿ β.
Çíà÷èòü, α ìîæå òàê âèáèðàòè ìíîæèíè Un,
ùî β, ãðàþ÷è çãiäíî ç σ ïðîãðà¹. Òîáòî

∞⋂
n=1

Vn 6= ∅.

Âiçüìåìî x0 ∈
∞⋂

n=1

Vn i ïîêëàäåìî y0 = g(x0).
Çàôiêñó¹ìî n ∈ N. Îñêiëüêè x0 ∈ Vn ⊆ U ′

n,
òî y0 ∈ g(U ′

n) ⊆ Wn. Àëå yn ∈ Wn. Îòæå,

|yn − y0|Y ≤ diam(Wn) ≤ εn

n
.

Çîêðåìà, yn → y0. Äàëi, îñêiëüêè x0 ∈ Vn, òî
‖f0(x0, yn)‖ > εn. Àëå

f0(x0, y0) = f(x0, g(x0))− h(x0) = 0.

Òîìó

‖f0(x0, y0)− f0(x0, yn)‖ = ‖f0(x0, y0)‖ >

> εn ≥ n|y0 − yn|,
ùî ñóïåðå÷èòü òî÷êîâié ëiïøèöåâîñòi ôóí-
êöi¨ f0 âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨. ¤
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