
УДК 517.53

c©2013 р. О. Ю. Задорожна, О. Б. Скаскiв

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

ЕЛЕМЕНТАРНI ЗАУВАЖЕННЯ ПРО АБСЦИСИ ЗБIЖНОСТI
IНТЕГРАЛIВ ЛАПЛАСА–СТIЛТ’ЄСА

Отримано новi залежностi мiж пiдiнтегральною функцiєю, мiрою Лебеґа–Стiлт’єса та аб-
сцисою збiжностi iнтеграла Лапласа–Стiлт’єса.

We find new estimates between the integrand, Lebesgue–Stieltjes measure and convergence
abscissa of the Laplace-Stieltjes integral.

1. Вступ. Нехай V — клас невiд’ємних,
неспадних на [0, +∞) функцiй, dF — мiра
Лебеґа–Стiлт’єса, породжена функцiєю F ∈
V, а f — невiд’ємна, визначена на [0, +∞)
dF–вимiрна функцiя. Розглянемо iнтеграл
Лапласа–Стiлт’єса вигляду

I(σ) =

∫ +∞

0

f(x)eσxdF (x), σ ∈ R. (1)

Говоритимемо, що iнтеграл (1) збiжний у то-
чцi σ ∈ R, якщо I(σ) < +∞. У протилежно-
му випадку (тобто, якщо I(σ) = +∞) на-
зиватимемо його розбiжним. Число σзб ∈ R
називатимемо абсцисою збiжностi iнтегра-
ла (1), якщо вiн збiжний для всiх σ < σзб
i розбiжний для всiх σ > σзб; якщо iнте-
грал збiжний для всiх σ ∈ R, то покладемо
σзб := +∞, якщо ж вiн розбiжний для всiх
σ ∈ R, то вважатимемо, що σзб := −∞.

Збiжнiсть iнтегралiв такого вигляду до-
слiджували, наприклад, K. Кнопп [1],
Т. Угахерi [2], Х. Деланж [3], Ю. Фойґт [4],
О.С. Посiко [5], М.М. Шеремета [6]. Так, К.
Кнопп [1] розглянув iнтеграли вигляду

I1(σ) =

∫ +∞

0

eσxdχ(x), (2)

де χ — функцiя обмеженої варiацiї на ко-
жному скiнченному промiжку [0, A], A > 0.
При цьому вiн довiв таку формулу для зна-
ходження абсциси збiжностi

σзб = − lim
n→+∞

ln χn

n
, (3)

де χn = sup{|χ(x) − χ(n)| : n ≤ x ≤ n + 1},

яка для iнтегралiв (1) набуває вигляду

σзб = − lim
n→+∞

1

n
ln

∫ n+1

n

f(x)dF (x). (4)

О.С. Посiко [5] i М.М. Шеремета [6] до-
водили для iнтегралiв вигляду (1) анало-
ги, як класичної формули Ж. Валiрона для
абсциси абсолютної збiжностi ряду Дiрiхле
(див., наприклад, [7, с.115]), так i аналоги
деяких нових тверджень про абсциси збi-
жностi, встановлених недавно (див., напри-
клад, [8]).

У цiй статтi ми отримаємо деякi новi
залежностi мiж пiдiнтегральною функцiєю,
мiрою Лебеґа–Стiлт’єса та абсцисою збiжно-
стi iнтегралiв вигляду (1). Цi залежностi,
зокрема, навiть у випадку рядiв Дiрiхле до-
зволяють негайно отримати як вiдомi твер-
дження про їхнi абсциси збiжностi, так i де-
якi новi твердження.

Нехай supp f = {x ∈ [0, +∞) : f(x) > 0},
supp dF — носiй мiри Лебега–Стiлт’єса dF, а
S = supp dF ∩ supp f. Для σ ∈ R покладемо

µ(σ) = µ(σ, I) = sup{f(x)eσx : x ∈ S}.
.

Як i у [5, 6, 9] (у цьому зв’язку див. та-
кож [10]) число σµ називатимемо абсцисою
iснування максимума пiдiнтегральної фун-
кцiї iнтеграла (1), якщо µ(σ) < +∞ для всiх
σ < σµ i µ(σ) = +∞ для всiх σ > σµ. Якщо
µ(σ) < +∞ для всiх σ ∈ R, то покладемо
σµ = +∞, якщо µ(σ) = +∞ для всiх σ ∈ R,
то σµ = −∞.

Для абсциси iснування максимуму пiдiн-
тегральної функцiї iнтеграла (1) нескладно
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доводиться (див. також [5, 9]), що

σµ = α
def
= lim

x→+∞
x∈S

1

x
ln

1

f(x)
. (5)

Спiввiдношення мiж σзб та σµ дослiджено в
[6], зокрема, там доведено такi твердження.

Теорема А (Corollary 1.1 [6, p.8]). Не-
хай функцiя F ∈ V — неперервна спра-
ва i необмежена. Якщо σµ < +∞ або

lim
x→+∞

ln F (x)

x
:= τ < +∞, то σзб ≥ σµ − τ .

Теорема B (Corollary 1.4 [6, p.14]). Не-
хай функцiя F ∈ V — неперервна спра-
ва i необмежена. Якщо iснує границя σµ =

lim
x→+∞

− ln f(x)
x

i, або ln F (x) = o(x) (x → +∞),

або ln F (x) = o(ln f(x)) (x → +∞), то
σзб = σµ.

2. Оцiнки абсциси збiжностi iнтеграла
Лапласа–Стiлт’єса. Позначимо

τ∗ = lim
x→+∞

x∈S

1

x

[
ln f(x) + ln F (x− 0)

]
.

Твердження 1. Якщо

(∀ε > 0) :

∫ +∞

x0

eεx dF (x)

F (x− 0)
= +∞, (6)

то σзб ≤ −τ∗.
Доведення. З означення τ∗ отримуємо, що

(∀ε > 0) : ln f(x) + ln F (x− 0) ≥ (τ∗ − ε)

(x ≥ x0, x ∈ S), а звiдси ln f(x) ≥ (τ∗ −
ε)x − ln F (x − 0) (x ≥ x0, x ∈ S). Тодi для
σ = −τ∗ + 2ε

∫ +∞

x0

f(x)eσxdF (x) ≥

≥
∫ +∞

x0

e(τ∗−ε)x+(−τ∗+2ε)x−ln F (x−0)dF (x) =

=

∫ +∞

x0

eεx dF (x)

F (x− 0)
= +∞.

Отже, iнтеграл (1) розбiжний у точцi σ =
−τ∗ + 2ε. З довiльностi ε > 0 отримуємо, що
σзб ≤ −τ∗.

Зауваження 1. Умова (6) у випадку
обмеженої функцiї F ∈ V може як ви-
конуватись, так i не виконуватись. Напри-
клад, якщо F схiдчаста функцiя з стрибка-
ми F (xn + 0) − F (xn − 0) := hn = e−n у то-
чках xn = ln n (n ∈ N), то умова (6), очеви-
дно, виконується. Якщо ж F схiдчаста фун-
кцiя з стрибками hn = n−2 у точках xn = n
(n ∈ N), то умова (6) не виконується. У ви-
падку необмеженої функцiї F ∈ V умова (6)
виконується навiть без множника eεx, а саме

∫ +∞

x0

dF (x)

F (x− 0)
= +∞.

Тепер для h > 0 позначимо

τ ∗(h) := lim
x→+∞

x∈S

1

x

[
ln f(x) + h ln F (x + 0)

]
.

Твердження 2. Якщо h > 0 i

(∀ε > 0) :

∫ +∞

x0

e−εx dF (x)

(F (x + 0))h
< +∞, (7)

то σзб ≥ −τ ∗(h).
Доведення. З означення τ ∗ = τ ∗(h) отри-
муємо, що

(∀ε > 0) : ln f(x) + h ln F (x + 0) ≤ (τ ∗ + ε)x

(x ≥ x0, x ∈ S) а звiдси ln f(x) ≤ (τ ∗ + ε)x−
h ln F (x + 0)(x ≥ x0, x ∈ S). Тодi для σ =
−τ ∗ − 2ε

∫ +∞

x0

f(x)eσxdF (x) ≤

≤
∫ +∞

x0

e(τ∗+ε)x+(−τ∗−2ε)x−h ln F (x+0)dF (x) =

=

∫ +∞

x0

e−εx dF (x)

(F (x + 0))h
< +∞.

Отже, iнтеграл (1) збiжний у точцi σ =
−τ ∗ − 2ε. Оскiльки ε > 0 можна вибира-
ти довiльно малим, то звiдси отримуємо, що
σзб ≥ −τ ∗(h).

Зауваження 2. Якщо F ∈ V i необме-
жена, то (див. [10], [6, Lemma 1.1])

(∀h > 1) :

∫ +∞

x0

dF (x)

(F (x + 0))h
< +∞.
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Зауваження 3. Теорема А випливає з
твердження 2.
Справдi, оскiльки якщо функцiя F ∈ V i не-
обмежена, то за Зауваженням 2 умова Твер-
дження 2 виконується для кожного h > 1.
Тому, σзб ≥ −τ ∗(1 + ε) для кожного ε > 0 i
за неперервнiстю F справа

σзб ≥ lim
x→+∞

x∈S

− ln f(x)

x
−

−(1 + ε) lim
x→+∞

x∈S

ln F (x + 0)

x
= σµ − (1 + ε)τ .

Звiдси, з огляду на довiльнiсть вибору ε > 0,
отримуємо, що σзб ≥ σµ − τ .

Зауваження 4. Зрозумiло, що теорема
B негайно випливає з тверджень 1 та 2.
Наслiдок 1. Нехай F ∈ V.

i) Якщо функцiя F (x) — необмежена, то

lim
h→1+0

lim
x→+∞

x∈S

1

x

[
ln

1

f(x)
− h ln F (x + 0)

] ≤

≤ σзб ≤ lim
x→+∞

x∈S

1

x

[
ln

1

f(x)
− ln F (x− 0)

]
.

ii) Якщо функцiя F (x) — обмежена, то

lim
x→+∞

x∈S

1

x
ln

1

f(x)
≤ σзб.

Крiм того, якщо виконується умова

(∀ε > 0) :

∫ +∞

x0

exεdF (x) = +∞, (8)

то
σзб ≤ lim

x→+∞
x∈S

1

x
ln

1

f(x)
. (9)

Доведення. i) Якщо F ∈ V i необмежена,
то за Зауваженнями 1 i 2

∫ +∞
x0

dF (x)
F (x−0)

= +∞
та

∫ +∞
x0

dF (x)
(F (x+0))h < +∞ (∀h > 1), вiдповiдно,

тобто, умови Тверджень 1 та 2 негайно ви-
конуються навiть без множникiв eεx та e−εx.
Звiдси, −τ ∗(h) ≤ σзб ≤ −τ∗ (h > 1). Тобто

− lim
h→1+0

τ ∗(h) ≤ σзб ≤ −τ∗.

ii) Якщо ж функцiя F (x) — обмежена, то∫ +∞
x0

dF (x) = F (+∞) − F (x0) < +∞. Вра-

хуємо, що функцiя
1

(F (x + 0))h
незростаю-

ча, та отримаємо, що
∫ +∞

x0

dF (x)

(F (x + 0))h
<

+∞, h > 1. Крiм того,

lim
x→+∞

1

x
ln F (x± 0) = 0.

Звiдси та з твердження 2 отримуємо, що

lim
x→+∞

x∈S

1

x
ln

1

f(x)
≤ σзб.

Нескладно помiтити, що якщо виконується
умова (8), то виконується також i нерiвнiсть
(6). Отже, з твердження 1 ми отримуємо не-
рiвнiсть (9).

3. Декiлька простих прикладiв. Заува-
жимо, що нерiвностi у твердженнях 1 та 2 є
точними. Почнемо з твердження 1.
Приклад 1. Покладемо F (x) = ex. Тодi

(∀ε > 0) :

+∞∫

x0

eεx dF

F (x− 0)
=

+∞∫

x0

eεxdx = +∞.

Отже, умова (6) виконується, тому σзб ≤
−τ∗. Виберемо тепер f(x) = e−qx (q > 0).
Тодi

I(σ) =

∫ +∞

0

e−qxeσxexdx =

∫ +∞

0

e(−q+σ+1)xdx

i для такого iнтеграла маємо σзб = q − 1.
Крiм того, бачимо, що

τ∗ = lim
x→+∞, x∈S

1

x

[
ln e−qx + ln ex

]
= 1− q.

Отже, σзб = −τ∗.
Перейдемо до твердження 2.
Приклад 2. Покладемо F (x) = x. Тодi

(∀ε > 0) :
∫ +∞

x0

e−εx dF

(F (x + 0))h
=

∫ +∞

x0

e−εx dx

xh
< +∞.

Отже, виконується нерiвнiсть (7), i то-
му σзб ≥ −τ ∗. Покладемо тепер f(x) =
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e−qx (q > 0). Тодi

I(σ) =

∫ +∞

0

e−qxeσxdx =

∫ +∞

0

e(σ−q)xdx.

Для цього iнтеграла маємо σзб = q. Крiм
того,

τ ∗(h) = lim
x→+∞, x∈S

1

x

[
ln e−qx + h ln x

]
≡ −q.

Отже, σзб = −τ ∗.

4. Наслiдки для iнтегралiв Лапла-
са та рядiв Дiрiхле. Оскiльки iнтеграл
Лапласа–Стiлт’єса є безпосереднiм узагаль-
ненням iнтеграла Лапласа та ряду Дiрiхле,
наведемо деякi наслiдки для цих об’єктiв.
Наслiдок 2. Для абсциси збiжностi σзб

iнтеграла Лапласа вигляду
∫ +∞
0

f(x)eσxdx
виконуються нерiвностi

lim
x→+∞

x∈supp f

1

x
ln

1

f(x)
≤ σзб ≤ lim

x→+∞
x∈supp f

1

x
ln

1

f(x)
.

Доведення. Для iнтеграла Лапласа
F (x) ≡ x. Оскiльки lim

x→+∞
ln F (x)

x
= 0, то з

пункту i) наслiдку 1 ми негайно отримуємо
потрiбнi нерiвностi.

Нехай (λn) послiдовнiсть невiд’ємних чи-
сел така, що 0 = λ0 < λn ↑ +∞ (1 ≤ n ↑
+∞), а (an) — послiдовнiсть комплексних
чисел. Розглядемо ряд Дiрiхле вигляду

+∞∑
n=0

ane
zλn . (10)

Для α ∈ [0, 1] покладемо

Fα(x) =
∑

λn≤x

|an|α, f(λn) = |an|1−α.

Тодi iнтеграл Лапласа–Стiлт’єса перетворю-
ється в ряд Дiрiхле, тобто

+∞∫

0

f(x)eσxdFα(x) =
+∞∑
n=0

|an|eσλn . (11)

Зауважимо, що абсциса абсолютної збiжно-
стi ряду Дiрiхле (10) дорiвнює абсцисi збi-
жностi iнтеграла Лапласа–Стiлт’єса (11).

Тому, можна скористатись отриманими ви-
ще твердженнями про збiжнiсть iнтегралiв
вигляду (1).
Наслiдок 3. Нехай α ∈ [0, 1] таке, що

+∞∑
n=0

|an|α = +∞. Тодi для абсциси абсолю-

тної збiжностi σa ряду Дiрiхле (10) вико-
нуються нерiвностi

lim
h→1+0

lim
n→+∞

[1− α

λn

ln
1

|an| −
h

λn

ln
n∑

k=0

|ak|α
]
≤

≤ σa ≤ lim
n→+∞

[1− α

λn

ln
1

|an| −
1

λn

ln
n−1∑

k=0

|ak|α
]
.

Доведення. Зауважимо, що фун-
кцiя Fα(x) =

∑
λn≤x

|ak|α — невiд’ємна,

неспадна i необмежена, а також, що
supp dFα = {λn : n ≥ 0} i

Fα(λn+0) =
n∑

k=0

|ak|α, Fα(λn−0) =
n−1∑

k=0

|ak|α.

Тому за пунктом i) наслiдку 1 отримуємо
потрiбнi нерiвностi.
Зауваження 5. З наслiдку 3 ми негайно

отримуємо таку, встановлену Ж. Валiро-
ном (див.[11, с.10] ), нерiвнiсть

σзб ≤ σa + τ, τ := lim
n→+∞

ln n

λn

,

а також α0 ≤ σa + τ.

Справдi, поклавши α = 0, з лiвої частини
нерiвностi у наслiдку 3 ми отримаємо

lim
n→+∞

1

λn

ln
1

|an| − lim
n→+∞

ln n

λn

≤ σa.

Крiм того, використовуючи рiвнiсть (5), ба-
чимо, що для ряду Дiрiхле (10)

σзб ≤ σµ = α0
def
= lim

n→+∞

− ln |an|
λn

,

де σµ = sup{σ ∈ R : µ(σ, F ) < +∞} — абсци-
са iснування максимального члена µ(σ, F ) =
max{|an|eσλn : n ≥ 0} ряду Дiрiхле (10). Те-
пер, використовуючи двi останнi нерiвностi,
отримуємо, що

σзб ≤ lim
n→+∞

− ln |an|
λn

≤ σa+ lim
n→+∞

ln n

λn

= σa+τ.
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Бiльше того, у випадку коли τ = 0, маємо
σ = σa = σµ = α0, позаяк σa ≤ σзб.

Зауваження 6. Якщо σa ≤ 0, тобто∑+∞
n=0 |an| = +∞, то

σa + β ≥ 0, β
def
= lim

n→+∞
1

λn

ln
n∑

k=0

|ak|.

Справдi, у наслiдку 3 покладемо α = 1 та не-
гайно отримаємо потрiбну нерiвнiсть. Зокре-
ма, σa = 0 у випадку, коли

∑+∞
n=0 |an| = +∞

та β = 0 (подiбнi нерiвностi можна знайти в
[7]).

Введемо позначення

τ = lim
n→+∞

ln n

λn

.

Тодi з наслiдку 3 отримуємо також таке
твердження
Наслiдок 4. Для абсциси абсолютної

збiжностi ряду Дiрiхле (10) виконуються
такi нерiвностi

lim
n→+∞

1

λn

ln
1

an

− τ ≤ σa ≤ lim
n→+∞

1

λn

ln
1

an

− τ .

Припустимо тепер, що виконується умова
+∞∑
n=0

|an|1−γe−δλn < +∞, (12)

де γ > 0, δ ∈ R. Тодi, вибираючи

F (x) =
∑

λn≤x

|an|1−γe−δλn , f(λn) = |an|γeδλn ,

з пункту ii) наслiдку 1 з огляду на спiввiд-
ношення σзб ≤ σµ = α0 отримаємо такий
наслiдок.
Наслiдок 5. i) Якщо (∃γ > 0)(∃δ ∈ R)

такi, що виконується умова (12), то для
абсцис ряду Дiрiхле (10) виконуються не-
рiвностi

σa + δ ≥ γα0 = γσµ ≥ γσзб. (13)

ii) Якщо iснують γ > 0 та δ ∈ R такi, що
умова (12) не виконується, то для абсцис
ряду Дiрiхле (10) виконуються нерiвностi

σa + δ + lim
n→+∞

1

λn

ln
( n∑

k=0

|ak|1−γe−δλk

)
≥

≥ γα0 = γσµ ≥ γσс.

Доведення. За пунктом ii) з наслiдку 1

σa ≥ lim
x→+∞, x∈S

1

x
ln

1

f(x)
= γα0 − δ,

де S = {λn : n ∈ Z+}. Пункт ii) наслiдку 5
отримуємо негайно, застосувавши пункт i) з
наслiдку 1.

У статтi [8] можна знайти таке твердже-
ння, що стосується нерiвностi (13).

Теорема C ([8]). Якщо (∃ γ > 0)(∃δ ∈ R) :

lim
n→+∞

(γ − 1) ln |an|+ δλn

ln n
> 1, (14)

то
σa + δ ≥ γσзб, σa + δ ≥ γσµ.

Зауваження 7. Твердження теореми C
випливає з наслiдку 5.
Справдi, нескладно помiтити, що з умови
(14) випливає умова (12). Варто зауважити
також, що умови наслiдку 5, взагалi кажу-
чи, є слабшими за умови Теореми C.

5. Ще декiлька оцiнок абсциси збiжно-
стi. Нехай L1 — клас функцiй ψ визначених
на [0, +∞), таких, що ψ(t) ↗ +∞ (t → +∞)

та
∫ +∞

0
dt

ψ(t)
= +∞. Для ψ ∈ L1 позначимо

τ∗(ψ) = lim
x→+∞, x∈S

1

x

[
ln f(x)+ln ψ

(
F (x−0)

)]
.

Твердження 3. Нехай ψ ∈ L1. Тодi
для абсциси збiжностi iнтеграла Лапласа–
Стiлт’єса (1) виконується нерiвнiсть
σзб ≤ −τ∗(ψ).
Доведення. Подiбно, як i вище, з означе-
ння τ∗(ψ) для кожного ε > 0 отримуємо, що

ln f(x) ≥ (
τ∗(ψ)− ε

)
x− ln ψ

(
F (x− 0)

)

(x ≥ x0, x ∈ S). Тодi для σ = −τ∗(ψ) + ε

+∞∫

x0

f(x)eσxdF (x) ≥
+∞∫

x0

dF (x)

ψ
(
F (x− 0)

) = +∞.

Отже, iнтеграл (1) розбiжний у точцi σ =
−τ∗(ψ)+ε. Оскiльки вибiр ε > 0 є довiльним,
то σзб ≤ −τ∗(ψ).
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Нехай L2 — клас функцiй ϕ визначених на
[0, +∞), таких, що ϕ(t) ↗ +∞ (t → +∞) та∫ +∞
0

dt
ϕ(t)

< +∞. Для ϕ ∈ L2 позначимо

τ ∗(ϕ) = lim
x→+∞, x∈S

1

x

[
ln f(x)+ln ϕ

(
F (x+0)

)]
.

Твердження 4. Нехай ϕ ∈ L2. Тодi
для абсциси збiжностi iнтеграла Лапласа–
Стiлт’єса (1) виконується нерiвнiсть
σзб ≥ −τ ∗(ϕ).
Доведення. Подiбно, як i у доведеннi
твердження 2, з означення τ ∗(ϕ) для кожно-
го ε > 0 отримуємо, що

ln f(x) ≤ (
τ ∗(ϕ) + ε

)
x− ln ϕ

(
F (x + 0)

)

(x ≥ x0, x ∈ S). Тодi для σ = −τ ∗(ϕ)− ε

+∞∫

x0

f(x)eσxdF (x) ≤
+∞∫

x0

dF (x)

ϕ
(
F (x + 0)

) < +∞.

Отже, iнтеграл (1) збiжний у точцi σ =
−(τ ∗(ϕ)+ε). Звiдси, за довiльнiстю у виборi
ε > 0, отримуємо, що σзб ≥ −τ ∗(ϕ).
З тверджень 3 та 4 отримуємо таке твердже-
ння.
Наслiдок 6. Для абсциси збiжностi iн-

теграла Лапласа–Стiлт’єса (1) виконує-
ться оцiнка

− inf{τ ∗(ϕ) : ϕ ∈ L2} ≤
≤ σзб ≤ − sup{τ∗(ψ) : ψ ∈ L1}.
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