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Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò âîäíîãî ãîñïîäàðñòâà òà ïðèðîäîêîðèñòóâàííÿ, Ðiâíå

ÍÅÎÁÕIÄÍI I ÄÎÑÒÀÒÍI ÓÌÎÂÈ ÎÄÍÎÑÒÀÉÍÎ� ÎÁÎÐÎÒÍÎÑÒI
ÍÅËIÍIÉÍÈÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ (Rkx)(n) = x(n + 1) + (−1)kf(x(n)), n ∈ Z, k = 1, 2,

Ó ÏÐÎÑÒÎÐI ÎÁÌÅÆÅÍÈÕ ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒÅÉ
Íàâåäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè îäíîñòàéíî¨ îáîðîòíîñòi íåëiíiéíèõ ðiçíèöåâèõ îïå-

ðàòîðiâ (Rkx)(n) = x(n + 1) + (−1)kf(x(n)), n ∈ Z, k = 1, 2, ó ïðîñòîði äâîái÷íèõ îáìåæåíèõ
÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Òóò f : R −→ R � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ.

Necessery and sufficient conditions of unanimously reversibility of the nonlinear difference
operators (Rkx)(n) = x(n + 1) + (−1)kf(x(n)), n ∈ Z, k = 1, 2, in the space of bounded two-sided
number sequences are obtained. Here f : R −→ R is a continuous function.

1. c-Íåïåðåðâíi îïåðàòîðè. Ïîñòà-
íîâêà çàäà÷i.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç l∞ = l∞(Z,R) áàíàõiâ
ïðîñòið âñiõ âiäîáðàæåíü x : Z −→ R, ìíî-
æèíà çíà÷åíü êîæíîãî ç ÿêèõ îáìåæåíà, ç
íîðìîþ

‖x‖l∞ = sup
n∈Z

|x(n)|.

Ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ xk ∈ l∞, k ∈ N,
íàçèâàòèìåìî ëîêàëüíî çáiæíîþ äî åëåìåí-
òà x ∈ l∞ ïðè k →∞ i ïîçíà÷àòèìåìî

xk
ëîê., l∞−−−−−−→ x ïðè k →∞,

ÿêùî öÿ ïîñëiäîâíiñòü îáìåæåíà i äëÿ êî-
æíîãî p ∈ N

lim
k→∞

max
|n|≤p

|xk(n)− x(n)| = 0.

Âiäîáðàæåííÿ F : l∞ −→ l∞ íàçèâà-
òèìåìî c-íåïåðåðâíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ
x ∈ l∞ i xk ∈ l∞, k ∈ N, äëÿ ÿêèõ

xk
ëîê., l∞−−−−−−→ x ïðè k →∞,

âèïëèâà¹, ùî

Fxk
ëîê., l∞−−−−−−→ Fx ïðè k →∞.

Ïîíÿòòÿ c-íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà ââå-
äåíî (íà ìîâi "ε, δ") Å. Ìóõàìàäi¹âèì [1] ïðè
äîñëiäæåííi äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ i
áóëî ïðîäîâæåíî éîãî âèâ÷åííÿ â [2]�[9] òà

iíøèõ ïðàöÿõ. Ðîçãëÿíóòå âèùå îçíà÷åííÿ
c-íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà ââåäåíî àâòîðîì
(äèâ., íàïðèêëàä, [10], [11]).

Ïðèêëàäàìè c-íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü
¹ âiäîáðàæåííÿ R1,R2 : l∞ −→ l∞, ùî âè-
çíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

(R1x)(n) = x(n + 1)− f(x(n)), n ∈ Z,

(R2x)(n) = x(n + 1) + f(x(n)), n ∈ Z,

äå f : R −→ R � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ i x ∈
l∞. Öi âiäîáðàæåííÿ òàêîæ ¹ íåïåðåðâíèìè.

Ìåòà ñòàòòi � ç'ÿñóâàòè, êîëè âiäîáðàæåí-
íÿR1 iR2 îäíîñòàéíî îáîðîòíi, òîáòî îäíî-
÷àñíî îáîðîòíi. Î÷åâèäíî, ùî â öüîìó âè-
ïàäêó âiäîáðàæåííÿ R1R2 i R2R1 ¹ îáîðî-
òíèìè.

Ïðè äîñëiäæåííi íåëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ,
ùî äiþòü ó ïðîñòîði l∞, ïîòðiáíî ìàòè íà
óâàçi, ùî íi c-íåïåðåðâíiñòü íå âèïëèâà¹ iç
íåïåðåðâíîñòi, íi íåïåðåðâíiñòü íå âèïëèâà¹
iç c-íåïåðåðâíîñòi [12].

2. Ìíîæèíè F1 i F2. Ôîðìóëþâàííÿ
îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó.

Íåõàé R(A) � ìíîæèíà çíà÷åíü âiäîáðà-
æåííÿA : X −→ X, äå X � îäèí iç ïðîñòîðiâ
R òà l∞ i I : R −→ R � îäèíè÷íå (òîòîæíå)
âiäîáðàæåííÿ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F1 ìíîæèíó âñiõ âiä-
îáðàæåíü g : R −→ R, êîæíå ç ÿêèõ çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâè:
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1) |g(x) − g(y)| < |x − y|, ÿêùî x, y ∈ R i
x 6= y;

2) R(I − g) = R;
3) R(I + g) = R.

×åðåç F2 ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ âiäîáðà-
æåíü g : R −→ R, äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ:

1) |g(x) − g(y)| > |x − y|, ÿêùî x, y ∈ R i
x 6= y;

2) R(I − g) = R;
3) R(I + g) = R.
Îñíîâíå ó ñòàòòi òàêå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 1. Íåõàé f : R −→ R � íåïåðåð-

âíà ôóíêöiÿ. Äëÿ òîãî, ùîá âiäîáðàæåííÿ
R1, R2 : l∞ −→ l∞ áóëè îäíîñòàéíî îáîðî-
òíèìè i îáåðíåíi âiäîáðàæåííÿ áóëè íåïå-
ðåðâíèìè íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

f ∈ F1 ∪ F2.

3. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 1. Íåõàé ôóíêöiÿ f : R −→ R íå-

ïåðåðâíà i ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè F1. Òîäi

lim
|x|→+∞

(
x2 − (f(x))2

)
= +∞. (1)

Äîâåäåííÿ. Çàâäÿêè âêëþ÷åííþ f ∈ F1

ôóíêöi¨
V (x) = x− f(x) (2)

i
W (x) = x + f(x) (3)

¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷èìè íà R, iñíóþòü òî÷êè
x∗, x∗∗ ∈ R, äëÿ ÿêèõ

V (x∗) = 0, (4)

W (x∗∗) = 0, (5)
i

R(V ) = R(W ) = R. (6)
Îñêiëüêè

V (v) + W (x) = 2x (7)

äëÿ âñiõ x ∈ R, òî ìîæëèâèé îäèí iç âèïàä-
êiâ:
1) lim

x→+∞
V (x) = +∞ i lim

x→−∞
W (x) = −∞;

2) lim
x→−∞

V (x) = −∞ i lim
x→+∞

W (x) = +∞.

Ó êîæíîìó iç öèõ âèïàäêiâ íà ïiäñòàâi
(4), (5) i ñòðîãîãî çðîñòàííÿ íà R ôóíêöié
V (x) i W (x) ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
(1).

Ëåìó 1 äîâåäåíî.
Ëåìà 2. Íåõàé ôóíêöiÿ f : R −→ R íå-

ïåðåðâíà i ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè F2. Òîäi

lim
|x|→+∞

(
x2 − (f(x))2

)
= −∞. (8)

Äîâåäåííÿ. Çàâäÿêè âêëþ÷åííþ f ∈ F2

äëÿ ôóíêöié (2) i (3) âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíî-
øåííÿ (4)�(6) i öi ôóíêöi¨ ñòðîãî ìîíîòîííi
íà R, ïðè÷îìó îäíà ç íèõ ñòðîãî çðîñòàþ÷à,
iíøà � ñòðîãî ñïàäíà. Òîäi íà ïiäñòàâi (7)
ìîæëèâèé îäèí iç âèïàäêiâ:
1) lim

x→+∞
V (x) = lim

x→−∞
W (x) = +∞, V (x) < 0

äëÿ âñiõ x < x∗ i W (x) < 0 äëÿ âñiõ x > x∗∗;
2) lim

x→−∞
V (x) = lim

x→+∞
W (x) = −∞, V (x) > 0

äëÿ âñiõ x > x∗ i W (x) > 0 äëÿ âñiõ x < x∗∗;
3) lim

x→+∞
V (x) = lim

x→−∞
W (x) = −∞, V (x) > 0

äëÿ âñiõ x < x∗ i W (x) > 0 äëÿ âñiõ x > x∗∗;
4) lim

x→−∞
V (x) = lim

x→+∞
W (x) = +∞, V (x) < 0

äëÿ âñiõ x > x∗ i W (x) < 0 äëÿ âñiõ x < x∗∗.
Ó êîæíîìó iç öèõ âèïàäêiâ çàâäÿêè ñòðî-

ãié ìîíîòîííîñòi ôóíêöié V (x) i W (x) âèêî-
íó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (8).

Ëåìó 2 äîâåäåíî.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pm, äå m ∈ N, áàíàõiâ

ïðîñòið óñiõ m-ïåðiîäè÷íèõ åëåìåíòiâ ïðî-
ñòîðó l∞ ç íîðìîþ ‖ · ‖Pm , âèçíà÷åíîþ ðiâ-
íiñòþ

‖x‖Pm = ‖x‖l∞

(x ∈ Pm), à ÷åðåç R−1
1 h, äå h ∈ l∞, � ïîâíèé

ïðîîáðàç åëåìåíòà h ïðè âiäîáðàæåííi R1.
Ëåìà 3. Íåõàé ôóíêöiÿ f : R −→ R íå-

ïåðåðâíà i ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè F1 ∪ F2.
Òîäi äëÿ êîæíîãî âiäðiçêà [α, β] iñíó¹ òàêèé
âiäðiçîê [a, b], ùî

(R−1
1 h) ∩ {x ∈ Pm : R(x) ⊂ [a, b]} 6= ∅

äëÿ êîæíîãî h ∈ {y ∈ Pm : R(y) ⊂ [α, β]}.
Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi âiäði-

çîê [α, β] i åëåìåíò h ìíîæèíè

{y ∈ Pm : R(y) ⊂ [α, β]}.
108 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2005. Âèïóñê 269. Ìàòåìàòèêà.



Íåõàé f ∈ F1. Íà ïiäñòàâi ëåìè 1 i íåïå-
ðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f : R −→ R iñíó¹ òàêèé
âiäðiçîê [a, b], ùî

a ≤ f(x) + c ≤ b

äëÿ âñiõ x ∈ [a, b] i c ∈ [α, β]. Òîìó îáìåæåíà
çàìíåíà é îïóêëà ìíîæèíà

Ωm = {y ∈ Pm : a ≤ y(n) ≤ b äëÿ âñiõ n ∈ Z}
iíâàðiàíòíà âiäíîñíî îïåðàòîðà A, ùî äi¹ ó
ïðîñòîði Pm i âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

(Ax)(n) = f(x(n− 1)) + h(n− 1), n ∈ Z.

Öåé îïåðàòîð öiëêîì íåïåðåðâíèé, îñêiëüêè
íåïåðåðâíîþ ¹ ôóíêöiÿ f , à áàíàõiâ ïðîñòið
Pm ñêií÷åííîâèìiðíèé. Îòæå, âèêîíàíi âñi
óìîâè òåîðåìè Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷-
êó [13]. Íà ïiäñòàâi öi¹¨ òåîðåìè îïåðàòîð A
ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó x∗ ∈ Ωm, ÿêà, î÷åâèäíî,
¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè R−1

1 h.
Îòæå, ëåìó 3 äîâåäåíî ó âèïàäêó f ∈ F1.
Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê f ∈ F2. Ó öüî-

ìó âèïàäêó íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f ¹ ñòðîãî
ìîíîòîííîþ i òîìó ìà¹ îáåðíåíó ñòðîãî ìî-
íîòîííó íåïåðåðâíó ôóíêöiþ f−1, äëÿ ÿêî¨
R(f−1) = R. Òàêîæ íà ïiäñòàâi ëåìè 2

lim
|x|→+∞

max
|c|≤γ

(|f(x)| − |x− |c||) = +∞,

äå
γ = max{|α|, |β|}.

Òîìó äëÿ âñiõ c ∈ [−γ, γ] i âñiõ äîñèòü âåëè-
êèõ x

−|f(x)| ≤ x− |c| ≤ |f(x)|.
Çâiäñè òà ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ f−1 âèïëè-
âà¹, ùî

−|x| ≤ f−1(x)− |c| ≤ |x|
i, îòæå,

−|x− c|+ |c| ≤ f−1(x− c) ≤ |x− c|+ |c|
äëÿ àíàëîãi÷íèõ c òà x. Îñêiëüêè

−|x| ≤ −|x− c|+ |c|

i
|x− c|+ |c| ≤ |x|,

òî
−|x| ≤ f−1(x− c) ≤ |x|

äëÿ âñiõ c ∈ [α, β] i âñiõ äîñèòü âåëèêèõ
x. Òîìó çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f−1

iñíó¹ òàêèé âiäðiçîê [a, b], ùî

a ≤ f−1(x− c) ≤ b

äëÿ âñiõ c ∈ [α, β] i x ∈ [a, b]. Íà ïiäñòà-
âi îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ðîçãëÿíóòà ðàíiøå
îáìåæåíà çàìíåíà é îïóêëà ìíîæèíà Ωm ií-
âàðiàíòíà âiäíîñíî îïåðàòîðà B, ùî äi¹ ó
ïðîñòîði Pm i âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

(Bx)(n) = f−1(x(n + 1)− h(n)), n ∈ Z.

Öåé îïåðàòîð öiëêîì íåïåðåðâíèé, îñêiëüêè
íåïåðåðâíîþ ¹ ôóíêöiÿ f−1, à áàíàõiâ ïðîñ-
òið Pm ñêií÷åííîâèìiðíèé. Îòæå, âèêîíàíi
âñi óìîâè òåîðåìè Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó
òî÷êó. Òîìó îïåðàòîð B ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó
x∗ ∈ Ωm, ÿêà, î÷åâèäíî, ¹ åëåìåíòîì ìíîæè-
íè R−1

1 h.
Îòæå, ëåìó 3 äîâåäåíî é ó âèïàäêó f ∈

F2.
Ëåìó 3 äîâåäåíî.
Ëåìà 4. Äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨ ïîñëi-

äîâíîñòi (xk) åëåìåíòiâ ïðîñòîðó l∞ iñíó-
þòü òàêi ñòðîãî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü
(kl) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i åëåìåíò x ∈ l∞,
ùî

xkl

ëîê., l∞−−−−−−→ x ïðè l →∞
i

‖x‖l∞ ≤ sup
k≥1

‖xk‖l∞ . (9)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé [t] � öiëà ÷àñòèíà ÷è-
ñëà t. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëà

nk = (−1)k [k/2] , k ∈ N.

Î÷åâèäíî, ùî {nk : k ∈ N} = Z. Íà ïiäñòàâi
îáìåæåíîñòi ìíîæèíè {xk ∈ l∞ : k ∈ N}
iñíóþòü çáiæíi ÷èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi

xk1,1(n1), xk1,2(n1), . . . , xk1,m(n1), . . . ,

xk2,1(n2), xk2,2(n2), . . . , xk2,m(n2), . . . ,
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...
xkm,1(nm), xkm,2(nm), . . . , xkm,m(nm), . . . ,

...,
äëÿ ÿêèõ ïîñëiäîâíîñòi (kl,p)p≥1, l ∈ N, ¹
ñòðîãî çðîñòàþ÷èìè i äëÿ l ∈ N

{kl,p : p ∈ N} ⊃ {kl+1,p : p ∈ N}. (10)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç am ãðàíèöþ lim
p→∞

xkm,p(nm),

à ÷åðåç x � åëåìåíò ïðîñòîðó l∞, äëÿ ÿêîãî
x(nm) = am äëÿ âñiõ m ∈ N. Iç (10) âèïëèâà¹,
ùî

kq,q ∈ {km,p : p ∈ N}
äëÿ q ≥ m è m ∈ N. Òîìó ïîñëiäîâíiñòü

xk1,1(n), xk2,2(n), . . . , xkq,q(n), . . .

¹ çáiæíîþ äëÿ êîæíîãî n ∈ N i, îòæå,

xkq,q

ëîê., l∞−−−−−−→ x ïðè q →∞.

Íåðiâíiñòü (9) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

x(nm) = lim
p→∞

xkm,p(nm)

i
|x(nm)| ≤ sup

p≥1
|xkm,p(nm)|

äëÿ âñiõ m ∈ N.
Ëåìó 4 äîâåäåíî.
Òåîðåìà 2. Íåõàé ôóíêöiÿ f : R −→ R

íåïåðåðâíà i ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè F1∪F2.
Òîäi

R(R1) = l∞.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëå-
ìåíò h ∈ l∞. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëà

α = inf
n∈Z

h(n)

i
β = sup

n∈Z
h(n).

Êîæíîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó m ïîñòàâè-
ìî ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíò hm ïðîñòîðó Pm,
äëÿ ÿêîãî

hm(n) = h(n), n∈[
[(1−m)/2], [(m−1)/2]

]∩Z.

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà
[
[(1−m)/2], [(m− 1)/2]

] ∩ Z
ìiñòèòü m åëåìåíòiâ,

R(hm) ⊂ [α, β]

äëÿ âñiõ m ∈ N i

hm
ëîê., l∞−−−−−−→ h ïðè m →∞. (11)

Íà ïiäñòàâi ëåìè 3 iñíó¹ âiäðiçîê [a, b] òà
åëåìåíòè ym ∈ Pm, m ≥ 1, äëÿ ÿêèõ

R(ym) ⊂ [a, b]

äëÿ âñiõ m ∈ N i

ym(n + 1)− f(ym(n)) = hm(n) (12)

äëÿ âñiõ (m,n) ∈ N × Z. Çàâäÿêè ëåìi 4
iñíóþòü òàêi ñòðîãî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü
(mk)k≥1 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i åëåìåíò y ∈ l∞,
ùî

ymk

ëîê., l∞−−−−−−→ y ïðè k →∞.

Çâiäñè, iç ñïiââiäíîøåíü (11), (12) i íåïå-
ðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f âèïëèâà¹, ùî

y(n + 1)− f(y(n)) = h(n)

äëÿ âñiõ n ∈ Z. Ç äîâiëüíîñòi âèáîðó åëåìåí-
òà h ∈ l∞ âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìó 2 äîâåäåíî.
Ëåìà 5. Íåõàé ôóíêöiÿ g : [a, b] −→ R

íåïåðåðâíà i

|g(x)− g(y)| < |x− y| (13)

ÿêùî x, y ∈ [a, b] i x 6= y. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî
ε ∈ (0, b− a) iñíó¹ q ∈ (0, 1) òàêå, ùî

|g(x)− g(y)| ≤ q|x− y| (14)

äëÿ âñiõ x, y ∈ [a, b], äëÿ ÿêèõ |x− y| ≥ ε.
Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ÷è-

ñëî ε ∈ (0, b− a). Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíiñòü
(14) íå âèêîíó¹òüñÿ íi äëÿ ÿêîãî q ∈ (0, 1).
Iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi xn, yn ∈ [a, b], n ∈ N,
äëÿ ÿêèõ |xn − yn| ≥ ε, n ∈ N, i

lim
n→∞

∣∣∣∣
g(xn)− g(yn)

xn − yn

∣∣∣∣ = 1.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî íà ïiäñòàâi íåïåðåðâíî-
ñòi ôóíêöi¨ g iñíóþòü òî÷êè x0, y0 ∈ [a, b],
äëÿ ÿêèõ

|x0 − y0| ≥ ε

i
|g(x0)− g(y0)| = |x0 − y0|.

Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ñóïåðå÷èòü íåðiâ-
íîñòi (13).

Òîìó ïðèïóùåííÿ, ùî íåðiâíiñòü (14) íå
âèêîíó¹òüñÿ íi äëÿ ÿêîãî q ∈ (0, 1), õèáíå.

Ëåìó 5 äîâåäåíî.
Ëåìà 6. Íåõàé ôóíêöiÿ g : [a, b] → R íå-

ïåðåðâíà i

|g(x)− g(y)| > |x− y|
ÿêùî x, y ∈ [a, b] i x 6= y. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî
ε ∈ (0, b− a) iñíó¹ Q > 1 òàêå, ùî

|g(x)− g(y)| ≥ Q|x− y|
äëÿ âñiõ x, y ∈ [a, b], äëÿ ÿêèõ |x− y| ≥ ε.

Öÿ ëåìà äîâîäèòüñÿ ïîäiáíî äî ëåìè 6.

4. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé f ∈ F1 ∪ F2. Òîäi,

çãiäíî ç òåîðåìîþ 2,

R(R1) = l∞.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ýëåìåíò h ∈ l∞. Ïî-
êàæåìî, ùî ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ

x(n + 1) = f(x(n))− h(n), n ∈ Z, (15)

ìà¹ ¹äèíèé â l∞ ðîçâ'ÿçîê (òîäi ç äîâiëüíîñòi
h ∈ l∞ âèïëèâàòèìå, ùî âiäîáðàæåííÿ R1

ìà¹ îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ).
Íåõàé u ∈ l∞ i y ∈ l∞ � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿí-

íÿ (15). Òîäi

|u(n + 1)− y(n + 1)| =
= |f(u(n))− f(y(n))|, n ∈ Z. (16)

Ïðèïóñòèìî, ùî u(n∗) 6= y(n∗) äëÿ äåÿêî-
ãî n∗ ∈ Z. Òîäi, çãiäíî ç (16),

|u(n)− y(n)| >
> |u(n + 1)− y(n + 1)|, n ≤ n∗ − 1, (17)

ÿêùî f ∈ F1, i

|u(n)− y(n)| <
< |u(n + 1)− y(n + 1)|, n ≥ n∗, (18)

ÿêùî f ∈ F2. Ó âèïàäêó âèêîíàííÿ ñïiââiä-
íîøåííÿ (17) íà ïiäñòàâi ëåìè 5, ñïiââiäíî-
øåííÿ (16) i îáìåæåíîñòi ìíîæèí R(u), R(y)
iñíó¹ q ∈ (0, 1) òàêå, ùî

q|u(n)− y(n)| ≥
≥ |u(n + 1)− y(n + 1)|, n ≤ n∗ − 1.

Àíàëîãi÷íî ó âèïàäêó âèêîíàííÿ ñïiââiäíî-
øåííÿ (18) íà ïiäñòàâi ëåìè 6 iñíó¹ Q > 1
òàêå, ùî

Q|u(n)− y(n)| ≤
≤ |u(n + 1)− y(n + 1)|, n ≥ n∗.

Êîæíå ç îñòàííiõ äâîõ ñïiââiäíîøåíü ñóïå-
ðå÷èòü ñïiââiäíîøåííþ

|u(n)− y(n)| ≤ ‖u− y‖l∞ < +∞, n ∈ Z.

Îòæå, ïðèïóùåííÿ, ùî u(n∗) 6= y(n∗) äëÿ
äåÿêîãî n∗ ∈ N, õèáíå. Òîìó âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü u = y (ðiâíÿííÿ (15) ìà¹ ¹äèíèé
îáìåæåíèé ðîçâ'ÿçîê) i âiäîáðàæåííÿ R1 ¹
îáîðîòíèì.

Ïîêàæåìî íåïåðåðâíiñòü R−1
1 .

Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ R−1
1 íå ¹

íåïåðåðâíèì. Iñíóþòü h, hk ∈ l∞, k ∈ N, i
µ ∈ (0, +∞) òàêi, ùî

lim
k→∞

‖h− hk‖l∞ = 0 (19)

i äëÿ x = R−1
1 h, xk = R−1

1 hk, k ∈ N, âèêîíó-
âàòèìåòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

µ ≤ ‖x− xk‖l∞ < +∞, k ∈ N. (20)

Çãiäíî ç (19) òà ëåìîþ 3 iñíó¹ âiäðiçîê [a, b],
äëÿ ÿêîãî

R(x)
⋃ (⋃

k∈N
R(xk)

)
⊂ [a, b]. (21)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè f ∈ F1. Íà ïiä-
ñòàâi ëåìè 5 iñíó¹ q ∈ (0, 1) òàêå, ùî

|f(x)− f(y)| ≤ q|x− y| (22)
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äëÿ âñiõ x, y ∈ [a, b], äëÿ ÿêèõ |x− y| ≥ µ/4.
Âèáåðåìî òàêå ÷èñëî δ ∈ (0, 1/4), ùîá

1− δ > q. (23)

Ç (19) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ k1 ∈ N, äëÿ ÿêîãî

‖h− hk1‖l∞ ≤
δµ

2
. (24)

Òîäi çãiäíî ç (20)
µ

2
< |x(n∗)− xk1(n

∗)| (25)

äëÿ äåÿêîãî n∗ ∈ N.
Î÷åâèäíî, ùî

|x(n + 1)− xk1(n + 1)| ≤
≤ |f(x(n))− f(xk1(n))|+
+|h(n)− hk1(n)|, n ∈ Z. (26)

Òîìó íà ïiäñòàâi âêëþ÷åííÿ f ∈ F1 òà ñïiâ-
âiäíîøåíü (24), (25)

µ

2
< |x(n∗)− xk1(n

∗)| ≤

≤ |x(n∗ − 1)− xk1(n
∗ − 1)|+ δµ

2
.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî
µ

4
< |x(n∗ − 1)− xk1(n

∗ − 1)|.

Òîìó çãiäíî ç (22) i (26)

|x(n∗)− xk1(n
∗)| ≤

≤ q|x(n∗ − 1)− xk1(n
∗ − 1)|+ δµ

2
.

Òîäi íà ïiäñòàâi (25)

(1− δ)
µ

2
≤ q|x(n∗ − 1)− xk1(n

∗ − 1)|

i, îòæå, ç óðàõóâàííÿì (23)
µ

2
< |x(n∗ − 1)− xk1(n

∗ − 1)|. (27)

Îòæå, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî n∗ ∈ Z âèêîíó¹-
òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (25), òî òàêîæ âèêîíó-
¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (27). Çâiäñè

µ

2
< |x(n)− xk1(n)|, n ≤ n∗.

Íà ïiäñòàâi îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi, à òàêîæ
ñïiââiäíîøåíü (22) i (26) îòðèìó¹ìî

|x(n)− xk1(n)| ≤

≤ q|x(n− 1)− xk1(n− 1)|+ δµ

2
, n ≤ n∗.

Îòæå,

|x(n− 1)− xk1(n− 1)| ≥

≥ q−1

(
|x(n)− xk1(n)| − δµ

2

)
, n ≤ n∗,

i òîìó

b− a ≥ |x(n∗ −m)− xk1(n
∗ −m)| ≥

≥ q−m|x(n∗)− xk1(n
∗)|−

−δµ

2
(q−1 + q−2 + . . . + q−m), m ∈ N,

ÿêùî âðàõóâàòè ñïiââiäíîøåííÿ (21), òîáòî

b− a ≥ |x(n∗ −m)− xk1(n
∗ −m)| ≥

≥ µδq

2(1− q)
+

µ(1− q − δ)

2(1− q)
q−m, m ∈ N. (28)

Îäíàêî ñïiââiäíîøåííÿ (28) íå ìîæå âèêî-
íóâàòèñÿ, îñêiëüêè

1− q − δ

1− q
> 0

(íà ïiäñòàâi (23)) i

lim
m→+∞

q−m = +∞.

Îòæå, ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî âiäîáðà-
æåííÿ R−1

1 íå ¹ íåïåðåðâíèì (ó âèïàäêó
f ∈ F2), õèáíå.

Òåïåðü ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè f ∈ F2.
Íà ïiäñòàâi ëåìè 6 iñíó¹ Q > 1 òàêå, ùî

|f(x)− f(y)| ≥ Q|x− y| (29)

äëÿ âñiõ x, y ∈ [a, b], äëÿ ÿêèõ |x− y| ≥ µ/4.
Âèáåðåìî äîâiëüíå δ ∈ (0, Q − 1). Çãiäíî ç
(19) i (20) iñíóþòü k2 ∈ N i n∗ ∈ Z òàêi, ùî

‖h− hk2‖l∞ ≤
δµ

2
, (30)
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i
|x(n∗)− xk2(n

∗)| > µ

2
. (31)

Îñêiëüêè

|x(n + 1)− xk2(n + 1)| ≥
≥ |f(x(n))− f(xk2(n))|−
−|h(n)− hk2(n)|, n ∈ Z, (32)

i
Q− δ > 1,

òî íà ïiäñòàâi (29),(30) i (31)

|x(n∗ + 1)− xk2(n
∗ + 1)| ≥

≥ Q|x(n∗)− xk2(n
∗)| − δµ

2
>

>
Qµ

2
− δµ

2
=

µ

2
(Q− δ) >

µ

2
.

Îòæå, ÿêùî äëÿ n∗ ∈ Z âèêîíó¹òüñÿ ñïiâ-
âiäíîøåííÿ (31), òî ñïðàâåäëèâèì ¹ ñïiââiä-
íîøåííÿ

|x(n∗ + 1)− xk2(n
∗ + 1)| > µ

2
.

Çâiäñè

|x(n)− xk2(n)| > µ

2
, n ≥ n∗.

Íà ïiäñòàâi îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi i ñïiââiä-
íîøåíü (29),(30) i (32) îòðèìó¹ìî

|x(n + 1)− xk2(n + 1)| ≥

≥ Q|x(n)− xk2(n)| − δµ

2
, n ≥ n∗.

Òîìó

b− a ≥ |x(n∗ + m)− xk2(n
∗ + m)| ≥

≥ Qm|x(n∗)− xk2(n
∗)|−

−δµ

2
(1 + Q + Q2 + . . . + Qm−1), m ∈ N,

ÿêùî âðàõóâàòè ñïiââiäíîøåííÿ (21), òîáòî

b− a ≥ |x(n∗ + m)− xk2(n
∗ + m)| ≥

≥ δµ

2(Q− 1)
+

µ(Q− 1− δ)

2(Q− 1)
Qm, m ∈ N.

À öå íåìîæëèâî, îñêiëüêè
1−Q− δ

1−Q
> 0

i
lim

m→+∞
Qm = +∞.

Îòæå, ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî âiäîáðàæå-
ííÿ R−1

1 íå ¹ íåïåðåðâíèì, õèáíå é ó âèïàä-
êó f ∈ F2.

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ R−1
1 : l∞ −→ l∞ ¹

íåïåðåðâíèì.
Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî f ∈ F1 ∪ F2, òî

−f ∈ F1 ∪ F2, i íàâïàêè. Òîìó âêëþ÷åííÿ
f ∈ F1 ∪ F2 äîñòàòíüî òàêîæ äëÿ òîãî, ùîá i
âiäîáðàæåííÿ R2 : l∞ −→ l∞ ìàëî îáåðíåíå
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ.

Îòæå, äîñòàòíiñòü äîâåäåíî.
Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé R1 ìà¹ îáåðíåíå

íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ðiâ-
íÿííÿ

y(n + 1) = f(y(n))− c, n ∈ R, (33)

i
f(x(n))− x(n)− c = 0, n ∈ R, (34)

â ÿêèõ c ∈ R. Êîæíèé ñòàëèé ðîçâ'ÿçîê ðiâ-
íÿííÿ (34) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (33).

À îñêiëüêè çãiäíî ç îáîðîòíiñòþ R1 ðiâ-
íÿííÿ (33) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê y ∈ l∞, òî
ðiâíÿííÿ (34) òàêîæ ìàòèìå ¹äèíèé ñòàëèé
ðîçâ'ÿçîê. Íà ïiäñòàâi öüîãî òà äîâiëüíîñòi
c ∈ R ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

R(I − f) = R,

à âiäîáðàæåííÿ I−f : R→ R ¹ îáîðîòíèì. Ç
íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ (I−f)−1 (çà íå-
ïåðåðâíiñòþ âiäîáðàæåííÿ R−1

1 ) âèïëèâà¹,
ùî ôóíêöiÿ x − f(x) ¹ ñòðîãî ìîíîòîííîþ
íà R.

Äîâåäåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(x)− f(y)| < |x− y|, (35)

àáî
|f(x)− f(y)| > |x− y| (36)

ÿêùî x, y ∈ R i x 6= y.
Ïðèïóñòèìî, ùî æîäíà ç öèõ íåðiâíîñòåé

íå âèêîíó¹òüñÿ. Ó öüîìó âèïàäêó íà ïiäñòàâi
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íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f iñíóþòü òàêi
òî÷êè x∗, y∗ ∈ R (x∗ 6= y∗), ùî

|f(x∗)− f(y∗)| = |x∗ − y∗|.
Ç öi¹¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

f(x∗)− x∗ = f(y∗)− y∗ (37)

àáî
f(x∗)− y∗ = f(y∗)− x∗. (38)

Ðiâíiñòü (37), î÷åâèäíî, ñóïåðå÷èòü îáî-
ðîòíîñòi âiäîáðàæåííÿ I − f : R −→ R.

Ðiâíiñòü (38) ñóïåðå÷èòü îáîðîòíîñòi ði-
çíèöåâîãî âiäîáðàæåííÿ R1 : l∞ −→ l∞.
Ñïðàâäi, çà (38)

x∗ = f(y∗) + d

i
y∗ = f(x∗) + d,

äå d = x∗−f(y∗) = y∗−f(x∗). Òîìó ðiçíèöåâå
ðiâíÿííÿ

x(n + 1) = f(x(n)) + d

ìà¹ ðîçâ'ÿçêè

x1(n) =

{
x∗, ÿêùî n− ïàðíå ÷èñëî,
y∗, ÿêùî n− íåïàðíå ÷èñëî,

x2(n) =

{
y∗, ÿêùî n− ïàðíå ÷èñëî,
x∗, ÿêùî n− íåïàðíå ÷èñëî,

Îòæå, íåðiâíiñòü (35) àáî (36) âèêîíó¹òü-
ñÿ.

Çàìiíþþ÷è â ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàííÿõ f
íà−f , îòðèìà¹ìî, ùî íåïåðåðâíî¨ îáîðîòíî-
ñòi âiäîáðàæåííÿ R2 äîñòàòíüî äëÿ âèêîíà-
ííÿ ñïiââiäíîøåííÿ

R(I + f) = R

òà íåðiâíiñòi (35) àáî (36).
Îòæå, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ R1, R2 ìàþòü

îáåðíåíi íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ, òî

f ∈ F1 ∪ F2,

i íåîáõiäíiñòü äîâåäåíî.
Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.
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