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ÐÎÇÁÈÒÒß ÏIÄÌÍÎÆÈÍ Rn ÍÀ ÎÄÍÎÒÈÏÍI ×ÀÑÒÈÍÈ
Ó ñòàòòi äîâåäåíî, ùî êîæíà äîñêîíàëà Gδ ïiäìíîæèíà äiéñíî¨ ïðÿìî¨ ìîæå áóòè ðîç-

áèòà íà n ãîìåîìîðôíèõ ÷àñòèí; êîæíà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà Rm ìîæå áóòè ðîçáèòà íà n
ãîìåîìîðôíèõ ÷àñòèí, ÿêùî n ≥ 2m + 2; æîäíà êîìïàêòíà îïóêëà ïiäìíîæèíà Rm íå ìîæå
áóòè ðîçáèòà íà äâi êîíãðóåíòíi ÷àñòèíè.

It is shown that every perfect Gδ subset of the real line can be parted onto n homeomorphic
parts; every open subset of Rm can be parted onto n homeomorphic parts provided n ≥ 2m + 2;
no compact convex subset of Rm can be parted onto two congruent parts.

Êàæóòü, ùî ìíîæèíà X ðîçáèòà íà ÷à-
ñòèíè Xs, äå s ∈ S äëÿ äåÿêî¨ ìíîæèíè ií-
äåêñiâ S, ÿêùî ñiì'ÿ (Xs)s∈S ¹ íåïåðåòèííîþ
i X =

⋃
s∈S

Xs. Ó öüîìó âèïàäêó ìè ïèøåìî
X =

⊔
s∈S

Xs. Ïðîáëåìà ðîçáèòòÿ ìíîæèíè íà
îäíîòèïíi ïiäìíîæèíè ðîçãëÿäàëàñÿ â ïðà-
öÿõ [2, 3] òà [5, 11] ç ðiçíèìè ïiäõîäàìè äî
ïîíÿòòÿ îäíîòèïíî¨ ìíîæèíè.

1. Ðîçáèòòÿ íà ãîìåîìîðôíi ìíî-
æèíè. Â.Ê. Ìàñëþ÷åíêî, Â.Â. Ìèõàéëþê
i Ì.Ì. Ïîïîâ ó ïðàöi [5] äîâåëè, ùî íåâè-
ðîäæåíèé âiäðiçîê ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ R ìîæå
áóòè ðîçáèòèé íà äâi ïîäiáíi i ãîìåîìîðôíi
÷àñòèíè, i ñôîðìóëþâàëè ðÿä ïèòàíü ïðî
iñíóâàííÿ ðîçáèòòiâ òàêîãî ðîäó äëÿ áiëü-
øî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèí. Âiäïîâiäi íà öi ïèòà-
ííÿ áóëî äàíî â ïðàöÿõ [2,10,11]. Çîêðåìà,
â [10] ïîêàçàíî, ùî íåâèðîäæåíèé âiäðiçîê
ìîæå áóòè ðîçáèòèé íà n ãîìåîìîðôíèõ i
ïîäiáíèõ ìiæ ñîáîþ ÷àñòèí.

Òóò ìè ñòàâèìî i ÷àñòêîâî ðîçâ'ÿçó¹ìî
ïèòàííÿ ïðî ðîçáèòòÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨
ìíîæèíè â ïðîñòîði Rm íà n ãîìåîìîðôíèõ
÷àñòèí, à òàêîæ äîñëiäæó¹ìî ïèòàííÿ ïðî
ðîçáèòòÿ ïiäìíîæèí Rm íà êîíãðóåíòíi ÷à-
ñòèíè.

×åðåç Q òà P ïîçíà÷èìî ìíîæèíè ðàöiî-
íàëüíèõ òà iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ç ïðèðî-
äíèìè òîïîëîãiÿìè. ×åðåç N ïîçíà÷èìî ìíî-
æèíó äîäàòíèõ öiëèõ ÷èñåë. Áóäåìî ïèñàòè

X ∼ Y , ÿêùî ïðîñòîðè X òà Y ãîìåîìîðôíi.
Ìè íàçèâà¹ìî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið äî-

ñêîíàëèì, ÿêùî âií íå ìà¹ içîëüîâàíèõ òî-
÷îê. Ïðîñòið ¹ òîïîëîãi÷íî ïîâíèì, ÿêùî
âií ãîìåîìîðôíèé ïîâíîìó ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîðó. Íåõàé P � òîïîëîãi÷íà âëàñòè-
âiñòü (íàïðèêëàä, ëîêàëüíà êîìïàêòíiñòü,
σ-êîìïàêòíiñòü, òîïîëîãi÷íà ïîâíîòà). Ïðî-
ñòið íàçèâà¹òüñÿ íiäå íå P , ÿêùî ó íüîìó íå
iñíó¹ íåïîðîæíüî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè ç âëà-
ñòèâiñòþ P [7, c.1]. Íàì çíàäîáëÿòüñÿ òàêi
õàðàêòåðèçàöiéíi òåîðåìè.

Òåîðåìà 1. (Àëåêñàíäðîâ-Óðèñîí) [4,7.7]
Äîâiëüíèé ïîëüñüêèé íóëüâèìiðíèé íiäå íå
ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ïðîñòið ãîìåîìîð-
ôíèé ïðîñòîðó P.

Òåîðåìà 2. (Ñåðïiíñüêèé) [7, theorem
1.9.6] Äîâiëüíèé çëi÷åííèé ìåòðè÷íèé äî-
ñêîíàëèé ïðîñòið ãîìåîìîðôíèé Q.

Òåîðåìà 3. (âàí Ìië) [8] Äîâiëüíèé ìå-
òðè÷íèé ñåïàðàáåëüíèé íóëüâèìiðíèé íiäå
íå σ-êîìïàêòíèé íiäå íå òîïîëîãi÷íî ïîâ-
íèé ïðîñòið, ÿêèé ¹ îá'¹äíàííÿì çëi÷åííî¨
êiëüêîñòi ñâî¨õ çàìêíåíèõ òîïîëîãi÷íî ïîâ-
íèõ ïiäïðîñòîðiâ ãîìåîìîðôíèé ïðîñòîðó
P×Q.

Ëåìà 1. Íåõàé Y � ùiëüíèé ïiäïðîñòið
ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó X òàêèé, ùî äîïîâ-
íåííÿ X\Y òåæ ùiëüíå â X. Òîäi ïðîñòið
Y íiäå íå ëîêàëüíî êîìïàêòíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé U � íåïîðîæíÿ âiä-
êðèòà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X òàêà, ùî ïiä-

88 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2005. Âèïóñê 269. Ìàòåìàòèêà.



ïðîñòið U ∩ Y ëîêàëüíî êîìïàêòíèé. Òîäi
U ∩ Y âiäêðèòà â U ∩ Y = U [1, òåîðåìà
3.3.9]. Òîäi U ∩ Y âiäêðèòà â U , ùî íåìî-
æëèâî, áî U\Y � ùiëüíà ïiäìíîæèíà U .

Ëåìà 2. Äîâiëüíà äîñêîíàëà Gδ ïiäìíî-
æèíà äiéñíî¨ ïðÿìî¨ ìîæå áóòè ðîçáèòà
íà äâi ìíîæèíè A i B òàêi, ùî A ∼ P i
B ∼ Q.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � äîñêîíàëà Gδ

ïiäìíîæèíà äiéñíî¨ ïðÿìî¨. Íåõàé B � çëi-
÷åííà ùiëüíà ïiäìíîæèíà X i A = X\B.
Îñêiëüêè B � çëi÷åííèé ìåòðè÷íèé äîñêî-
íàëèé ïðîñòið, òî ç òåîðåìè 2 âèïëèâà¹, ùî
B ∼ Q. Çà ëåìîþ 1 ïðîñòið A íiäå íå ëîêàëü-
íî êîìïàêòíèé. Òîìó ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹,
ùî A ∼ P.

Òâåðäæåííÿ 1. Äîâiëüíà äîñêîíàëà Gδ

ïiäìíîæèíà äiéñíî¨ ïðÿìî¨ ìîæå áóòè
ðîçáèòà íà n ãîìåîìîðôíèõ ÷àñòèí, ÿêùî
n ≥ 2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X ¹ äîñêîíàëà Gδ

ïiäìíîæèíà äiéñíî¨ ïðÿìî¨. Ðîçãëÿíåìî íà-
ñòóïíi âèïàäêè.

1. Ìíîæèíà X îïóêëà i n = 2. ßêùî X
¹ çàìêíåíèì âiäðiçêîì, òî iñíóâàííÿ òàêîãî
ðîáèòòÿ áóëî äîâåäåíî â ðîáîòi [5]. ßêùî X
¹ âiäêðèòèì iíòåðâàëîì, òî ìîæíåìî ââàæà-
òè, ùî X = R. Ïðèéìåìî A =

⋃
i∈Z[2i; 2i+1)

i B =
⋃

i∈Z[2i + 1; 2i + 2). Òîäi X = A ∪ B ¹
ðîçáèòòÿì ìíîæèíè X íà äâi ãîìåîìîðôíèõ
÷àñòèíè. ßêùî X ¹ ïiâiíòåðâàëîì, òî ìè ìî-
æåìî ââàæàòè, ùî X = {x ∈ R : x ≥ 0}.
Ïðèéìåìî A =

⋃
i∈N[2i − 2; 2i − 1) i B =⋃

i∈N[2i− 1; 2i). Òîäi X = A∪B ¹ ðîçáèòòÿì
ìíîæèíè X íà äâi ãîìåîìîðôíèõ ÷àñòèíè.

2. Ìíîæèíà X íå ¹ îïóêëà i n = 2. Îò-
æå, iñíó¹ ðîçáèòòÿ X = X1 ∪ X2 íà äâi
âiäêðèòî-çàìêíåíèõ äîñêîíàëèõ Gδ ìíîæè-
íè. Çà ëåìîþ 2 äëÿ äîâiëüíîãî i iñíó¹ ðîçáè-
òòÿ Xi = Ai ∪Bi òàêi, ùî Ai ãîìåîìîðôíà P
i Bi ãîìåîìîðôíà Q. Ïðèéìåìî A = A1 ∪B2

i B = A2 ∪ B1. Òîäi X = A ∪ B ¹ ðîçáèòòÿì
ìíîæèíè X íà äâi ãîìåîìîðôíèõ ÷àñòèíè.

3. ×èñëî n ≥ 3. Âèáåðåìî òî÷êè
x1, . . . , xn−1 â R òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíèõ i òà
ε > 0 ìíîæèíè X∩ (xi−ε, xi +ε) íåïîðîæíi.
Ïðèéìåìî X1 = (−∞; x1), Xn = [xn−1;∞)
i Xi = [xi; xi+1) äëÿ 1 ≤ i ≤ n − 2. Òîäi

äîâiëüíà ìíîæèíà Xi ¹ äîñêîíàëîþ Gδ ïiä-
ìíîæèíîþ â R. Çà ëåìîþ 2 äëÿ äîâiëüíîãî
i iñíó¹ ðîçáèòòÿ Xi = Ai ∪Bi òàêå, ùî Ai ãî-
ìåîìîðôíà P i Bi ãîìåîìîðôíà Q. Ïðèéìå-
ìî Ci = Ai ∪ Bi+1 äëÿ 1 ≤ i ≤ n − 2 i
Cn = An ∪ B1. Òîäi X =

⋃
Ci ¹ ðîçáèòòÿì

ìíîæèíè X íà n ãîìåîìîðôíèõ ÷àñòèí.
Òâåðäæåííÿ 2. Äîâiëüíà âiäêðèòà ïiä-

ìíîæèíà ïðîñòîðó Rm ìîæå áóòè ðîçáè-
òà íà n ãîìåîìîðôíèõ ÷àñòèí, ÿêùî n ≥
2m+1 − 1 àáî m = 2 òà n ≥ 4.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî äî-
äàòíîãî k ÷åðåç Ak ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ
òî÷îê x ∈ Rm òàêèõ, ùî âñi êîîðäèíàòè òî-
÷êè 2k−1x ¹ öiëèìè. Íåõàé Wk ñiì'ÿ ìíî-
æèí âèãëÿäó {x + [0; 21−k)m}, äå x ∈ Ak.
Òî÷êà x ìè áóäåìî íàçèâàòè âåðøèíîþ ìíî-
æèíè x+[0; 21−k)m. Ìè íàçèâà¹ìî ïiäìíîæè-
íè W1 i W2 ïðîñòîðó Rm âiääiëüíèìè, ÿêùî
W1 ∩W2 = Ø = W2 ∩W1. Íàì áóäåìî ïîòði-
áíà íàñòóïíà

Ëåìà 3. Íåõàé k � öiëå äîäàòí¹, x1, x2 ¹
âåðøèíàìè ìíîæèí W1,W2 ∈ Wk âiäïîâiä-
íî. ßêùî x2 6∈ W1 i x1 6∈ W2, òî ìíîæèíè
W1 i W2 ¹ âiääiëüíèìè.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå.
Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæà-
òè, ùî k = 1, W1 6= W2 òà iñíó¹ òî÷êà
x ∈ W1 ∩ W2. Íåõàé i � äîâiëüíèé index,
1 ≤ i ≤ m. Îñêiëüêè x ∈ W1, òî xi

1 ≤ xi ≤
xi

1 + 1, äå xi i xi
1 ¹ i-òèìè êîîðäèíàòàìè òî-

÷îê x i x1 âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè xi
2 = [xi], òî

xi
1 ≤ xi

2 ≤ xi
1 + 1. Îñêiëüêè öÿ óìîâà ìà¹

ìiñöå äëÿ äîâiëüíîãî i, òî x2 ∈ W1.
Ç ëåìè 3 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî k

i äîâiëüíîãî W ∈ Wk ñiì'ÿ {W ′ ∈ Wk : W ′

i W íåâiääiëüíi } ìà¹ ïîòóæíiñòü ðiâíó ïî-
äâî¹íié êiëüêîñòi âåðøèí m-âèìiðíîãî êóáà
ìiíóñ 1, òîáòî 2m+1 − 1 ≤ n.

Òåïåð âèçíà÷èìî çà iíäóêöi¹þ ñiì'¨ Vk ⊂
Wk. Ïðèéìåìî V1 = {W ∈ W1 : W ⊂ X}
i Vk = {W ∈ Wk : W ⊂ X\⋃k−1

i=1

⋃Vi} äëÿ
k ≥ 2. Ïðèéìåìî V =

⋃Vk. Çà ïîáóäîâîþ,
X =

⋃V . ßêùî ñiì'ÿ V ñêií÷åííà, òîäi ìè
çñóíåìî ïî÷àòîê êîîðäèíàò íà iððàöiîíàëü-
íó âiäñòàíü óçäîâæ îäíi¹¨ ç êîîðäèíàòíèõ
îñåé i ïîâòîðèâøè ïîáóäîâó, îòðèìà¹ìî íå-
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ñêií÷åííó ñiì'þ V .
Òåïåð ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü êîæíî-

ìó ÷ëåíó V ∈ V îäèí ç n êîëüîðiâ òàê, ùîá
âèêîíóâàëàñÿ íàñòóïíà óìîâà:

(*) äîâiëüíi îäíîêîëüîðîâi ìíîæèíè
V, V ′ ∈ V ¹ âiääiëüíèìè.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê n ≥ 2m+1−
1. Çàíóìåðó¹ìî êîæíó ç ñiìåé Vk ó äîâiëü-
íîìó ïîðÿäêó. Òåïåð áóäåìî çàôàðáîâóâà-
òè ñiì'þ V , âèêîðèñòîâóþ÷è íå áiëüø íiæ
n êîëüîðiâ. Ñïî÷àòêó çàôàðáó¹ìî âñi ÷ëå-
íè ñiì'¨ V1 ó ïîðÿäêó íóìåðàöi¨, ïîòiì óñi
÷ëåíè ñiì'¨ V2 ó ïîðÿäêó íóìåðàöi¨ i òàê äà-
ëi. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî íà êîæíîìó êðîöi
öüîãî ïðîöåñó äëÿ ÷ëåíà V ∈ V , ùî çàôàð-
áîâó¹òüñÿ íà äàíîìó êðîöi, iñíó¹ íå áiëüø
çà 2m+1 − 2 < n óæå çàôàðáîâàíèõ ÷ëåíiâ
W ∈ V òàêèõ, ùî V i W ¹ íåâiääiëüíèìè.
Ñïðàâäi, íåõàé V ∈ Vk äëÿ äåÿêîãî k. ßêùî
W ¹ âæå çàôàðáîâàíèì, à W i V ¹ íåâiääiëü-
íèìè, òî iñíó¹ ìíîæèíà W ′ ∈ Wk òàêà, ùî
W ′ ⊂ W i ìíîæèíè W ′ i V ¹ íåâiääiëüíè-
ìè (áî ñiì'ÿ Wk ¹ íåïåðåòèíîþ). Îòæå, ìè
ìîæåìî çàôàðáóâàòè ÷ëåí V ó êîëið, âiä-
ìiííèé âiä êîëüîðiâ óæå çàôàðáîâàíèõ íå-
âiääiëüíõ âiä V ÷ëåíiâ ñiì'¨ V . Ïîáóäîâàíå
çàôàðáóâàííÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (*).

Íåõàé òåïåð m = 2 òà n ≥ 4. Çàäàìî ãðàô
G ó òàêèé ñïîñiá. Çà ìíîæèíó âåðøèí V (G)
ãðàôà G âiçüìåìî ìíîæèíó öåíòðiâ çàìè-
êàíü åëåìåíòiâ ñiì'¨ V . Íåõàé V1, V2 ∈ V , à
c1, c2 ∈ V (G) ¹ öåíòðàìè êâàäðàòiâ V1 òà
V2 âiäïîâiäíî. Ìè áóäåìî ââàæàòè, ùî âåð-
øèíè c1 i c2 ç'¹äíàíi ðåáðîì, òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè ìíîæèíè V1 i V2 íå ¹ âiääiëüíè-
ìè. Â ÿêîñòi ðåáðà áóäåìî ðîçãëÿäàòè âiä-
ðiçîê [c1, c2] íà ïëîùèíi. Íåâàæêî ïåðåâiðè-
òè, ùî äëÿ ç'¹äíàíèõ ðåáðîì âåðøèí ìà¹ìî
[c1; c2] ⊂ V1 ∪ V2. Ïîêàæåìî, ùî ïîáóäîâà-
íèé ãðàô G ïëàíàðíèé. Íåõàé ðåáðà [c1; c2]
òà [c3; c4] ãðàôà G ïåðåòèíàþòüñÿ. Îñêiëüêè
[c1, c2] ⊂ V1 ∪ V2 òà [c3; c4] ⊂ V3 ∪ V4, à ñiì'ÿ
V ¹ äèç'þíêòíîþ, òî {c1, c2} ∩ {c3, c4} 6= Ø.
Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè
ùî c1 = c3 òà c2 6= c4. Òîäi c1 ¹ ¹äèíîþ ñïiëü-
íîþ òî÷êîþ âiäðiçêiâ [c1; c2] òà [c3; c4], áî ó
ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó îäèí ç öèõ âiäðiçêiâ
ìiñòiâñÿ á ó iíøîìó, ùî á ñóïåðå÷èëî äèç'þí-

êòíîñòi ñiì'¨ V . Òîìó ãðàô G ¹ ïëàíàðíèì.
Îñêiëüêè n ≥ 4, òî âåðøèíè ãðàôà G ìî-
æíà çàôàðáóâàòè â íå áiëüøå íiæ n êîëüîðiâ
òàê, ùî äîâiëüíi äâi îäíîêîëüîðîâi âåðøèíè
íå áóäóòü ç'¹äíàíi ðåáðîì. Çâiäñè îòðèìó¹-
ìî ðîçôàðáóâàííÿ ñiì'¨ V ó íå áiëüøå íiæ n
êîëüîðiâ, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (*).

Äëÿ iíäåêñà i ÷åðåç V i ïîçíà÷èìî ìíîæè-
íó ÷ëåíiâ ñiì'¨ V , ÿêi çàôàðáîâàíi ó êîëið
i. Îñêiëüêè ñiì'ÿ V ¹ íåñêií÷åííîþ, òî ïiä
÷àñ ïðîöåñó çàôàðáóâàííÿ ìè ìîæåìî ëåãêî
çàáåçïå÷èòè âèêîðèñòàííÿ ïðè çàôàðáóâàí-
íi ñàìå n êîëüîðiâ òà íåñêií÷åííiñòü ñiì'¨ V i

äëÿ âñiõ 1 ≤ i ≤ n.
Íåõàé x ∈ X. Îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ âiä-

êðèòîþ â Rm, òî iñíó¹ ÷èñëî k òàêå, ùî ïðè-
ðîäíèé êóái÷íèé îêië òî÷êè x çi ñòîðîíîþ
2−k ìiñòèòüñÿ â X. Òîäi ìíîæèíà

⋃k+1
j=1

⋃Vj

¹ îêîëîì òî÷êè x, i îñêiëüêè êîæíà ñiì'ÿ
Vj ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííà, òî ñiì'ÿ V ¹ òåæ
ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî
ñiì'ÿ V i ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ äëÿ êîæíî-
ãî i. Îñêiëüêè äîâiëüíi äâà ÷ëåíè ñiì'¨ V i ¹
âiääiëüíèìè, òî äîâiëüíèé ÷ëåí V i ¹ âiäêðè-
òèé â îá'¹äíàííi

⋃V i. Îòæå, äëÿ êîæíîãî i,
îá'¹äíàííÿ

⋃V i ¹ ãîìåîìîðôíèì ïðîñòîðó
[0; 1)m × N, ùî i äà¹ øóêàíå ðîçáèòòÿ ïðî-
ñòîðó X íà n ãîìåîìîðôíèõ ÷àñòèí.

Âèêîðèñòîâóþ÷è iíøèé ïiäõiä, ìîæíà
îòðèìàòè ðîçáèòòÿ íà ìåíøó êiëüêiñòü ÷à-
ñòèí.

×åðåç Rm
+ ïîçíà÷èìî ìíîæèíó òî÷îê ïðî-

ñòîðó Rm, ïåðøà êîîðäèíàòà ÿêèõ íåâiä'¹ì-
íà.

Ëåìà 4. Íåõàé X � íåïîðîæíÿ âiäêðè-
òà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó Rm, m ≥ 2. Òî-
äi iñíó¹ ðîçáèòòÿ X =

⊔m
i=0 Xi, ïðè÷îìó

X0 ∼ P, Xi ∼ P × Q äëÿ 1 ≤ i ≤ m − 1
òà Xm ∼ Q.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � çëi÷åííà ùiëüíà
ïiäìíîæèíà R òàêà, ùî ìíîæèíà Am ∩ X
ùiëüíà â X. Ïîêëàäåìî Ri = {x ∈ Rm : ðiâíî
i êîîðäèíàò òî÷êè x íàëåæàòü A} òà Xi =
X ∩Ri. Îñêiëüêè R0 = (R\A)m òà Rm = Am,
òî ïðîñòîðè R0 òà Rm ¹ íóëüâèìiðíèìè.

Íåõàé òåïåð 1 ≤ i ≤ m − 1. Íåõàé Ri =⊔
j∈ω Rij � ïðèðîäíå ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó Ri

íà çëi÷åííó êiëüêiñòü ñâî¹õ çàìêíåíèõ ïiä-
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ïðîñòîðiâ, êîæåí ç ÿêèõ ¹ ïðèðîäíî ãîìåî-
ìîðôíèì äî ïðîñòîðó (R\A)m−i, à îòæå ¹
íóëüâèìiðíèì. Çà òåîðåìîþ ïðî çëi÷åííó ñó-
ìó [1, 7.2.1] ïðîñòið Ri òåæ íóëüâèìiðíèé.
Ïîêëàäåìî Xij = X ∩ Rij. Ïðèïóñòèìî, ùî
Xij 6= Ø. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ïðîñòið Xij ¹
äîñêîíàëèì. Çà òåîðåìîþ 1 ïðîñòið Rij ∩Rm

+

¹ ãîìåîìîðôíèì äî P. Îñêiëüêè Xij ¹ âiä-
êðèòîþ ïiäìíîæèíîþ ïðîñòîðó Rij ∩Rm

+ , òî
Xij òåæ íiäå íå ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ïðî-
ñòið. Çà òåîðåìîþ 1, Xij ∼ P. Òîìó Xij íiäå
íå σ-êîìïàêòíèé. Îñêiëüêè ïðîñòið Xi ¹ îá'-
¹äíàííÿì ñâî¹õ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí Xij,
òî ïðîñòið Xi òåæ íiäå íå êîìïàêòíèé. Ëåã-
êî ïåðåâiðèòè, ùî Xij ¹ íiäå íå ùiëüíèì ó Xi.
Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ U � âiäêðèòà ïiäìíî-
æèíà ïðîñòîðó Xi, ÿêà ¹ òîïîëîãi÷íî ïîâ-
íèì ïðîñòîðîì. Òîäi U =

⊔
Xij ∩ U i òîìó

çà òåîðåìîþ Áåðà iñíó¹ ïðîñòið Xij ÿêèé ìà¹
íåïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü â U , à îòæå i â Xi,
ùî íåìîæëèâî. Îòæå, çà òåîðåìîþ 3 Xi ¹
ãîìåîìîðôíèì äî P×Q.

Ìíîæèíà Rm ∩ Rm
+ ¹ çëi÷åííèì äîñêîíà-

ëèì ìåòðèçîâíèì ïðîñòîðîì i òîìó Rm ∩
Rm

+ ∼ Q çà òåîðåìîþ 2. Ìíîæèíà Xm ¹
âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ Rm ∩ Rm

+ , i òîìó
Xm ∼ Q çà öi¹þ æ òåîðåìîþ. Àíàëîãi÷íî,
âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 1 çàìiñòü òåîðåìè
2, ïîêàçó¹òüñÿ, ùî X0 ∼ P.

Òâåðäæåííÿ 3. Äîâiëüíà âiäêðèòà íå-
ïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà X ïðîñòîðó Rm, m ≥
2 ìîæå áóòè ðîçáèòà íà n ãîìåîìîðôíèõ
÷àñòèí, ÿêùî n ≥ 2m + 2.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî X
ìîæíà ðîçáèòè íà 2m + 2 ÷àñòèíè, êîæíà
ç ÿêèõ ãîìåîìîðôíà äî P⊕ (P×Q)⊕Q, áî
ïðîñòið P⊕ (P×Q)⊕Q ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâi
÷àñòèíè, êîæíà ç ÿêèõ ãîìåîìîðôíà öiëîìó
ïðîñòîðó.

Íåõàé π : Rm → R � ïðîåêöiÿ íà ïåðøó
êîîðäèíàòó. Ïîêëàäåìî x0 = −∞, x2m+2 =
+∞ i âèáåðåìî òî÷êè x1, . . . , x2m+1 òàê, ùîá
ìíîæèíè Xi = π−1([xi−1, xi)) ∩ X áóëè íå-
ïîðîæíi äëÿ âñiõ 1 ≤ i ≤ 2m + 2. Çà ëå-
ìîþ 4 iñíó¹ ðîçáèòòÿ Xi =

⊔n
j=0 X i

j, ïðè÷î-
ìó X i

0 ∼ Q, X i
m ∼ P òà X i

j ∼ P × Q äëÿ
1 ≤ j ≤ m − 1. Ïîêëàäåìî Xi =

⊔m
j=0 Xj

i+j
,

äå

k =

{
k, k ≤ 2m + 2

k − 2m− 2, k > 2m + 2.

Òîäi Xi = P ⊕ (P × Q) ⊕ Q òà X =
⊔

Xi ¹
ðîçáèòòÿì ïðîñòîðó X.

Íà çàâåðøåííÿ íàâåäåìî ïðèêëàäè ïðî-
ñòîðiâ, ÿêi íå ðîçáèâàþòüñÿ íà äâi ãîìåîìîð-
ôíi ÷àñòèíè.

Ïðèêëàä 1. Çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü íå
ìîæå áóòè ðîçáèòà íà äâi ãîìåîìîðôíi ÷à-
ñòèíè.

Ïðèêëàä 2. Iñíó¹ ùiëüíà ïiäìíîæèíà
ïðÿìî¨, ÿêà íå ìîæå áóòè ðîçáèòà íà äâi
ãîìåîìîðôíi ÷àñòèíè.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî iñíó¹ ðiâ-
íî êîíòèíóóì òðiéîê (G, G′, f) äå G, G′ � íå-
çëi÷åííi Gδ-ïiäìíîæèíè ïðÿìî¨ R, à f : G →
G′ � ãîìåîìîðôiçì. Íåõàé {(Gα, G′

α, fα) :
α < c} � ìíîæèíà âñiõ òàêèõ òðiéîê. Ïîáóäó-
¹ìî ìíîæèíó {aα : α < c} ⊂ R çà òðàíñôi-
íiòíîþ ðåêóðñi¹þ íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé
0 ≤ α < c i äëÿ âñiõ β < α òî÷êà aβ âæå ïî-
áóäîâàíà. Ïîêëàäåìî Aα = Q∪{aβ : β < α}.
Ó ÿêîñòi aα âèáåðåìî äîâiëüíó òî÷êó ìíîæè-
íè Gα\

⋃
β≤α(fβ(Aα) ∪ f−1

β (Aα)). Öå çàâæäè
ìîæíà çðîáèòè, îñêiëüêè Gα ¹ ïîëüñüêèì
ïðîñòîðîì i òîìó |Gα| = c [4, 6.5]. Ïîêëà-
äåìî A = Q ∪ {aα : α < c}. Ïðèïóñòèìî,
ùî iñíó¹ ðîçáèòòÿ A = A1 t A2 i ãîìåîìîð-
ôiçì f : A1 → A2. Çà òåîðåìîþ Ëàâðåíòü¹-
âà [4, 3.9], iñíó¹ ïðîäîâæåííÿ ãîìåîìîðôi-
çìó f äî ãîìåîìîðôiçìà Gδ-ïiäìíîæèí ïðÿ-
ìî¨. Íåõàé öå ãîìåîìîðôiçì fα : Gα → G′

α

äëÿ ä¹ÿêîãî α < c. Òîìó iñíó¹ òî÷êà a ∈ A
òàêà, ùî fα(aα) = a àáî fα(a) = aα. Ëåãêî
ïåðåâiðèòè, ùî öå íåìîæëèâî çà ïîáóäîâîþ
ìíîæèíè A.

2. Ðîçáèòòÿ íà êîíãðóåíòíi ìíîæè-
íè. Ìè áóäåìî íàçèâàòè ïiäìíîæèíè X1,
X2 ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (Rm, d) êîíãðóåí-
òíèìè, ÿêùî iñíó¹ içîìåòðiÿ ϕ : Rm → Rm

òàêà, ùî ϕ(X1) = X2 (òóò d ¹ ïðèðîäíüîþ
ìåòðèêîþ ïðîñòîðó Rm). Ó öüîìó ðîçäiëi
áóäåìî äîñëiäæóâàòè, çà ÿêèõ óìîâ ïiäìíî-
æèíà ïðîñòîðó Rm ìîæå áóòè ðîçáèòîþ íà
äâi êîíãðóåíòíi ÷àñòèíè. Îñíîâíèì ðåçóëü-
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òàòîì öi¹¨ ÷àñòèíè ¹
Òâåðäæåííÿ 4. Æîäíà êîìïàêíà îïó-

êëà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó Rm, m ≥ 1 íå
ìîæå áóòè ðîçáèòîþ íà äâi êîíãðóåòíòíi
÷àñòèíè.

Íàâiòü ÷àñòêîâi âèïàäêè öüîãî òâåðäæå-
ííÿ íåîäíîðàçîâî ñòàâàëè îá'¹êòîì óâàãè
ìàòåìàòèêiâ. Ó ðîáîòi [6] Âàí äåð Âàðäåí
ïîñòàâèâ ïèòàííÿ ïðî ðîçáèòòÿ êðóãà íà
äâi êîíãðóåíòíi ÷àñòèíè. Ä. Ïóïïå äîâiâ öå
òâåðäæåííÿ äëÿ êîìïàêòíèõ îïóêëèõ ïiä-
ìíîæèí ïëîùèíè, ãðàíèöÿ ÿêèõ íå ìiñòèòü
âiäðiçêiâ. Ã. Ãàäâiãåð òà Ã. Äåáðóííåð ó ïðàöi
[3, ñ.51] äîâåëè òâåðäæåííÿ äëÿ âñiõ êîìïà-
êòíèõ îïóêëèõ ïiäìíîæèí ïëîùèíè. Ìè äà-
ìî óçàãàëüíåííÿ ¨õíüîãî äîâåäåííÿ äëÿ áà-
ãàòîâèìiðíîãî âèïàäêó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X ¹ êîìïàêòíîþ îïó-
êëîþ ïiäìíîæèíîþ ïðîñòîðó Rm i iñíóþòü
içîìåòðiÿ ϕ : Rm → Rm òà ðîçáèòòÿ X =
X1 ∪ X2 òàêi, ùî ϕ(X1) = X2. Òîäi iñíó-
þòü îðòîãîíàëüíà m×m ìàòðèöÿ A i âåêòîð
b ∈ Rm òàêi, ùî ϕ(x) = Ax + b äëÿ êîæíî¨
òî÷êè x ∈ Rm. Ðîçãëÿíåìî òàêi âèïàäêè.

1. Iñíó¹ òî÷êà x0 ∈ Rm òàêà, ùî ϕ(x0) =
x0. Îñêiëüêè êîìïàêò X ¹ îïóêëèì, òîäi
iñíó¹ ¹äèíà òî÷êà x ∈ X òàêà, ùî d(x0, X) =
d(x0, x), äå d � ïðèðîäíà âiäñòàíü â ïðî-
ñòîði Rm. Îòæå, d(x0, ϕ

−1(x)) = d(x0, x) =
d(x0, ϕ(x)). Ïðèïóñòèìî, ùî x 6= ϕ(x). Òî-
äi òàêîæ x 6= ϕ−1(x). Òîäi ϕ(x) 6∈ X, áî ó
ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó d((x+ϕ(x))/2, x0) <
d(X, x0), ùî íåìîæëèâî. Òîìó x 6∈ X1. Ìî-
æåìî àíàëîãi÷íî ïîêàçàòè, ùî x 6∈ X2. Öå
ïðîòèði÷÷ÿ äà¹, ùî x = ϕ(x) = ϕ−1(x). Àëå
òîäi òî÷êà x íå ìiñòèòüñÿ â æîäíié ç ìíîæèí
X1 i X2.

2. Iñíó¹ iíâàðiàíòíà ïðÿìà L ⊂ Rm, òîá-
òî ïðÿìà L ⊂ Rm òàêà, ùî ϕ(L) = L.
Ïðèéìåìî X0 = {x ∈ X : d(x, L) =
d(X, L)}. Îñêiëüêè ìíîæèíà X ¹ îïóêëèì
êîìïàêòîì, òî ìíîæèíà X0 ¹ íåïîðîæíiì
âiäðiçêîì. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X0 ìà¹-
ìî d(x, L) = d(ϕ(x), L). Êðiì òîãî, X0 ¹ íå-
ïåðåòèííèì îá'¹äíàííÿì ìíîæèí X0 ∩ X1 i
X0 ∩ X2 òà ϕ(X0 ∩ X1) = X0 ∩ X2. Òîìó ó
öüîìó âèïàäêó äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî øó-
êàíîãî ðîçáèòòÿ íå iñíó¹ äëÿ m = 1. Ïðèïó-

ñòèìî, ùî ðîçáèòòÿ iñíó¹ äëÿ m = 1. Ç âæå
ðîçãëÿíóòîãî âèïàäêó 1 âèïëèâà¹, ùî âiä-
îáðàæåííÿ ϕ íå ìà¹ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè. Òîäi
iñíó¹ ÷èñëî b òàêå, ùî ϕ(x) = x + b äëÿ âñiõ
x ∈ R. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà
ââàæàòè, ùî b > 0 i X = [0; 1]. Òîäi ðîçáèòòÿ
ìíîæèíè X âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî, êðiì
òîãî X1 = X ∩ (

⋃
i∈N[(2i − 2)b; (2i − 1)b)) i

X2 = X∩ (
⋃

i∈N[(2i−1)b; 2ib)), ùî ëåãêî ïðè-
âîäèòü äî ïðîòèði÷÷ÿ.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî îäèí ç âèïàäêiâ 1 àáî
2 çàâæäè ìà¹ ìiñöå. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ A ¹
îðòîãîíàëüíîþ, òî ¨¨ ôîðìà Æîðäàíà ¹ äià-
ãîíàëüíîþ, i òîìó rang(A−I) = rang(A−I)2,
äå I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Îòæå, iñíó¹ òî÷êà
x ∈ Rm, x 6= 0 òàêà, ùî (A−I)2x+(A−I)b =
0. ßêùî Ax + b = x, òî x ¹ ôiêñîâàíîþ
òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ ϕ. Â iíøîìó âèïàäêó
ïðèéìåìî x1 = Ax + b− x. Ðîçãëÿíåìî ïðÿ-
ìó L = {x + λx1 : λ ∈ Rm}. Òîäi Ax1 − x1 =
A(Ax+b−x)−Ax−b+x = A2x+Ab−2Ax+
x−b = (A−I)2x+(A−I)b = 0. Äëÿ êîæíîãî
äiéñíîãî ÷èñëà λ ìà¹ìî A(x + λx1) + b− x =
Ax + λAx1 + b − x = x1 + λAx1 = (1 + λ)x1.
Îòæå, ϕ(L) ⊂ L i òîìó L ¹ iíâàðiàíòíîþ ïðÿ-
ìîþ.

Ç öüîãî òâåðäæåííÿ ìîæåìî ñôîðìóëþ-
âàòè òàêi ïðèêëàäè i ïèòàííÿ.

Ïðèêëàä 3. Ïîäiáíèé ïðèêëàä íàâåäå-
íèé òàêîæ â êíèçi [3, c.52]. Iñíó¹ öåíòðàëüíî-
ñèìåòðè÷íà îáìåæåíà ïiäìíîæèíà X ïðî-
ñòîðó R2, êîòðà ìiñòèòü ñâié öåíòð ñèìåòði¨ i
ìîæå áóòè ðîçáèòîþ íà äâi êîíãðóåíòíi ÷à-
ñòèíè. Íåõàé α ∈ R � äîâiëüíå ÷èñëî, òà-
êå, ùî α/π � iððàöiîíàëüíå. Ïðèéìåìî A =
{eαin : n ∈ N} i X = A∪{(1, 0)}∪ ((1, 0)−A).
Òîäi òî÷êà (1, 0) ¹ öåíòðîì ñèìåòði¨ ìíîæè-
íè X, i îñêiëüêè ìíîæèíè A òà A∪{(1, 0)} ¹
êîíãðóåíòíèìè, iñíó¹ ðîçáèòòÿ ìíîæèíè X
íà äâi êîíãðóåíòíi ÷àñòèíè.

Ïèòàííÿ 1. ×è iñíó¹ öåíòðàëüíî-
ñèìåòðè÷íà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà ïðî-
ñòîðó R2, êîòðà ìiñòèòü ñâié öåíòð ñè-
ìåòðiÿ i ìîæå áóòè ðîçáèòîþ íà äâi êîí-
ãðóåíòíi ÷àñòèíè?

Ïðèêëàä 4. Iñíó¹ çâ'ÿçíà êîìïàêòíà ïiä-
ìíîæèíà ïðîñòîðó R2, êîòðà ìîæå áóòè ðîç-
áèòîþ íà äâi êîíãðóåíòíi ÷àñòèíè. Ïðèéìå-
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ìî X = {x ∈ C : |x| = 1}, X1 = {x ∈ X :
Re(x) > 0}∪{(1, 0)} i X1 = {x ∈ X : Re(x) <
0}∪{(−1, 0)}. Òîäi X = X1∪X2 ¹ ðîçáèòòÿì
ïðîñòîðó X íà äâi êîíãðóåíòíi ÷àñòèíè.

Ïðèêëàä 5. Iñíó¹ êîìïàêòíà ïiäìíîæè-
íà ïðîñòîðó R2 çi çâ'ÿçíèì äîïîâíåííÿì, êî-
òðà ìîæå áóòè ðîçáèòîþ íà äâi êîíãðóåíòíi
÷àñòèíè. Öå îá'¹äíàííÿ äâîõ íåïåðåòèííèõ
êîíãðóåíòíèõ êðóãiâ.

Ïèòàííÿ 2. ×è iñíó¹ çâ'ÿçíà êîìïàêòíà
ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó R2 çi çâ'ÿçíèì äî-
ïîâíåííÿì, êîòðà ìîæå áóòè ðîçáèòîþ íà
äâi êîíãðóåíòíi ÷àñòèíè?
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