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ÌÍÎÆÈÍÀ ÒÎ×ÎÊ α−ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÎÑÒI

Äîâîäèòüñÿ, ùî ìíîæèíà òî÷îê α-íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ çëi÷åííèì ïåðå-
òèíîì α-âiäêðèòèõ ìíîæèí.

It is proved that the set of α-continuity points of mapping f : X → Y is a countable intersection
of α-open sets.

Äîáðå âiäîìî, ùî ìíîæèíà òî÷îê íåïå-
ðåâíîñòi âiäîáðàæåííÿ iç çíà÷åííÿìè â ìå-
òðèçîâíîìó ïðîñòîði ¹ ìíîæèíîþ òèïó Gδ.
Îñíîâíèì iíñòðóìåíòîì ó äîâåäåííi öüîãî
ôàêòó âèñòóïà¹ êîëèâàííÿ ôóíêöi¨. Â ÕÕ ñò.
ç'ÿâèëîñü áàãàòî ìîäèôiêàöié ïîíÿòòÿ íåïå-
ðåðâíîñòi: êâàçiíåïåðåðâíiñòü, ìàéæå íåïå-
ðåðâíiñòü, ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíiñòü òîùî
[1]. Òîìó âèíèêà¹ ïðèðîäíå áàæàííÿ äîñëi-
äèòè òèï ìíîæèíè òî÷îê êâàçiíåïåðåðâíî-
ñòi, ìàéæå íåïåðåðâíîñòi i ò. ä.. Ùîäî êâà-
çiíåïåðåðâíîñòi, òî ðåçóëüòàòè íà öþ òåìó ¹
ó ïðàöÿõ [2-5]. Òóò ìè ââîäèìî ïîíÿòòÿ α-
íåïåðåðâíîñòi, ÿêå îõîïëþ¹ êiëüêà ÷àñòèí-
íèõ âèïàäêiâ, çãàäàíèõ âèùå, i ç äîïîìîãîþ
óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ êîëèâàííÿ îòðèìó¹-
ìî ïåâíó iíôîðìàöiþ ïðî ìíîæèíó òî÷îê α-
íåïåðåðâíîñòi.

Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè,
f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ, x ∈ X i
A �ñèñòåìà ìíîæèí â X. Âiäîáðàæåííÿ f
íàçèâà¹òüñÿ A-êâàçiíåïåðåðâíèì â òî÷öi x,
ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè y = f(x)
â Y i äëÿ êîæíîãî îêîëó U òî÷êè x â X
iñíó¹ ìíîæèíà A ∈ A, òàêà, ùî A ⊆ U i
f(A) ⊆ V . Íåõàé α : X → 22X � âiäîáðà-
æåííÿ, ÿêå êîæíié òî÷öi x ∈ X ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ñèñòåìó Ax = α(x) ìíîæèí X.
Ìè êàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹
α-íåïåðåðâíèì â òî÷öi x ∈ X, ÿêùî âîíî ¹
Ax-êâàçiíåïåðåðâíèì ó òî÷öi x. Âiäîáðàæå-
ííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ α-íåïåðåðâíèì,
ÿêùî âîíî ¹ α-íåïåðåðâíèì ó êîæíié òî÷öi ç
X. Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî ñèñòåìi ìíî-

æèí α(x), çàäîâîëüíÿþòü òàêó óìîâó (N):
äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X, äëÿ êîæíî¨ ìíî-
æèíè A ∈ α(x) i äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè y ∈ A
ìíîæèíà A íàëåæèòü äî α(y).

ßêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X ñèñòåìà çái-
ãà¹òüñÿ ç ñèñòåìîþ Gx âñiõ âiäêðèòèõ îêî-
ëiâ òî÷êè x â X, òî α-íåïåðåðâíiñòü ¹ çâè-
÷àéíîþ íåïåðåðâíiñòþ. ßêùî äëÿ êîæíî-
ãî x ∈ X ñèñòåìà α(x) � öå ñèñòåìà G
âñiõ âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí â X,
òî α-íåïåðåðâíiñòü ¹ çâè÷àéíîþ êâàçiíå-
ïåðåðâíiñòþ. ßêùî α(x) = {A ⊆ X :
(∃ U ∈ Gx, )(A ⊆ U ⊆ A)} äëÿ êîæíî-
ãî x ∈ X, òî α-íåïåðåðâíiñòü ¹ ìàéæå íå-
ïåðåðâíiñòþ. ßêùî æ α(x) = {A ⊆ X :
(∃ G ∈ G)(A ⊆ G ⊆ A)}, òî α-
íåïåðåðâíiñòü ¹ ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíiñòþ.
Çàóâàæèìî, ùî âñi ñiì'¨ α, ùî òóò çóñòði÷à-
þòüñÿ, çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (N).

Ìíîæèíà B ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ α-
âiäêðèòîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ B i äëÿ
êîæíîãî îêîëó U òî÷êè x iñíó¹ ìíîæèíà
A ∈ α(x), òàêà, ùî A ⊆ U ∩ B. Íåõàé
f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ, äå Y � ìå-
òðè÷íèé ïðîñòið ç ìåòðèêîþ | · − · | i Ax0 �
äåÿêà ñèñòåìà ìíîæèí äëÿ x0 ∈ X. Ââåäåìî
ïîçíà÷åííÿ

ωf,x0(A) = sup
x′,x′′∈A∪{x0}

|f(x′)− f(x′′)|,

äå A ∈ Ax0 i

ωf,x0(Ax0) = sup
U∈Ux0

inf
A∈Ax0

A⊆U

ωf,x0(A).
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Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ùîá âiäîáðàæåííÿ
f : X → Y , äå X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, à
Y � ìåòðè÷íèé, áóëî α-íåïåðåðâíèì â òî÷öi
x íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá ωf,x(α(x)) = 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ f ¹ α-
íåïåðåðâíå â òî÷öi x0. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ
êîæíîãî n ∈ N ìà¹ìî ωf,x0(α(x0)) ≤ 1

n
. Âi-

çüìåìî n ∈ N. Ðîçãëÿíåìî 1
2n
-îêië òî÷êè

y = f(x0) â Y . Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f
¹ α-íåïåðåðâíå â òî÷öi x0, òî äëÿ êîæíîãî
îêîëó U òî÷êè x0 iñíó¹ ìíîæèíà A ∈ α(x0)
òàêà, ùî A ⊆ U i îáðàç ìíîæèíè A ìiñòè-
òüñÿ â 1

2n
-îêîëi òî÷êè y0, òîáòî äëÿ êîæíîãî

x ∈ A ìà¹ìî |f(x0) − f(x)| < 1
2n
. Òîäi äëÿ

áóäü-ÿêèõ x′ i x′′ ç ìíîæèíè A ∪ {x0} ìà¹ìî
|f(x′)− f(x′′)| < 1

n
. Îòæå, sup

x′,x′′∈A∪{x0}
|f(x′)−

−f(x′′)| ≤ 1
n
. Òîäi inf

A∈α(x0)

A⊆U

ωf,x0(A), äëÿ n ≥ 1.

Îòæå, ωf,x0(α(x0)) ≤ 1
n
, äëÿ êîæíîãî n ≥ 1.

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïî n äî ∞. Òîäi
ωf,x0(α(x0)) = 0.

Íàâïàêè, íåõàé x0 ∈ X i ωf,x0(α(x0)) = 0.
Âiçüìåìî ε > 0 i äîâiëüíèé îêië U òî÷êè x0.
Îñêiëüêè ωf,x0(α(x0)) = 0, òî iñíó¹ A ∈ α(x0)
òàêà, ùî A ⊆ U i ωf,x0(A) < ε. Îòæå, ìà¹ìî
|f(x0) − f(x)| < ε äëÿ êîæíîãî x ∈ A. Öå
îçíà÷à¹, ùî îáðàç ìíîæèíè A ìiñòèòüñÿ â
ε-îêîëi òî÷êè y0 = f(x0).

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, Y � ìåòðè÷íèé i f : X → Y �
âiäîáðàæåííÿ . Òîäi äëÿ êîæíîãî ε > 0 ìíî-
æèíè Bε = {x ∈ X : ωf,x(α(x)) < ε} ¹ α-
âiäêðèòîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x0 ∈ Bε. Òîäi äëÿ êî-
æíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U òî÷êè x0 iñíó¹
ìíîæèíà A ∈ α(x0) òàêà, ùî A ⊆ U i
ωf,x0(A) < ε. Îñêiëüêè U � âiäêðèòà, òî äëÿ
êîæíî¨ òî÷êè x ∈ A, ìíîæèíà U ¹ ¨¨ îêîëîì.
Êðiì òîãî, ìíîæèíè α(x), x ∈ X âîëîäiþòü
âëàñòèâiñòþ N. Òîìó A ∈ α(x) äëÿ êîæíîãî
x ∈ A. Öå îçíà÷à¹, ùî ωf,x(α(x)) < ε äëÿ êî-
æíîãî x ∈ A. Òîìó ωf,x(α(x)) < ε äëÿ x ∈ A.
Îòæå, A ⊆ Bε. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà Bε �
α-âiäêðèòà.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, Y � ìåòðèçîâíèé i f : X → Y �

âiäîáðàæåííÿ. Òîäi ìíîæèíà òî÷îê α-
íåïåðåðâíîñòi ¹ çëi÷åííèì ïåðåòèíîì α-
âiäêðèòèõ ìíîæèí.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè
Bn = {x ∈ X : ωf,x(α(x)) < 1

n
} äëÿ

êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n. Çãiäíî ç òåîðåìîþ
2 ìíîæèíè Bn ¹ α-âiäêðèòi. Ëåãêî áà÷èòè,
ùî

{x ∈ X : ωf,x(α(x)) = 0} =

=
∞⋂

n=1

{x ∈ X : ωf,x(α(x)) <
1

n
}.

Îñêiëüêè ìíîæèíè Bn � α-âiäêðèòi, òî öèì
òåîðåìà äîâåäåíà.
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