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ÀÍÀËIÇ ÌÎÄÅËÅÉ ÄÈÍÀÌIÊÈ ÇÂÀÆÅÍÈÕ ÇÀ ÂIÊÎÌ
×ÈÑÅËÜÍÎÑÒÅÉ ÁIÎËÎÃI×ÍÈÕ ÏÎÏÓËßÖIÉ

Ñèñòåìà ç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó âiêîâîãî ñêëàäó áiîëîãi-
÷íèõ ïîïóëÿöié çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî çâàæå-
íèõ ÷èñåëüíîñòåé. Çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ i äîñëiäæåíî ïèòàííÿ
¨õ ñòiéêîñòi.

The system with distributed parameters describing the age structure dynamics of the biologi-
cal population is brought down to the system of ordinary di�erential equations according to the
weighted quantity. The conditions of the existence and the asymptotic behaviour of the stationary
age-distribution have been researched.

Âñòóï. Ïðîñòèì ïðèêëàäîì ñòðóêòóðî-
âàíî¨ çà âiêîì ìîäåëi äèíàìiêè áiîëîãi÷íèõ
ïîïóëÿöié ¹ ëiíiéíà ìîäåëü ôîí Ôîåðñòåðà.
Âîíà ìà¹ âèãëÿä [1]

∂ρ

∂τ
+

∂ρ

∂t
= −µ(τ)ρ(τ, t), τ, t > 0,

ρ(0, t) =

∞∫

0

b(τ)ρ(τ, t)dτ, t > 0, (1)

ρ(τ, 0) = ϕ(τ), τ ≥ 0,

äå ρ(τ, t) � ãóñòèíà ðîçïîäiëó îñîáèí âiêó τ â
ìîìåíò ÷àñó t, µ(τ), b(τ) � ôóíêöi¨, ùî îïè-
ñóþòü ïðèðîäíi ïðîöåñè âèæèâàííÿ òà íà-
ðîäæóâàííÿ âiäïîâiäíî, ϕ(τ) � ïî÷àòêîâèé
ðîçïîäië âiêîâîãî ñêëàäó.

Â ïîäàëüøîìó ñèñòåìè òèïó (1) âèâ÷à-
ëèñü ïðè ðiçíèõ óçàãàëüíåííÿõ íà âèïàäîê,
êîëè µ òà b íåëiíiéíèì ÷èíîì çàëåæàòü âiä
ρ àáî S [2, 3], äå S � çàãàëüíà ÷èñåëüíiñòü
îñîáèí ó ïîïóëÿöi¨ â ìîìåíò ÷àñó t:

S(t) =

∞∫

0

ρ(τ, t)dτ. (2)

Íàïðèêëàä, ó ïðàöi [4] âèâ÷àëàñü ñèñòå-
ìà, äëÿ ÿêî¨

µ = µ(S) ≥ 0, b = β(S)e−ατ ≥ 0,

α > 0, S ∈ [0,∞). (3)

Äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè îäåðæàíi óìîâè iñíóâàí-
íÿ ñòàöiîíàðíîãî ðîçïîäiëó âiêîâîãî ñêëàäó
ρ(τ) òà óìîâè éîãî àñèìòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi.

Çîêðåìà, äîâåäåíî, ùî êîëè µ′(S) >
β′(S), äå S � êîðiíü ðiâíÿííÿ

β(S)− µ(S) = α, (4)

òî ρ(τ, t) → ρ(τ) ïðè t →∞, ∀τ ∈ [0,∞).
Ôîðìóëþâàííÿ îá'¹êòà äîñëiäæåí-

íÿ. Â äàíié ïðàöi ñèñòåìà ç ðîçïîäiëåíèìè
ïàðàìåòðàìè çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè çâè÷àé-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî çâà-
æåíèõ çà âiêîì ÷èñåëüíîñòåé îñîáèí ó ïîïó-
ëÿöi¨.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3), òîäi iíòå-
ãðóþ÷è ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1) ïî τ ó
ìåæàõ âiä 0 äî ∞, îäåðæèìî

Ṡ = ρ(0, t)− µ(S)S. (5)

Âðàõóâàâøè äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1),
ðiâíÿííÿ (5) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

Ṡ = β(S)G− µ(S)S, (6)

äå

G(t) =

∞∫

0

e−ατρ(τ, t)dτ. (7)

Äèôåðåíöiþþ÷è G(t) i âðàõîâóþ÷è ïåð-
øå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1), ìà¹ìî

Ġ = (−µ(S) + β(S)− α)G. (8)
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Îòæå, ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè çâè÷àéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (6), (8).

Çâåñòè ñèñòåìó ç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìå-
òðàìè, ùî îïèñóþòü âiêîâèé ðîçïîäië äî ñè-
ñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,
âäà¹òüñÿ òàêîæ äëÿ ñèñòåìè

∂ρ

∂τ
+

∂ρ

∂t
= −µ(S)ρ(τ, t), τ, t > 0,

ρ(0, t) =

∞∫

0

τβ(S)e−ατρ(τ, t)dτ, τ > 0, α > 0.

ßê i âèùå, îäåðæèìî ñèñòåìó ðiâíÿíü




Ṡ = −µ(S)S + β(S)Q,

Q̇ = −(µ(S) + α)Q + G,

Ġ = −(µ(S) + α)G + β(S)Q,

(9)

äå S(t), G(t) âèçíà÷åíi çãiäíî ç (2) i (7), à

Q(t) =

∞∫

0

τe−ατρ(τ, t)dτ. (10)

Îòæå, îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñèñòåìà
(6), (8) òà ñèñòåìà (9).

Äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì.
Çíàéäåìî ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè ïîáóäîâà-
íèõ ñèñòåì i äîñëiäèìî ¨õ íà ñòiéêiñòü.

Iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòå-
ìè (6), (8) îáãðóíòîâó¹òüñÿ òàêèì òâåðäæå-
ííÿì.

Òåîðåìà 1. Íåõàé: 1) µ(S) > 0, µ′(S) >
0, 0 ≤ β(S) < ∞, S ∈ [0,∞); 2) β(0) > µ(0)+
α i ðiâíÿííÿ β(S) = µ(S) + α ìà¹ ¹äèíèé
êîðiíü S = S > 0, òîäi ñèñòåìà (6), (8)
êðiì íóëüîâîãî ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó ìà¹
ùå íåòðèâiàëüíèé ñòàöiîíàðíèé äîäàòíèé
ðîçâ'ÿçîê (S, G), äå G = µ(S)S/β(S).

Äîâåäåííÿ. Ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè ñè-
ñòåìè (6), (8) çíàõîäÿòüñÿ ç ñèñòåìè ðiâíÿíü

{
β(S)G− µ(S)S = 0,

(µ(S)− β(S) + α)G = 0.
(11)

Î÷åâèäíî, ùî S = 0, G = 0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè (11), êðiì öüîãî, íà ïiäñòàâi ïðèïó-
ùåíü 1), 2) iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê S = S > 0 ðiâíÿ-
ííÿ µ(S) − β(S) + α = 0. Çíà÷åííÿ G = G
çíàõîäèìî ç ðiâíÿííÿ β(S)G− µ(S)S = 0.

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè 1), 2)
òåîðåìè 1 i

µ′(S) > β′(S), (12)

òîäi íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (6),
(8) íåñòiéêèé, à íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
(S, G) � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Äîâåäåííÿ. Ëiíåàðèçîâàíà ñèñòåìà â
îêîëi òî÷êè (0, 0) íàáóâà¹ âèãëÿäó





dp

dt
= β(0)q − µ(0)p,

dq

dt
= (−µ(0) + β(0)− α)q.

Âiäïîâiäíå õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹
äiéñíi êîðåíi λ1 = −µ(0) < 0, λ2 = −µ(0) +
β(0)− α > 0, òîìó öÿ òî÷êà ¹ ñiäëîì.

Â òî÷öi (S, G) ìà¹ìî




dp

dt
= (β′(S)G− µ′(S)S − µ(S))p + β(S)q,

dq

dt
= (−µ(S)G + β′(S)G)p.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè
ìà¹ âèãëÿä

λ2 + Aλ + Sµ(S)(µ′(S)− β′(S)) = 0, (13)

äå

A = µ(S) + Sµ′(S)

(
µ′(S)

µ(S)
− β′(S)

β(S)

)
. (14)

Îñêiëüêè, çãiäíî ç óìîâàìè (12), äîáóòîê
êîðåíiâ äîäàòíèé i A > 0 íà ïiäñòàâi (12) i
óìîâ 1), 2) òåîðåìè 1, òî ðiâíÿííÿ (13) ìà¹
äâà êîðåíi ç âiä'¹ìíèìè äiéñíèìè ÷àñòèíà-
ìè. Îòæå, òî÷êà (S, G) ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòié-
êîþ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñèñòåìó (9). Äëÿ ñèñòå-
ìè (9) ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 3. Íåõàé: 1) µ(S) > 0, µ′(S) >

0, 0 ≤ β(S) < ∞, S ∈ [0,∞); 2)
√

β(0) >

µ(0) + α i ðiâíÿííÿ
√

β(S) = µ(S) + α ìà¹
¹äèíèé êîðiíü S = S > 0. Òîäi ñèñòåìà (9)
êðiì òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ìà¹ ùå é íå-
òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (S, Q, G), äå

Q = µ(S)S/β(S), G = (µ(S) + α)Q. (15)
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Äîâåäåííÿ. Ñèñòåìà (9) î÷åâèäíî ìà¹
íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ òà äîñëiäæåííÿ íåíó-
ëüîâîãî ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó çðó÷íiøå
çðîáèòè çàìiíó çìiííèõ

x = S, y =
G

Q
, z = Q. (16)

Òîäi ñèñòåìà (9) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi




ẋ = −µ(x)x + β(x)z,
ẏ = −y2 + β(x),

ż = −(µ(x) + α)z + yz,
(17)

Çâiäñè äëÿ íåíóëüîâèõ ñòàöiîíàðíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ìî

y =
√

β(x), y = µ(x) + α, z =
µ(x)x

β(x)
. (18)

Çíà÷åííÿ x çíàõîäèòüñÿ ç ðiâíÿííÿ
√

β(x) = µ(x) + α.

Iç ôîðìóë (18), âðàõîâóþ÷è (16), îäåðæó-
¹ìî âèðàçè (15).

Òåîðåìà 4. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè 1), 2)
òåîðåìè 3 i

µ′(S)

µ(S)
>

β′(S)

β(S)
, (19)

òîäi íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (9) íå-
ñòiéêèé, à íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (S, Q, G) �
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Äîâåäåííÿ. Ëiíåàðèçîâàíà ñèñòåìà â
îêîëi òî÷êè (0, 0, 0) ìà¹ âèãëÿä





ṗ = −µ(0)p + β(0)q,
q̇ = −(µ(0) + α)q + r,

ṙ = β(0)q − (µ(0) + α)r.

Êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ
λ1 = −µ(0) < 0, λ2 =

√
β(0) − µ(0)− α > 0,

λ3 = −
√

β(0) − µ(0) − α < 0 äiéñíi i ðiçíèõ
çíàêiâ.

Â òî÷öi x = S, y =
G

Q
, z = Q ëiíåàðèçîâà-

íà ñèñòåìà ðiâíÿíü ìà¹ òàêå õàðàêòåðèñòè-
÷íå ðiâíÿííÿ∣∣∣∣∣∣

−µ′(x)x− µ(x) + β′(x)z − λ 0 β(x)
β′(x) −2y − λ 0
−µ′(x)z z −λ

∣∣∣∣∣∣
= 0,

àáî
a0λ

3 + a1λ
2 + a2λ + a3 = 0, (20)

äå a0 = 1, a1 = A + 2y, a2 = 2(yA + µ′(S))S,
a3 = 2yµ′(S)µ(S)S, ñòàëà A âèçíà÷à¹òüñÿ ç
(14) ïðè S = x.

Çàñòîñó¹ìî êðèòåðié Ðàóñà-Ãóðâiöà äëÿ
òîãî, ùîá ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ (20) ìà¹
êîðåíi ç âiä'¹ìíèìè äiéñíèìè ÷àñòèíàìè.

Ñïðàâäi,
∆0 = a0 = 1 > 0,
∆1 = a1 > 0 âíàñëiäîê óìîâè (19),
∆2 =

∣∣∣∣
a1 a0

a3 a2

∣∣∣∣ = (A + 2y)2yA + 4y2A +

2yµ′(x)x > 0, îñêiëüêè A > 0,
∆3 = a3∆2 = 2yµ′(x)µ(x)x∆2 > 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿ-
çîê (S, Q, G) � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé. Ïðè-
÷îìó óìîâè ñòiéêîñòi (19) äëÿ ñèñòåìè (9)
¹ ñëàáøèìè ïîðiâíÿíî ç óìîâàìè (12) äëÿ
ñèñòåìè (7), (8), îñêiëüêè âîíè ìîæóòü âè-
êîíóâàòèñÿ i äëÿ µ′(S) = β′(S) i ïðè µ′(S) <
β′(S).

Îòæå, ïåðåõiä âiä ñèñòåìè ç ðîçïîäiëåíè-
ìè ïàðàìåòðàìè äî ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äîçâîëÿ¹ äîñëiäèòè
ïîâåäiíêó çàãàëüíî¨ ÷èñåëüíîñòi S(t) îñîáèí
â ïîïóëÿöi¨ òà äåÿêèõ çâàæåíèõ çà âiêîì ÷è-
ñåëüíîñòåé G(t) i Q(t).
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