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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à, ×åðíiâöi

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÀ ÍÎÐÌÀ I ÊÎÌÏÀÊÒÍI ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ
Ââîäèòüñÿ i äîñëiäæó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà íîðìà îïåðàòîðà, ÿê iíôiìóì íîðì éîãî çâó-

æåíü íà êî-ñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ñòâåðäæó¹, ùî àñèìïòîòè÷íà
íîðìà îïåðàòîðà äîðiâíþ¹ âiäõèëåííþ öüîãî îïåðàòîðà âiä ìíîæèíè âñiõ êîìïàêòíèõ (åêâi-
âàëåíòíî, ñêií÷åííîâèìiðíèõ) îïåðàòîðiâ çi çíà÷åííÿìè â øèðøèõ ïðîñòîðàõ. Ç iíøîãî áîêó,
äîâîäèòüñÿ, ùî àñèìïòîòè÷íà íîðìà îïåðàòîðà ¾áëèçüêà¿ äî éîãî ìiðè íåêîìïàêòíîñòi.

We introduce and study an asymptotic norm of an operator as the in�mum of the norms of its
restrictions to all �nite codimensional subspaces. The main result asserts that the asymptotic norm
of an operator equals to the distance of the operator from the set of all compact (equivalently, �nite-
dimensional) operators with wider range spaces. On the other hand, we prove that the asymptotic
norm is "close"to the measure of non-compactness.

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñòàíäàðòíó òåðìiíî-
ëîãiþ i ïîçíà÷åííÿ (äèâ. [4]). Ïiä ñëîâà-
ìè ¾áàíàõiâ ïðîñòið¿ ìè ðîçóìi¹ìî íåñêií-
÷åííîâèìiðíèé ñåïàðàáåëüíèé áàíàõiâ ïðî-
ñòið íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë. ×åðåç BX

òà SX ìè ïîçíà÷à¹ìî âiäïîâiäíî çàìêíåíó
îäèíè÷íó êóëþ i îäèíè÷íó ñôåðó áàíàõîâî-
ãî ïðîñòîðó X, cof(X) îçíà÷à¹ ñiì'þ âñiõ
êî-ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïiäïðîñòîðiâ ïðîñòî-
ðó X, ñèìâîëàìè L(X, Y ),K(X, Y ),F(X, Y )
ìè ïîçíà÷à¹ìî ïðîñòîðè óñiõ ëiíiéíèõ íåïå-
ðåðâíèõ, âiäïîâiäíî, êîìïàêòíèõ òà ñêií÷åí-
íîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ ç X â Y .

Ó 1993 ðîöi áóëî ââåäåíî i çðîáëåíi ïåðøi
äîñëiäæåííÿ ïîíÿòòÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòðó-
êòóðè áàíàõîâîãî ïðîñòîðó â ïðàöÿõ Á. Ìî-
ðå, Â. Ìiëüìàíà i Í. Òîì÷àê-� åðìàí ([6],
[5]). Öå ïîíÿòòÿ âèâ÷àëîñÿ òàêîæ â îñòàííi
ðîêè iíøèìè ìàòåìàòèêàìè (äèâ. [3], [7]).

Ñêií÷åííîâèìiðíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið
E ðàçîì iç íîðìîâàíèì ìîíîòîííèì áàçè-
ñîì (ei)

n
i=1 íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíòîì n-¨ àñèì-

ïòîòè÷íî¨ ñòðóêòóðè áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X
(ïîçíà÷à¹òüñÿ:

(
E, (ei)

n
i=1

) ∈ {X}n), ÿêùî

(∀ε > 0) (∀Y1 ∈ cof(X))

(∃y1 ∈ SY1) · · · (∀Yn ∈ cof(X)) (∃yn ∈ SYn) :

db(E, [yi]
n
i=1) = db((ei)

n
i=1, (yi)

n
i=1) =

def
= ‖T‖ ‖T−1‖ ≤ 1 + ε,

äå T � ëiíiéíèé îïåðàòîð, ÿêèé äi¹ ç E â
ëiíiéíó îáîëîíêó [yi]

n
i=1 òà ïåðåâîäèòü ei ó

yi (íèæíié iíäåêñ b â db îçíà÷à¹ ¾áàçèñíó¿
âiäñòàíü, ÿêó âèçíà÷åíî âèùå).

Ó çâ'ÿçêó ç ïîíÿòòÿì àñèìïòîòè÷íî¨
ñòðóêòóðè ìè äîñëiäæó¹ìî, íàñêiëüêè êîì-
ïàêòíiñòü îïåðàòîðà ¹ éîãî ¾àñèìïòîòè-
÷íîþ¿ âëàñòèâiñòþ. Äëÿ öüîãî ââîäèìî
àñèìïòîòè÷íó íîðìó îïåðàòîðà (ÿêà, íà-
ñïðàâäi, ¹ íàïiâíîðìîþ), ÿê iíôiìóì íîðì
éîãî çâóæåíü íà êî-ñêií÷åííîâèìiðíi ïiä-
ïðîñòîðè. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò íàøî¨ çàìi-
òêè ñòâåðäæó¹, ùî àñèìïòîòè÷íà íîðìà îïå-
ðàòîðà äîðiâíþ¹ âiäõèëåííþ öüîãî îïåðà-
òîðà âiä ìíîæèíè âñiõ êîìïàêòíèõ (åêâi-
âàëåíòíî, ñêií÷åííîâèìiðíèõ) îïåðàòîðiâ çi
çíà÷åííÿìè ó øèðøèõ ïðîñòîðàõ . Çâiäñè,
çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð ¹ êîìïà-
êòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî àñèì-
ïòîòè÷íà íîðìà äîðiâíþ¹ íóëþ (ðåçóëüòàò,
ÿêèé, ñêîðiøå âñüîãî, ¹ âiäîìèì, ÿêùî éîãî
ïåðåôîðìóëþâàòè áåç âèêîðèñòàííÿ àñèì-
ïòîòè÷íî¨ íîðìè). Ç iíøîãî áîêó, ìè äî-
âîäèìî, ùî àñèìïòîòè÷íà íîðìà îïåðàòîðà
¾áëèçüêà¿ äî éîãî ìiðè íåêîìïàêòíîñòi.

Àñèìïòîòè÷íîþ íîðìîþ îïåðàòîðà T ∈
L(X, Y ) ìiæ áàíàõîâèìè ïðîñòîðàìè X òà
Y íàçèâàòèìåìî ÷èñëî
‖T‖as = inf

X′∈cof(X)
sup

x∈SX′
‖Tx‖ = inf

X′∈cof(X)
‖T |X′‖.
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Ôàêòè÷íî, ‖·‖as ¹ íàïiâíîðìîþ. Äëÿ äîâå-
äåííÿ íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà äëÿ äàíèõ îïå-
ðàòîðiâ T, U ∈ L(X, Y ) òà ôiêñîâàíîãî ε > 0
âèáåðåìî ïiäïðîñòið X ′ ∈ cof(X) òàêèé, ùî
‖T |X′‖ ≤ ‖T‖as +ε, à òàêîæ ïiäïðîñòið X ′′ ∈
cof(X) òàêèé, ùî ‖U |X′′‖ ≤ ‖U‖as + ε. Òîäi
äëÿ X ′′′ = X ′ ∩X ′′ ìè îäåðæèìî

‖T + U‖as ≤ ‖(T + U)|X′′′‖ ≤ ‖T |X′′′‖+

+‖U |X′′′‖ ≤ ‖T |X′‖+ ‖U |X′′‖ ≤
≤ ‖T‖as + ‖U‖as + 2 ε.

Ñïðÿìóâàâøè ε äî 0, îäåðæèìî ïîòðiáíó
íåðiâíiñòü.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìiðà íåêîìïàêòíîñòi
χ(T ) îïåðàòîðà T ∈ L(X, Y ) âèçíà÷à¹òüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì

χ(T ) = inf
{

ε > 0 :
(∃y1, . . . , yn ∈ Y

)

(
TBX ⊆

n⋃
i=1

Bε(yi)
)}

,

äå Bε(yi) = {y ∈ Y : ‖y − yi‖ < ε} (äèâ.,
íàïðèêëàä, [1, p.309]). Î÷åâèäíî, χ(T ) = 0
â òî÷íîñòi îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð T êîìïà-
êòíèé.

Òåîðåìà. Íåõàé X, Y - áàíàõîâi ïðîñòî-
ðè òà T ∈ L(X, Y ). Òîäi

(i) ‖T‖as = inf{‖T − F‖ : F ∈ F(X,Z)}
(ii) ‖T‖as = inf{‖T −K‖ : K ∈ K(X,Z)}
(iii) 1

2
χ(T ) ≤ ‖T‖as ≤ 2 χ(T ),

äå iíôiìóìè áåðóòüñÿ ïî âñiõ áàíàõîâèõ
ïðîñòîðàõ Z, ùî ìiñòÿòü Y â ÿêîñòi ïiä-
ïðîñòîðó.

Äîâåäåííÿ. Ïðàâi ÷àñòèíè ôîðìóë (i)
òà (ii) ÷åðåç α i β âiäïîâiäíî. Î÷åâèäíî, ùî
α ≥ β. Îòæå, äëÿ äîâåäåííÿ (i) òà (ii) çàëè-
øà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî α ≤ ‖T‖as ≤ β.

Ïî-ïåðøå, ç'ÿñó¹ìî, ùî ‖T‖as ≤ 2 χ(T ).
Çàôiêñó¹ìî ε > χ(T ). Òîäi iñíóþòü åëåìåíòè
y1, · · · , yn ∈ Y òàêi, ùî TBX ⊆

n⋃
i=1

Bε(yi).
Ïîêëàäåìî

I = {i ∈ {1, · · · , n} : 0 ∈ Bε(yi)}

i
J = {1, · · · , n} \ I.

Çà òåîðåìîþ Ãàíà-Áàíàõà, äëÿ êîæíîãî
j ∈ J iñíó¹ ãiïåðïiäïðîñòið Hj ïðîñòîðó
Y òàêèé, ùî Hj ∩ Bε(yj) = ∅. Ïîçíà÷èìî
Y ′ =

⋂
j∈J

Hj. Òîäi Y ′ ∈ cof(Y ). Òîìó X ′ =

T−1(Y ′) ∈ cof(X).
Âiçüìåìî x ∈ SX′ . Òîäi

Tx ∈ Y ′ ∩
n⋃

i=1

Bε(yi) ⊆
⋃
i∈I

Bε(yi).

Âðàõóâàâøè, êðiì òîãî, ùî 0 ∈ Bε(yi) äëÿ
êîæíîãî i ∈ I, áóäåìî ìàòè, ùî ‖Tx‖ < 2ε.
Òàêèì ÷èíîì,

‖T‖as ≤ ‖T |X′‖ ≤ 2ε.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè ε −→ χ(T ), îäåð-
æèìî áàæàíó íåðiâíiñòü. Çîêðåìà, ìè áóäå-
ìî ìàòè, ùî ‖K‖as = 0 äëÿ K ∈ K(X, Y ).

Òåïåð äîâåäåìî, ùî ‖T‖as ≤ β. Âiçüìåìî
äîâiëüíå ε > β. Òîäi iñíó¹ áàíàõiâ ïðîñòið
Z ⊇ Y i îïåðàòîð K ∈ K(X, Z) òàêi, ùî ‖T−
K‖ ≤ ε. Îòæå,

ε ≥ ‖T −K‖ ≥ ‖T −K‖as ≥
≥ ‖T‖as − ‖K‖as = ‖T‖as,

àäæå ‖K‖as = 0.Çàëèøèëîñü ñïðÿìóâàòè ε
äî β.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî ‖T‖as ≥ α. Íåõàé
ε > ‖T‖as. Òîäi iñíó¹ ïiäïðîñòið X ′ ∈ cof(X)
òàêèé, ùî ‖T |X′‖ ≤ ε. Îñêiëüêè êîæíèé
áàíàõiâ ïðîñòið içîìåòðè÷íî âêëàäà¹òüñÿ â
`∞(Γ) äëÿ äåÿêîãî Γ, òî ìè ìîæåìî ââàæà-
òè, ùî Y ⊆ `∞(Γ). Òîäi T |X′ ∈ L(

X ′, `∞(Γ)
)
.

Äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ âèçíà÷èìî fγ ∈ X ′∗ ôîð-
ìóëîþ

fγ(x) = Tx(γ), x ∈ X ′.

Çàóâàæèìî, ùî

‖T |X′‖ = sup
x∈SX′

‖Tx‖ = sup
x∈SX′

sup
γ∈Γ

|fγ(x)| =

= sup
γ∈Γ

sup
x∈SX′

|fγ(x)| = sup
γ∈Γ

‖fγ‖.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìèé íàñëiäîê òåîðå-
ìè Ãàíà-Áàíàõà, îäåðæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî
γ ∈ Γ iñíó¹ ôóíêöiîíàë gγ ∈ X∗ òàêèé, ùî
gγ|X′ = fγ òà ‖gγ‖ = ‖fγ‖.

Ïîáóäó¹ìî îïåðàòîð Tε ∈ L(X, `∞(Γ)),
ïîêëàäàþ÷è

Tε(x)(γ) = gγ(x), γ ∈ Γ.

Òîäi

‖Tε‖ = sup
γ∈Γ

‖gγ‖ = sup
γ∈Γ

‖fγ‖ = ‖T |X′‖ ≤ ε

òà Tε|X′ = T |X′ .
Ïîçíà÷èìî Fε = T−Tε. Îñêiëüêè ker Fε ⊇

X ′ ∈ cof(X), òî Fε ∈ F(X, `∞(Γ)). Êðiì òîãî,
‖T − Fε‖ = ‖Tε‖ ≤ ε. Îòæå, α ≤ ε. Çàëèøè-
ëîñÿ ñïðÿìóâàòè ε äî ‖T‖as.

Äîâåäåìî íàðåøòi, ùî χ(T ) ≤ 2 ‖T‖as.
Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > ‖T‖as. Òîäi ç
(ii) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ áàíàõîâîãî ïðîñòî-
ðó Z ⊇ Y i îïåðàòîðà K ∈ K(X, Z) òàêèõ,
ùî ‖T − K‖ ≤ ε. Äëÿ çàäàíîãî δ > 0 âèáå-
ðåìî ñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü zi = Kxi, i =
1, · · · , n òàêó, ùî xi ∈ BX , à òàêîæ KBX ⊆
n⋃

i=1

Bδ(zi). Òåïåð âiçüìåìî äîâiëüíèé âåêòîð
y = Tx ∈ TBX , äå x ∈ BX . Îñêiëüêè z =
Kx ∈ KBX , òî iñíó¹ iíäåêñ i ∈ {1, · · · , n}
òàêèé, ùî ‖z − zi‖ ≤ δ. Çàçíà÷èìî, ùî

‖y − yi‖ − ‖z − zi‖ ≤ ‖(y − yi)− (z − zi)‖ =

= ‖(T −K)(x−xi)‖ ≤ ‖T −K‖ ‖x−xi‖ ≤ 2 ε.

Îòæå,

‖y − yi‖ ≤ ‖z − zi‖+ 2 ε ≤ δ + 2 ε

i òîìó y1, · · · , yn is a (δ +2 ε)-ñiòêà äëÿ TBX .
Çíà÷èòü, χ(T ) ≤ δ+2 ε. Ñïðÿìóâàâøè δ äî 0
i ε äî ‖T‖as, îäåðæèìî ïîòðiáíó íåðiâíiñòü.

Çàçíà÷èìî, ùî ôîðìóëà (ii) ðîáèòü íàøå
ïîíÿòòÿ àñèìïòîòè÷íî¨ íîðìè áëèçüêèì äî
ïîíÿòòÿ iñòîòíî¨ íîðìè îïåðàòîðà T : X →
X, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

‖T‖e = inf{‖T −K‖ : K ∈ K(X)},
äèâ. [2].

Íàñëiäîê. Íåõàé X, Y - áàíàõîâi ïðî-
ñòîðè. Îïåðàòîð T ∈ L(X, Y ) êîìïàêòíèé
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ‖T‖as = 0.

Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî
ÿêùî Y = `∞(Γ), òî â (ii) ìîæíà ââàæàòè,
ùî Z = Y , òîáòî äîñèòü ðîçãëÿäàòè iíôi-
ìóì ïî âñiõ îïåðàòîðàõ K ∈ K(X,Y ). Îòæå,
îäåðæó¹ìî íàñòóïíèé ôàêò.

Çàóâàæåííÿ. Íåõàé X � áàíàõiâ ïðî-
ñòið, Y = `∞(Γ), Q : L(X, Y ) →
L(X, Y )/K(X,Y ) � ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ i
T ∈ L(X, Y ). Òîäi ‖T‖as = ‖QT‖.
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