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ÍÅÏÅÐÅÐÂÍI ÇÂÅÐÕÓ ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÍß ÇI ÇÍÀ×ÅÍÍßÌÈ
Â ÏÐßÌIÉ ÇÎÐ�ÅÍÔÐÅß

Óñòàíîâëåíî, ùî íåïåðåðâíå çâåðõó n-çíà÷íå âiäîáðàæåííÿ áåðiâñüêîãî ïðîñòîðó ç äðó-
ãîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi ó ïðÿìó Çîð åíôðåÿ ¹ ëîêàëüíî ñòàëèì ó âñiõ òî÷êàõ äåÿêî¨ âiä-
êðèòî¨ çàëèøêîâî¨ ìíîæèíè.

It is obtained that a upper continuous n-valued mapping, which domain is a Baire second
countable space and range is Sorgenfrei line, is locally constant in all point of an open residual set.

1. Ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F : X → Y
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið Y íàçèâàþòü íåïåðåðâíèì çâåðõó
/çíèçó/ â òî÷öi x0 ç X, ÿêùî äëÿ êîæíî¨
âiäêðèòî¨ â Y ìíîæèíè V , òàêî¨, ùî F (x0) ⊆
V /F (x0) ∩ V 6= Ø/, iñíó¹ òàêèé îêië U òî-
÷êè x0 â X, ùî F (x) ⊆ V /F (x0) ∩ V 6= Ø/,
ÿê òiëüêè x ∈ U . Êàæóòü, ùî âiäîáðàæå-
ííÿ F : X → Y íåïåðåðâíå çâåðõó /çíèçó/,
ÿêùî âîíî ¹ òàêèì ó êîæíié òî÷öi x ∈ X. Çà-
óâàæèìî, ùî òóò ìè, ñëiäóþ÷è [1], ñïðîùó¹-
ìî òåðìiíîëîãiþ, âæèâàþ÷è òåðìiíè "íåïå-
ðåðâíiñòü çâåðõó i çíèçó" çàìiñòü ðiâíîçíà-
÷íèõ ¨ì òåðìiíiâ "íàïiâíåïåðåðâíiñòü çâåð-
õó i çíèçó", ÿêi âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ðàíiøå,
çîêðåìà, i â íàøèõ ïðàöÿõ. ×åðåç C+(F )
/C−(F )/ ìè ïîçíà÷à¹ìî ìíîæèíó âñiõ òî÷îê
x ç X, â ÿêèõ F íåïåðåðâíå çâåðõó /çíèçó/.

�.Äåáñ [2] i Ï.Êåíäåðîâ [3] âêàçàëè óìî-
âè, ïðè ÿêèõ ó íåïåðåðâíîãî çíèçó /çâåðõó/
âiäîáðàæåííÿ F : X → Y ìíîæèíà C+(F )
/C−(F )/ ¹ àâòîìàòè÷íî çàëèøêîâîþ â X.
Ðåçóëüòàòè Äåáñà áóëè ðîçâèíóòi â ïðàöÿõ
[4, 5], äå, çîêðåìà, âèâ÷àëèñÿ íåïåðåðâíi çíè-
çó âiäîáðàæåííÿ F : X → L çi çíà÷åííÿìè â
ïðÿìié Çîð åíôðåÿ L [6, c. 47]. Òàì ïîêà-
çàíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ëîêàëüíî çâ'ÿçíîãî
ïðîñòîðó X ñêií÷åííîçíà÷íi íåïåðåðâíi çíè-
çó âiäîáðàæåííÿ F : X → L áóäóòü íàâiòü
ëîêàëüíî ñòàëèìè â óñiõ òî÷êàõ äåÿêî¨ çà-
ëèøêîâî¨ âiäêðèòî¨ â X ìíîæèíè, àëå iñíó¹
êîìïàêòíîçíà÷íå íåïåðåðâíå çíèçó âiäîáðà-
æåííÿ F : R→ L, ó ÿêîãî C+(F ) 6= Ø.

Ó öié ñòàòòi ìè ðîçïî÷èíà¹ìî äîñëiäæåí-

íÿ íåïåðåðâíèõ çâåðõó âiäîáðàæåíü F : X →
L. Ñïî÷àòêó ìè íàâîäèìî ïðèêëàä íåïå-
ðåðâíîãî çâåðõó âiäîáðàæåííÿ F1: R → L,
ó ÿêîãî C−(F1) = Ø, ç'ÿñóâàâàøè òèì, ùî
ðåçóëüòàò Êåíäåðîâà ç [3] íå ïåðåíîñèòüñÿ
íà âiäîáðàæåííÿ çi çíà÷åííÿìè â L. Äàëi,
âèçíà÷à¹ìî íåïåðåðâíå çâåðõó âiäîáðàæåí-
íÿ F2: R → L, ÿêå íå ìà¹ òî÷îê ëîêàëüíî¨
ñòàëîñòi i â êîæíié òî÷öi íàáóâà¹ íå áiëüøå
äâîõ çíà÷åíü. Íàðåøòi, âèêîðèñòàâøè âiäî-
ìó òåîðåìó Áåðà ïðî çàëèøêîâiñòü ìíîæè-
íè òî÷îê íåïåðåðâíîñòi äîâiëüíî¨ íàïiâíåïå-
ðåðâíî¨ çâåðõó ÷è çíèçó îäíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨
ç äiéñíèìè çíà÷åííÿìè i òåîðåìó 2 ç [5], ìè
äîâîäèìî, ùî ó äîâiëüíîãî n-çíà÷íîãî íåïå-
ðåðâíîãî çâåðõó âiäîáðàæåííÿ F áåðiâñüêî-
ãî ïðîñòîðó ç äðóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi
â ïðÿìó Çîð åíôðåÿ L ìíîæèíà òî÷îê éîãî
ëîêàëüíî¨ ñòàëîñòi âiäêðèòà i âñþäè ùiëüíà
â X.

2. Ï.Êåíäåðîâ [3] ïîêàçàâ, ùî ó êîæíîãî
íåïåðåðâíîãî çâåðõó âiäîáðàæåííÿ F òîïî-
ëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó ñåïàðàáåëüíèé ìå-
òðèçîâàíèé ïðîñòið Y ìíîæèíà C−(F ) çà-
ëèøêîâà â X. Ïðÿìà Çîð åíôðåÿ L � öå ñå-
ïàðàáåëüíèé, àëå íå ìåòðèçîâíèé ïðîñòið,
àäæå âàãà L êîíòèíóàëüíà. Ïîêàæåìî, ùî
ðåçóëüòàò Êåíäåðîâà ïåðåñòà¹ áóòè ñïðàâå-
äëèâèì äëÿ âiäîáðàæåíü F : X → L.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïðÿìà Çîð åíôðåÿ L ÿê
ìíîæèíà çáiãà¹òüñÿ ç ÷èñëîâîþ ïðÿìîþ R,
àëå îêîëîì òî÷êè x â L ââàæà¹òüñÿ áóäü-ÿêà
ìíîæèíà U ç 2L, ÿêà ìiñòèòü äåÿêèé ïðîìi-
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æîê [x, x + ε), äå ε > 0.
Òåîðåìà 1. Íåõàé f : R → R � äîâiëüíà

íåïåðåðâíà ñòðîãî çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ, ÿêà
íàáóâà¹ ëèøå äîäàòíi çíà÷åííÿ (íàïðèêëàä,
f(x) = ex) i F1(x) = [0, f(x)] äëÿ êîæíîãî
x ∈ R. Òîäi ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F1:
R→ L íåïåðåðâíå çâåðõó i C−(F1) = Ø.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x0 ∈ R i y0 = f(x0).
Òîäi F1(x0) � öå âiäðiçîê [0, y0]. Ðîçãëÿíåìî
äîâiëüíó âiäêðèòó â L ìíîæèíó V , äëÿ ÿêî¨
F (x0) ⊆ V . Îñêiëüêè y0 ∈ V , òî iñíó¹ òà-
êå ε > 0, ùî [y0, y0 + ε) ⊆ V . Â òàêîìó ðàçi
[0, y0+ε) ⊆ V . Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f íåïåðåðâ-
íà â òî÷öi x0, òî iñíó¹ òàêèé îêië U òî÷êè x0

â R, ùî |f(x)− f(x0)| < ε, ÿê òiëüêè x ∈ U .
Òîäi f(x) < y0 + ε äëÿ êîæíîãî x ç U , îòæå,
F1(x) ⊆ [0, y0 + ε) ïðè x ∈ U , à çíà÷èòü, ç
óìîâè x ∈ U âèïëèâà¹, ùî F1(x) ⊆ V , ùî i
äà¹ íàì íåïåðåðâíiñòü çâåðõó âiäîáðàæåííÿ
F1.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî F1 íå ¹ íåïåðåðâíèì
çíèçó â òî÷öi x0. Ìíîæèíà V0 = [y0, +∞)
¹ âiäêðèòîþ â L i V0 ∩ F (x0) 6= Ø, áî
y0 ∈ V0 ∩ F (x0). Íåõàé U � äîâiëüíèé îêië
òî÷êè x0 â R. Òîäi iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî
(x0 − δ, x0 + δ) ⊆ U . Âiçüìåìî íà iíòåðâà-
ëi (x0 − δ, x0) áóäü-ÿêó òî÷êó x1. Îñêiëü-
êè x1 < x0 i ôóíêöiÿ f ñòðîãî çðîñòà¹, òî
y1 = f(x1) < f(x0) = y0. Òîìó ìíîæèíè
F1(x1) = [0, y1] i V0 íå ïåðåòèíàþòüñÿ i ïðè
öüîìó x1 ∈ U . Îòæå, íå iñíó¹ òàêîãî îêîëó U
òî÷êè x0, ùî F1(x) ∩ V0 6= Ø äëÿ âñiõ x ∈ U ,
ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

3. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè âiäîìó
ôóíêöiþ Ðiìàíà r: R→ R, äëÿ ÿêî¨ r(x) = 0,
ÿêùî x � iððàöiîíàëüíå ÷èñëî, i r(x) = 1

n
,

ÿêùî x � öå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, ÿêå çàäà-
¹òüñÿ íåñêîðîòíèì äðîáîì m

n
, äå m ∈ Z i

n ∈ N.
Íåõàé F : X → Y � âiäîáðàæåííÿ, çàäà-

íå íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, i x0 ∈ X.
Êàæóòü, ùî x0 � òî÷êà ëîêàëüíî¨ ñòàëîñòi
âiäîáðàæåííÿ F , ÿêùî iñíó¹ òàêèé îêië U
òî÷êè x0 â X, ùî F (x) = F (x0) äëÿ âñiõ
x ∈ U . Ìíîæèíó âñiõ òî÷îê ëîêàëüíî¨ ñòà-
ëîñòi âiäîáðàæåííÿ F ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì
LC(F ).

Íàäàëi ìè ÷àñòî áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ
òàêèì çàóâàæåííÿì. Äëÿ ñêií÷åííî¨ ìíîæè-
íè B = {y1, . . . , yn} äiéñíèõ ÷èñåë i ÷èñëà
ε > 0 ïîêëàäåìî

V (B, ε) =
n⋃

k=1

[yk, yk + ε).

Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíà V (B, ε) âiäêðèòà â
L, ïðè÷îìó äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè
G â L, ÿêà ìiñòèòü B, iñíó¹ òàêå ε > 0, ùî
V (B, ε) ⊆ G. Òîìó âiäîáðàæåííÿ F : X → L
áóäå íåïåðåðâíèì çâåðõó â òî÷öi x0, äëÿ ÿêî¨
ìíîæèíà F (x0) ñêií÷åííà, òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêèé îêië
U òî÷êè x0 â X, ùî F (x) ⊆ V (F (x0), ε), ÿê
òiëüêè x ∈ U .

Òåîðåìà 2. Íåõàé r � ôóíêöiÿ Ðiìàíà i
F2(x) = {0, r(x)} äëÿ êîæíîãî x ∈ R. Òî-
äi âiäîáðàæåííÿ F2: R → L ¹ íåïåðåðâíèì
çâåðõó i äëÿ íüîãî LC(F2) = Ø, à C−(F2) =
R \Q.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî F2 � íåïå-
ðåðâíå çâåðõó â êîæíié òî÷öi x0 ç R. Íåõàé
ε > 0 i V = V (F (x0), ε). Ïðèïóñòèìî, ùî x0

� iððàöiîíàëüíå ÷èñëî. Òîäi F (x0) = {0} i
V = [0, ε). Iñíó¹ òàêèé íîìåð p, ùî 1

p
< ε.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç [x] öiëó ÷àñòèíó äiéñíîãî
÷èñëà x. Íåõàé q = [p!x0]. Çðîçóìiëî, ùî
q < p!x0 < q + 1, îòæå, x0 ∈ U =

(
q
p!
, q+1

p!

)
.

ßñíî, ùî U � öå îêië òî÷êè x0 â R. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî x = m

n
∈ U , äå m ∈ Z, n ∈ N i

äðiá m
n
íåñêîðîòíèé. Òîäi îáîâ'ÿçêîâî n > p.

Ñïðàâäi, ÿêùî n ≤ p, òî iñíó¹ òàêå íàòóðàëü-
íå ÷èñëî k, ùî nk = p!. Îñêiëüêè

q

p!
<

m

n
=

mk

p!
<

q + 1

p!
,

òî q < mk < q + 1, àëå öÿ íåðiâíiñòü íåìî-
æëèâà, áî q òà mk � öiëi ÷èñëà. Â òàêîìó
ðàçi r(x) = 1

n
< 1

p
< ε, îòæå, F (x) ⊆ V .

Äëÿ iððàöiîíàëüíèõ x âêëþ÷åííÿ F (x) ⊆ V
î÷åâèäíå.

Íåõàé òåïåð x0 = m0

n0
, äå m0 ∈ Z, n0 ∈

N i äðiá m0

n0
íåñêîðîòíèé. Òîäi r(x0) = 1

n0
,

F (x0) = {0, 1
n0
} i V = [0, ε) ∪ [ 1

n0
, 1

n0
+ ε).

Çíîâó áåðåìî íîìåð p, äëÿ ÿêîãî 1
p

< ε, i
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ïîêëàäåìî q = [p!x0]. Òåïåð óæå âèêîíó¹òüñÿ
ëèøå íåðiâíiñòü q

p!
≤ x0 < q+1

p!
. ßêùî x0 > q

p!
,

òî ïðîõîäÿòü ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ. ßêùî
æ x0 = q

p!
, òî ìè ïîêëàäåìî U =

(
q−1
p!

, q+1
p!

)
.

ßñíî, ùî U � öå îêië òî÷êè x0. ßê i ðàíiøå,
ÿêùî ðàöiîíàëüíå ÷èñëî x = m

n
, äå m ∈ Z,

n ∈ N i äðiá m
n
íåñêîðîòíèé, ïîïàäà¹ â îäèí ç

iíòåðâàëiâ U− =
(

q−1
p!

, q
p!

)
÷è U+ =

(
q
p!
, q+1

p!

)
,

òî îáîâ'ÿçêîâî n > p, îòæå, r(x) = 1
n

< 1
p

<

ε, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî F2(x) ⊆ [0, ε) ⊆ V .
Îñêiëüêè F2(x0) ⊆ V i F2(x) = {0} ⊆ V ïðè
iððàöiîíàëüíèõ x, òî F2(x) ⊆ V , ÿê òiëüêè
x ∈ U = U− ∪ {x0} ∪ U+.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè öüîìó ìè ôàêòè÷íî
äîâåëè âiäîìó âëàñòèâiñòü ôóíêöi¨ Ðiìàíà,
ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî lim

x→x0
x6=x0

r(x) = 0 äëÿ

äîâiëüíîãî x0 ∈ R.
Äàëi, ðiâíiñòü LC(F2) = Ø âèïëèâà¹

çi ùiëüíîñòi ìíîæèíè Q â R, à ðiâíiñòü
C−(F2) = R \ Q � ç òîãî, ùî 0 ∈ F (x) äëÿ
êîæíîãî x ∈ R i ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ
÷èñåë R \Q òàêîæ ùiëüíà â R.

4. Íåõàé n ∈ N i F : X → L � n-çíà÷íå âiä-
îáðàæåííÿ. Äëÿ êîæíîãî x ∈ X iíäóêòèâíî
âèçíà÷èìî ÷èñëà fk(x) ïðè k = 1, 2, . . . , n i
ìíîæèíè Fk(x) ïðè k = 0, 1, . . . , n, ïîêëàäà-
þ÷è F0(x) = Ø, fk(x) = max(F (x) \ Fk−1(x))
i Fk(x) = {f1(x), . . . , fk(x)}. Çðîçóìiëî, ùî
f1(x) > f2(x) > · · · > fn(x) i F (x) = Fn(x) =
{f1(x), . . . , fn(x)} äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Ïðè
öüîìó f1(x) = max F (x) i fn(x) = min F (x)
äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Â íàñòóïíèõ ÷îòèðüîõ ïiäãîòîâ÷èõ òâåð-
äæåííÿõ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ââåäåíi ïîçíà-
÷åííÿ i ïðèïóñêà¹ìî, ùî X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, à âiäîáðàæåííÿ F : X → L � íåïå-
ðåðâíå çâåðõó.

Äëÿ ôóíêöi¨ f : X → R ñèìâîëîì Min(f)
ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ òèõ òî÷îê x ç X, â
ÿêèõ f ìà¹ ëîêàëüíèé ìiíiìóì, òîáòî iñíó¹
òàêèé îêië U òî÷êè x â X, ùî f(u) ≥ f(x),
ÿê òiëüêè u ∈ U .

Ëåìà 1. Min(fn) = X.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé x0 ∈ X i V =

[fn(x0), +∞). ßñíî, ùî ìíîæèíà V âiäêðè-

òà â L i F (x0) ⊆ V . Îñêiëüêè F íåïåðåðâ-
íå çâåðõó â òî÷öi x0, òî iñíó¹ òàêèé îêië
U òî÷êè x0 â X, ùî F (x) ⊆ V , ÿê òiëü-
êè x ∈ U . Â òàêîìó ðàçi ïðè x ∈ U áóäå-
ìî ìàòè: fn(x) = min F (x) ≥ fn(x0). Òîìó
x0 ∈ Min(fn).

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ f : X → R íà-
çèâà¹òüñÿ íàïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó /çíèçó/
â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0
iñíó¹ òàêèé îêië U òî÷êè x0 â X, ùî f(x) <
f(x0)+ε /f(x) > f(x0)−ε/, ÿê òiëüêè x ∈ U ,
i ïðîñòî íåïåðåðâíîþ çâåðõó /çíèçó/, ÿêùî
âîíà ¹ òàêîþ â êîæíié òî÷öi x ç X.

Ëåìà 2. Íåõàé k = 1, . . . , n i LC(Fk−1) =
X. Òîäi ôóíêöiÿ fk: X → R íàïiâíåïåðåðâ-
íà çâåðõó. Çîêðåìà, ôóíêöiÿ f1: X → R çàâ-
æäè íàïiâíåïåðåâíà çâåðõó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x0 ∈ X i U0 � òàêèé
îêië òî÷êè x0 â X, ùî Fk−1(x) = Fk−1(x0)
äëÿ êîæíîãî x ∈ U0. Ïîêëàäåìî yj = fj(x0)
ïðè j = 1, . . . , n, B1 = {y1, . . . , yk−1} i B2 =
{yk, . . . , yn}. ßñíî, ùî F (x0) = B1

⊔
B2. Äëÿ

äîâiëüíîãî ε > 0 ðîçãëÿíåìî áàçèñíèé âiä-
êðèòèé îêië V = V (F (x0), ε) ìíîæèíè F (x0)
â L. Î÷åâèäíî V = V (B1, ε) ∪ V (B2, ε).
Îñêiëüêè F íåïåðåðâíå çâåðõó â òî÷öi x0,
òî iñíó¹ òàêèé îêië U òî÷êè x0 â X, ùî
U ⊆ U0 i F (x) ⊆ V , ÿê òiëüêè x ∈ U . Íå-
õàé x ∈ U . Òîäi fk(x) ∈ V , áî fk(x) ∈ F (x).
Àëå fk(x) < fk−1(x) = fk−1(x0) = yk−1. Òîìó
fk(x) 6∈ V (B1, ε), à çíà÷èòü, fk(x) ∈ V (B2, ε),
òîáòî fk(x) ∈ [yj, yj + ε) ïðè äåÿêîìó j ≥ k.
Â òàêîìó ðàçi fk(x) < yj + ε ≤ yk + ε =
fk(x0)+ε, ùî i ïîêàçó¹, ùî fk íàïiâíåïåðåðâ-
íà çâåðõó ó òî÷öi x0. Çàóâàæèìî, ùî ïðè
k = 1 ìà¹ìî U0 = X, B1 = V (B1, ε) = Ø
i ìiðêóâàííÿ ñïðîùóþòüñÿ.

Ëåìà 3. Íåõàé k = 1, . . . , n i x0 � òî÷êà
íåïåðåðâíîñòi çíèçó ôóíêöi¨ fk: X → R. Òî-
äi x0 ∈ Min(fk).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ k = n öå äîâåäåíî â ëå-
ìi 1 áåç æîäíèõ ïðèïóùåíü ùîäî òî÷êè x0.
Òîìó ìè ââàæàòèìåìî, ùî 1 ≤ k < n. Çíî-
âó ïîêëàäåìî yj = fj(x0) ïðè j = 1, . . . , n.
Îñêiëüêè yk+1 < yk, òî ε = 1

2
(yk − yk+1) > 0.

Íåõàé V = V (F (x0), ε) =
n⋃

j=1

[yj, yj + ε). Ç íà-
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ïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó ôóíêöi¨ fk: X → R ó
òî÷öi x0 i íåïåðåðâíîñòi çâåðõó âiäîáðàæåí-
íÿ F âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé îêië U òî÷êè
x0 â X, ùî fk(x) > yk−ε i F (x) ⊆ V , ÿê òiëü-
êè x ∈ U . Íåõàé x ∈ U . Òîäi fk(x) ∈ V , îòæå,
iñíó¹ òàêå j = 1, . . . , n, ùî fk(x) ∈ [yj, yj +ε).
Îñêiëüêè fk(x) > yk−ε i yk−ε = yk+1 +ε, òî
fk(x) 6∈ [yi, yi + ε) ïðè i ≥ k + 1. Òîìó j ≤ k,
îòæå, fk(x) ≥ yj ≥ yk, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
x0 ∈ Min(fk).

Ëåìà 4. Íåõàé S � âñþäè ùiëüíà â X
ìíîæèíà, y1 > y2 > · · · > yn � ñòðî-
ãî ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü n äiéñíèõ ÷èñåë,
Fn−1(x) = {y1, . . . , yn−1} íà S i fn(x) = yn

íà X. Òîäi F (x) = {y1, . . . , yn} íà X.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé k � ôiêñîâàíèé íî-

ìåð âiä 1 äî n − 1. Ïðèïóñòèìî, ùî âiä-
îáðàæåííÿ Fk−1 ñòàëå, i äîâåäåìî, ùî òîäi
i âiäîáðàæåííÿ Fk ñòàëå, à ñàìå, ùî Fk(x) =
{y1, . . . , yk} íà X. Íåõàé öå íå òàê. Òîäi
fk(x0) 6= yk äëÿ äåÿêîãî x0 ∈ X, àäæå
Fk−1(x) = {y1, . . . , yk−1} íà X. Ïîêàæåìî,
ùî îáîâ'ÿçêîâî fk(x0) > yk. Ïðèïóñòèìî, ùî
íàâïàêè fk(x0) < yk. Âiçüìåìî ε = yk−fk(x0)
i ïîêëàäåìî V = V (F (x0), ε). Îñêiëüêè x0 ∈
C+(F ) = X, òî iñíó¹ òàêèé îêië U òî÷êè
x0 â X, ùî F (x) ⊆ V , ÿê òiëüêè x ∈ U . Àëå
S = X, îòæå, iñíó¹ òî÷êà x∗ ∈ S∩U , äëÿ ÿêî¨
çà óìîâîþ F (x∗) = {y1, . . . , yn}. Îñêiëüêè
yk = fk(x0)+ε, òî yk 6∈ [fj(x0), fj(x0)+ε) ïðè
j ≥ k. ßêùî æ j < k, òî yk < yj = fj(x0), îò-
æå, i â öüîìó âèïàäêó yk 6∈ [fj(x0), fj(x0)+ε).
Îòæå, yk 6∈ V . Àëå yk = fk(x

∗) ∈ F (x∗), îò-
æå, yk ∈ V , áî x∗ ∈ U . Îòðèìàíà ñóïåðå-
÷íiñòü äîâîäèòü, ùî fk(x0) > yk.

Íåõàé m � íàéìåíøèé ç íîìåðiâ
j = k + 1, . . . , n, äëÿ ÿêèõ fj(x0) ≤ yj. Òàêèé
íîìåð îáîâ'ÿçêîâî iñíó¹, áî fn(x0) = yn ≤ yn

i n > k. ßñíî, ùî m > k ≥ 1, îòæå, m − 1 �
öå îäèí iç íîìåðiâ âiä k äî n−1. Ç îçíà÷åííÿ
íîìåðà m i íåðiâíîñòi fk(x0) > yk âèïëèâà¹,
ùî

fm−1(x0) > ym−1 > ym ≥ fm(x0),

îòæå, ε0 = ym−1 − fm(x0) > 0. Íåõàé V0 =
V (F (x0), ε0). Iñíó¹ òàêèé îêië U0 òî÷êè x0,
ùî F (x) ⊆ V0, ÿê òiëüêè x ∈ U0. Çðîçóìi-
ëî, ùî U0 ∩ S 6= Ø, îòæå, ¹ òî÷êà x∗, òà-

êà, ùî x∗ ∈ U0 ∩ S. Îñêiëüêè x∗ ∈ S , òî
F (x∗) = {y1, . . . , yn}, çîêðåìà, ym−1 ∈ F (x∗),
à çíà÷èòü, ym−1 ∈ V0, àäæå x∗ âõîäèòü i â
U0. Àëå fm(x0) + ε = ym−1 < fm−1(x0), îòæå,
ym−1 6∈ V0. Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹,
ùî fk(x0) = yk.

Îñêiëüêè F0(x) = Ø äëÿ êîæíîãî x ∈
X, òî âiäîáðàæåííÿ F0 ñòàëå. Òîìó, çà äî-
âåäåíèì, ñòàëèìè ïîñëiäîâíî áóäóòü i âiä-
îáðàæåííÿ F1, . . . , Fn−1. Â òàêîìó ðàçi
Fn−1(x) = {y1, . . . , yn−1} íà X, îòæå, i F (x) =
{y1, . . . , yn} íà X.

5. Â äîâåäåííi îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ìè
âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà À. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið i f : X → R � íàïiâíåïåðåðâíà çâåð-
õó àáî çíèçó ôóíêöiÿ. Òîäi ìíîæèíà C(f)
¨¨ òî÷îê íåïåðåðâíîñòi çàëèøêîâà â X.

Òåîðåìà Â. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið ç äðóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi i f :
X → R � ôóíêöiÿ, ó ÿêî¨ Min(f) = X. Òîäi
ìíîæèíà LC(f) âiäêðèòà i âñþäè ùiëüíà â
X.

Òåîðåìà Ñ. Íåõàé E � ïiäïðîñòið áå-
ðiâñüêîãî ïðîñòîðó X, ÿêèé ¹ çàëèøêîâîþ
ìíîæèíîþ â X. Òîäi i E � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið.

Òåîðåìà À � öå êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò, ïåð-
âiñíèé âàðiàíò ÿêîãî íàëåæèòü Ð.Áåðó. Éî-
ãî äîâåäåííÿ ìîæíà çíàéòè â [7]. Òåîðåìà Â
ñôîðìóëüîâàíà â [5] i äîâåäåíà ó [8]. Òåîðåìà
Ñ äîâåäåíà â [9, c. 117].

6. Ïåðåéäåìî íàðåøòi äî ðîçãëÿäó îñíîâ-
íîãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið ç äðóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi, n � íà-
òóðàëüíå ÷èñëî i F : X → L � íåïåðåðâ-
íå çâåðõó n-çíà÷íå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi ìíî-
æèíà LC(F ) òî÷îê ëîêàëüíî¨ ñòàëîñòi âiä-
îáðàæåííÿ F âiäêðèòà i âñþäè ùiëüíà â X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F (x) =
{f1(x), . . . , fn(x)}, äå f1(x) > · · · > fn(x)
äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Ïîáóäó¹ìî ñïàäíi
ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí E1, . . . , En−1 i S0, S1,
. . . , Sn−1, òàêi, ùî:

(i) X = S0 ⊇ E1 ⊇ S1 ⊇ E2 ⊇ S2 ⊇ · · · ⊇
En−1 ⊇ Sn−1;
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(ii) ìíîæèíà Ek � çàëèøêîâà â Sk−1 ïðè
k = 1, . . . , n− 1;

(iii) ìíîæèíà Sk � âiäêðèòà i âñþäè ùiëü-
íà â Ek ïðè k = 1, . . . , n− 1;

(iv) Ek = C(fk|Sk−1
) ïðè k = 1, . . . , n− 1;

(v) Sk = LC(fk|Ek
) ïðè k = 1, . . . , n− 1.

Âèçíà÷èìî ñïî÷àòêó ìíîæèíè E1 i S1.
Çà ëåìîþ 2 ôóíêöiÿ f1: X → R íåïåðåðâ-
íà çâåðõó. Òîìó çà òåîðåìîþ À ìíîæèíà
E1 = C(f1) çàëèøêîâà â X = S0. Ç ëåìè
3 âèïëèâà¹, ùî E1 ⊆ Min(f1). Äëÿ çâóæå-
ííÿ g1 = f |E1 áóäå âèêîíóâàòèñÿ ðiâíiñòü
E1 = Min(g1). Çà òåîðåìîþ Ñ ïiäïðîñòið
E1 ïðîñòîðó X áóäå áåðiâñüêèì. Êðiì òî-
ãî, âií, ÿê i X, çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó
çëi÷åííîñòi. Òîìó çà òåîðåìîþ B ìíîæèíà
S1 = LC(g1) âiäêðèòà i âñþäè ùiëüíà â E1.

Ïðèïóñòèìî, ùî 1 < k < n i ìíîæèíè
Ei òà Si âæå ïîáóäîâàíi ïðè 1 ≤ i < k.
Âèçíà÷èìî ìíîæèíè Ek òà Sk. Ðîçãëÿíåìî
âæå ïîáóäîâàíèé ïiäïðîñòið Sk−1 i ïîêëà-
äåìî gi = fi|Sk−1

, G = F |Sk−1
i Gi(x) =

{g1(x), . . . , gi(x)} ïðè i = 1, . . . , n i x ∈ Sk−1.
Âiäîáðàæåííÿ G: Sk−1 → L, ÿê i F , íåïå-
ðåðâíå çíèçó. Çà ïîáóäîâîþ Sk−1 ⊆ Sk−2 ⊆
· · · ⊆ S1 i Si = LC(fi|Ei

), äå Si ⊆ Ei ⊆ Si−1

ïðè i = 1, . . . , k − 1. Òîìó â êîæíié òî÷öi ç
Sk−1 âiäîáðàæåííÿ Gk−1: Sk−1 → L ëîêàëü-
íî ñòàëå, òîáòî LC(Gk−1) = Sk−1. Òîäi çà
ëåìîþ 2, çàñòîñîâàíîþ äî âiäîáðàæåííÿ G
çàìiñòü F , ôóíêöiÿ gk: Sk−1 → R íàïiâíåïå-
ðåðâíà çâåðõó. Ïîêëàäåìî Ek = C(gk). Çà òå-
îðåìîþ À ìíîæèíà Ek çàëèøêîâà â Sk−1. Çà
ëåìîþ 3, ÿêó çíîâó æ òàêè ìè çàñòîñîâó¹ìî
äî âiäîáðàæåííÿ G çàìiñòü F , îòðèìó¹ìî,
ùî Ek ⊆ Min(gk). Òîäi äëÿ çâóæåííÿ hk =
gk|Ek

= fk|Ek
áóäåìî ìàòè Min(hk) = Ek.

Îñêiëüêè çàëèøêîâà ìíîæèíà â çàëèøêîâî-
ìó ïiäïðîñòîði çàëèøà¹òüñÿ çàëèøêîâîþ i ó
âñüîìó ïðîñòîði, òî Ek � çàëèøêîâà ìíîæè-
íà â X. Çà òåîðåìîþ Ñ ïiäïðîñòið Ek ¹ áå-
ðiâñüêèì. Êðiì òîãî, âií çàäîâîëüíÿ¹ äðó-
ãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, îòæå, çà òåîðåìîþ
Â ìíîæèíà Sk = LC(hk) áóäå âiäêðèòîþ i
âñþäè ùiëüíîþ â Ek. Îñêiëüêè gk = fk|Sk−1

i
hk = fk|Ek

, òî ïîáóäîâó çàâåðøåíî.
Çà ëåìîþ 1 äëÿ ôóíêöi¨ fn: X → R ìà¹ìî

Min(fn) = X. Òîäi çà òåîðåìîþ Â ìíîæèíà

Sn = LC(fn) âiäêðèòà i âñþäè ùiëüíà â X.
Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x0 ∈ Sn iñíóþòü ¨¨ âiä-
êðèòèé îêië U â X i ÷èñëà y1, . . . , yn, òàêi,
ùî fk(x) = yk ïðè x ∈ S = U ∩ Sn−1 ∩ Sn

i k = 1, . . . , n − 1, à fn(x) = yn íà U . Ìíî-
æèíà U ∩ Sn âiäêðèòà â X i ùiëüíà â U , à
ìíîæèíà Sn−1 ùiëüíà â X. Òîìó ìíîæèíà
S ùiëüíà â U . Çàñòîñóâàâøè ëåìó 4 äî çâó-
æåííÿ F |U : U → L, ìè îòðèìà¹ìî, ùî âiä-
îáðàæåííÿ F |U ñòàëå. Îòæå, Sn ⊆ LC(F ).
Îñêiëüêè îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ î÷åâèäíå, òî
LC(F ) = Sn = LC(fn). Çâiäñè é âèïëèâà¹,
ùî LC(F ) � öå âiäêðèòà âñþäè ùiëüíà â X
ìíîæèíà.
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