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ÄÅßÊI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI PP-ÏÐÎÑÒÎÐIÂ

Äîâîäèòüñÿ çàìêíåíiñòü êëàñó PP -ïðîñòîðiâ âiäíîñíî çëi÷åííèõ äîáóòêiâ, ñåïàðàáåëü-
íiñòü êîìïàêòíîãî PP -ïðîñòîðó òà ìåòðèçîâíiñòü çëi÷åííî êîìïàêòíîãî ãàóñäîðôîâîãî PP -
ïðîñòîðó i ìåòðèçîâíiñòü ïñåâäîêîìïàêòíîãî PP -ïðîñòîðó.

It is obtained that the class of PP -spaces is closed under countable products. Besides it is proved
that a compact PP -space is separable and a countable compact Hausdor� or a pseudo-compact
PP -space is metrizable.

Ó òåîði¨ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðà-
æåíü âàæëèâå ìiñöå ïîñiäàþòü äîñëiäæåííÿ
áåðiâñüêî¨ êëàñèôiêàöi¨ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié, ÿêi áåðóòü ñâié ïî÷àòîê ç êëàñè-
÷íî¨ ïðàöi À. Ëåáå à [1] i áóëè ïðîäîâæåíi ó
ïðàöÿõ áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ.

Àíàëiç ìåòîäó Â. Ðóäiíà [2], ÿêèé áà-
çó¹òüñÿ íà ïàðàêîìïàêòíîñòi ìåòðèçîâíîãî
ïðîñòîðó i áóâ çàñòîñîâàíèé äî äîñëiäæåííÿ
áåðiâñüêî¨ êëàñèôiêàöi¨ äiéñíîçíà÷íèõ íàði-
çíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, çàäàíèõ íà
äîáóòêó ìåòðèçîâíîãî i òîïîëîãi÷íîãî ïðî-
ñòîðiâ, ïðèâiâ äî ïîíÿòòÿ PP -ïðîñòîðó, ÿêå
áóëî ââåäåíå Î. Ñîá÷óêîì ó [3]. Ó çâ'ÿç-
êó ç öèì ïðèðîäíèì ¹ äîñëiäæåííÿ âëàñòè-
âîñòåé PP -ïðîñòîðiâ i âçà¹ìîçâ'ÿçêiâ êëàñó
PP -ïðîñòîðiâ ç iíøèìè êëàñàìè ïðîñòîðiâ.

Íàãàäà¹ìî [3], ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
X íàçèâà¹òüñÿ PP -ïðîñòîðîì, ÿêùî iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü ((hi,n : i ∈ In))∞n=1 ëîêàëüíî
ñêií÷åííèõ ðîçáèòòiâ îäèíèöi íà X i iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü ((xi,n : i ∈ In))∞n=1 ñiìåé òî÷îê
ç X, òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X i äëÿ
äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè x iñíó¹ íîìåð no,
òàêèé, ùî äëÿ âñiõ n ≥ no i äëÿ âñiõ i ∈ In

ç óìîâè x ∈ supphi,n = {x ∈ X : hi,n(x) 6= 0}
âèïëèâà¹, ùî xi,n ∈ U .

Çàóâàæèìî, ùî öå îçíà÷åííÿ ðiâíîñèëü-
íå òàêîìó: òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ¹ PP -
ïðîñòîðîì, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ((Ui,n :
i ∈ In))∞n=1 ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ ïîêðèòòiâ
öüîãî ïðîñòîðó ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèìè

ìíîæèíàìè i iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ((xi,n : i ∈
In))∞n=1 ñiìåé òî÷îê ç X, òàêi, ùî äëÿ äîâiëü-
íîãî x ∈ X i äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè
x iñíó¹ íîìåð no, òàêèé, ùî äëÿ âñiõ n ≥ no

i äëÿ âñiõ i ∈ In ç óìîâè x ∈ Ui,n âèïëèâà¹,
ùî xi,n ∈ U .

Ó [4] áóëî ç'ÿñîâàíî, ùî ïàðàêîìïàêòíi
σ-ìåòðèçîâíi ïðîñòîðè, à òàêîæ òîïîëîãi-
÷íi âåêòîðíi ïðîñòîðè, ÿêi ïîäàþòüñÿ ÿê îá'-
¹äíàííÿ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi ìåòðèçîâ-
íèõ ïiäïðîñòîðiâ, ¹ PP -ïðîñòîðàìè.

Ïîêàæåìî, ùî êëàñ PP -ïðîñòîðiâ çà-
ìêíåíèé âiäíîñíî çëi÷åííèõ äîáóòêiâ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé Xk, k ∈ N � PP -
ïðîñòîðè. Òîäi X =

∞∏
k=1

Xk òàêîæ PP -
ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó
y ∈ X, y = (yk)

∞
k=1, äå yk ∈ Xk. Îñêiëüêè

Xk ¹ PP -ïðîñòîðîì, òî çãiäíî ç îçíà÷åííÿì,
iñíóþòü ïîñëiäîâíiñòü ((hik,n : ik ∈ In,k))

∞
n=1

ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ ðîçáèòòiâ îäèíèöi íà
Xk i ïîñëiäîâíiñòü ((ξik,n : ik ∈ In,k))

∞
n=1 ñi-

ìåé òî÷îê ïðîñòîðó Xk, òàêi, ùî äëÿ êîæíî-
ãî k ∈ N, äîâiëüíî¨ òî÷êè ξ ç ïðîñòîðó Xk

i êîæíîãî îêîëó U òî÷êè ξ iñíó¹ íîìåð no,
òàêèé, ùî äëÿ âñiõ íîìåðiâ n ≥ no i âñiõ
ik ∈ In,k ç óìîâè ξ ∈ supphik,n âèïëèâà¹, ùî
ξik,n ∈ U .

Ïîáóäó¹ìî âiäïîâiäíi ïîñëiäîâíîñòi ðîç-
áèòòiâ îäèíèöi íà X òà ñiìåé òî÷îê ç X. Íå-
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õàé
In =

∞∏

k=1

In,k.

Äëÿ êîæíîãî n ∈ N, i ∈ In òà x =
(ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . ) ∈ X ïîêëàäåìî

hi,n(x) = hi1,n(ξ1) · · ·hin,n(ξn),

xi,n = (ξi1,n, . . . , ξin,n, yn+1, yn+2, . . . )

i ïîêàæåìî, ùî âèçíà÷åíi òàêèì ÷èíîì ïî-
ñëiäîâíîñòi ñiìåé çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ç
îçíà÷åííÿ PP -ïðîñòîðó.

Íåõàé x = (ξ1, ξ2, . . . ) ∈ X i U = U1 ×
U2×· · ·×Um×Xm+1× . . . � äîâiëüíèé áàçè-
ñíèé îêië òî÷êè x. Äëÿ êîæíîãî j = 1, . . . , m
iñíó¹ íîìåð nj, òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
n ≥ nj i äëÿ äîâiëüíîãî ij ∈ Ij,n ç òîãî, ùî
ξj ∈ supphij ,n âèïëèâà¹, ùî ξij ,n ∈ Uj. Ïîêëà-
äåìî no = max{m,n1, . . . , nm}. Íåõàé n ≥ no

i i ∈ In òàêi, ùî x ∈ supphi,n. Òîäi, î÷åâèäíî,
xi,n ∈ U . ¦

Òåîðåìà 2. Êîæíèé êîìïàêòíèé PP -
ïðîñòið ñåïàðàáåëüíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � PP -ïðîñòið,
((Ui,n : i ∈ In))∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü ëîêàëü-
íî ñêií÷åííèõ âiäêðèòèõ ïîêðèòòiâ ïðîñòî-
ðó X ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèìè ìíîæèíà-
ìè i ((xi,n : i ∈ In))∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü ñiìåé
òî÷îê ïðîñòîðó X ç îçíà÷åííÿ PP -ïðîñòîðó.
Îñêiëüêè X � êîìïàêòíèé ïðîñòið, òî äëÿ
êîæíîãî n ñiì'ÿ Un = (Ui,n : i ∈ In) ñêií-
÷åííà [5, c. 304], òîáòî Un = (Uk,n : k =
1, . . . , mn). Ïîêëàäåìî

Dn = {xk,n : k = 1, . . . , mn}
i

D =
∞⋃

n=1

Dn.

Òîäi ìíîæèíà D çëi÷åííà, ÿê çëi÷åííå îá'-
¹äíàííÿ ñêií÷åííèõ ìíîæèí. Ïîêàæåìî, ùî
D âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà â X. Ñïðàâäi, íå-
õàé x ∈ X i U � äîâiëüíèé îêië òî÷êè x.
Äîâåäåìî, ùî U ∩D 6= Ø. Îñêiëüêè X � PP -
ïðîñòið, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð no, ùî äëÿ âñiõ
íîìåðiâ n ≥ no i âñiõ k = 1, . . . mn ç òîãî, ùî

x ∈ Uk,n âèïëèâà¹, ùî xk,n ∈ U . Ñiì'ÿ Uno

óòâîðþ¹ ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X, òîìó iñíó¹
òàêå k, 1 ≤ k ≤ mno , ùî x ∈ Uk,no , òîäi
xkno

∈ U ∩D, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. ¦
Ïîêàæåìî òåïåð, ùî óìîâè òèïó êîì-

ïàêòíîñòi çàáåçïå÷óþòü ìåòðèçîâíiñòü PP -
ïðîñòîðiâ. Íàì áóäå ïîòðiáíå òàêå äîïîìi-
æíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.Íåõàé X � ãàóñäîðôîâèé PP -
ïðîñòið i ((Ui,n : i ∈ In))∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü
ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ ìíîæèí ç îçíà-
÷åííÿ PP -ïðîñòîðó. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ði-
çíèõ òî÷îê x, y ∈ X iñíó¹ òàêèé íîìåð no,
ùî äëÿ âñiõ n ≥ no i âñiõ i ∈ In ç òîãî, ùî
x ∈ Ui,n âèïëèâà¹, ùî y 6∈ Ui,n.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïðîñòið X ãàóñ-
äîðôîâèé, òî iñíóþòü íåïåðåòèííi îêîëè U
i V òî÷îê x i y âiäïîâiäíî. Çãiäíî ç îçíà-
÷åííÿì PP -ïðîñòîðó, iñíó¹ íîìåð n1, òàêèé,
ùî äëÿ âñiõ n ≥ n1 i âñiõ i ∈ In ç òîãî, ùî
x ∈ Ui,n âèïëèâà¹, ùî xi,n ∈ U . Iñíó¹ íîìåð
n2, òàêèé, ùî äëÿ âñiõ n ≥ n2 i i ∈ In ç òîãî,
ùî y ∈ Ui,n âèïëèâà¹, ùî xi,n ∈ V . Ïîêëàäå-
ìî no = max{n1, n2}. Òîäi äëÿ âñiõ íîìåðiâ
n ≥ no i âñiõ i ∈ In, òàêèõ, ùî x ∈ Ui,n áó-
äåìî ìàòè, ùî xi,n ∈ U , çâiäêè xi,n 6∈ V i
y 6∈ Ui,n. ¦

Íàãàäà¹ìî, ùî äiàãîíàëëþ òîïîëîãi÷íî-
ãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà ∆ =
{(x, x) : x ∈ X}.

Òâåðäæåííÿ 4.Íåõàé X � ãàóñäîðôîâèé
PP -ïðîñòið. Òîäi X ìà¹ Gδ-äiàãîíàëü.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ïîçíà-
÷èìî Gn =

⋃
i∈In

(Ui,n × Ui,n). Çðîçóìiëî, ùî
âñi ìíîæèíè Gn âiäêðèòi â äîáóòêó X ×X.
Ïîêàæåìî, ùî

∞⋂
n=1

Gn = ∆. Âiçüìåìî äâi ði-
çíi òî÷êè x, y ç ïðîñòîðó X i äîâåäåìî, ùî
(x, y) 6∈ ⋂∞

n=1 Gn. Íåõàé öå íå òàê, òîáòî äëÿ
êîæíîãî íîìåðà n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷å-
ííÿ (x, y) ∈ Gn. Òîäi äëÿ âñiõ n iñíó¹ òàêå
i ∈ In, ùî x ∈ Ui,n i y ∈ Ui,n. Ç iíøîãî áî-
êó, çãiäíî ç ëåìîþ 3, iñíó¹ íîìåð no, òàêèé,
ùî äëÿ âñiõ n ≥ no i âñiõ i ∈ In ç òîãî, ùî
x ∈ Ui,n âèïëèâà¹, ùî y 6∈ Ui,n, ùî ïðèâîäèòü
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äî ñóïåðå÷íîñòi. ¦

Òåîðåìà 5. Çëi÷åííî êîìïàêòíèé ãàóñ-
äîðôîâèé PP -ïðîñòið ìåòðèçîâíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � çëi÷åííî êîìïà-
êòíèé PP -ïðîñòið. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 4,
ïðîñòið X ìà¹ Gδ-äiàãîíàëü. Òîäi ç [5, ñ. 360]
âèïëèâà¹, ùî ïðîñòið X êîìïàêòíèé. Çãiäíî
ç [5, c. 392], êîæíèé êîìïàêòíèé ïðîñòið ç
Gδ-äiàãîíàëëþ ìåòðèçîâíèé. ¦

Òåîðåìà 6. Ïñåâäîêîìïàêòíèé PP -
ïðîñòið ìåòðèçîâíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � ïñåâäîêîìïà-
êòíèé PP -ïðîñòið i ((Ui,n : i ∈ In))∞n=1 �
ïîñëiäîâíiñòü ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ ïîêðèò-
òiâ ïðîñòîðó X ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòè-
ìè ìíîæèíàìè ç îçíà÷åííÿ PP -ïðîñòîðó.
Îñêiëüêè ïðîñòið X ïñåâäîêîìïàêòíèé, òî
çãiäíî ç [5, c. 311] äëÿ êîæíîãî n ∈ N ìíî-
æèíà In ñêií÷åííà. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì PP -
ïðîñòîðó, Ui,n = h−1

i,n((0, 1]), äå hi,n : X →
[0, 1] � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨. Äëÿ âñiõ n,m ∈ N
i âñiõ i ∈ In ïîêëàäåìî

Vi,n,m = h−1
i,n((1/m, 1]),

Fi,n,m = h−1
i,n([1/m, 1]).

Çðîçóìiëî, ùî

Vi,n,m ⊆ Fi,n,m ⊆ Ui,n.

Äëÿ êîæíîãî x ∈ X i n,m ∈ N ïîçíà÷èìî

In,m(x) = {i ∈ In : x ∈ Vi,n,m}
i

Fm(x) =
⋂

n≤m

⋂

i∈In,m(x)

Fi,n,m.

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíè Fm(x) ¹ çàìêíå-
íèìè îêîëàìè òî÷êè x, ïðè÷îìó Fm+1(x) ⊆
Fm(x). Ïîêàæåìî, ùî

F (x) =
∞⋂

m=1

Fm(x) = {x}.

Ñïðàâäi, âiçüìåìî y ∈ X òàê, ùîá x 6= y i äî-
âåäåìî, ùî y 6∈ F (x). Çãiäíî ç ëåìîþ 3, iñíó-
þòü íîìåð no i io ∈ Ino , òàêi, ùî x ∈ Uio,no ,

à y 6∈ Uio,no . Îñêiëüêè x ∈ Uio,no , òî iñíó¹ íî-
ìåð mo ≥ no òàêèé, ùî hio,no(x) >

1

mo

, òîáòî
x ∈ Vio,no,mo , çâiäêè âèïëèâà¹, ùî io ∈ Ino,mo .
Îñêiëüêè x ∈ Vio,no,mo ⊆ Fio,no,mo ⊆ Uio,no , à
y 6∈ Uio,no , òî y 6∈ Fio,no,mo . Îòæå, y 6∈ Fmo(x),
òîáòî, y 6∈ F (x).

Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà
W = {Vi,n,m : x ∈ Vi,n,m}

óòâîðþ¹ áàçó îêîëiâ òî÷êè x. Íåõàé U � äî-
âiëüíèé îêië òî÷êè x â X. Ïåðåíóìåðó¹ìî
äëÿ çðó÷íîñòi ñèñòåìó W , àäæå âîíà ¹ çëi-
÷åííîþ. Íåõàé W = {Vn : n ∈ N}. Ñèñòåìà
{Wn = Vn \ U : n ∈ N} ¹ ñïàäíîþ i ëîêàëüíî
ñêií÷åííîþ â X, ïðè÷îìó

∞⋂
n=1

Wn = Ø, òîìó
iñíó¹ òàêå no, ùî Wn = Ø äëÿ âñiõ n ≥ no.
Òàêèì ÷èíîì, Vn \U = Ø, òîáòî Vn ⊆ U äëÿ
âñiõ n ≥ no.

Äëÿ n,m ∈ N ïîêëàäåìî Vn,m = {Vi,n,m :
i ∈ In}. Çàóâàæèìî, ùî ñèñòåìà Vn,m ñêií-
÷åííà i V =

⋃
n,m

Vn,m ¹ ïåðåäáàçîþ â ïðîñòîði
X. Òîäi

Ṽ = {V1

⋂
· · ·

⋂
Vn : V1, . . . , Vn ∈ V}

¹ çëi÷åííîþ áàçîþ ïðîñòîðó X. Ç ìåòðèçà-
öiéíî¨ òåîðåìè Íàãàòè-Ñìèðíîâà [5, c. 417]
âèïëèâà¹, ùî ïðîñòið X ìåòðèçîâíèé. ¦
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