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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à, ×åðíiâöi

ÏÎ×ÀÒÊÎÂÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß ÌÎÄÅËÜÍÈÕ ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÈÕ
ÇÀ ÑÎËÎÍÍÈÊÎÂÈÌ ÑÈÑÒÅÌ ÍÅÎÄÍÎÐIÄÍÎ� ÑÒÐÓÊÒÓÐÈ

Äà¹òüñÿ îçíà÷åííÿ íîâîãî êëàñó ñèñòåì ðiâíÿíü, ÿêi ïî¹äíóþòü ó ñîái ñòðóêòóðè ñèñòåì,
ïàðàáîëi÷íèõ çà Ñîëîííèêîâèì i ïàðàáîëi÷íèõ çà Åéäåëüìàíîì. Ó ìîäåëüíîìó âèïàäêó îïè-
ñóþòüñÿ ñòðóêòóðà òà âëàñòèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi ðîçâ'ÿçêiâ i íàâîäÿòüñÿ ôîðìóëè
äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i.

A de�nition of a new class of equations systems, which combine structure of Solonnikov
parabolic and Eidelman parabolic systems is given. In a model case a structure of a fundamental
matrix of solutions is described and a formula for solutions of the initial problem is �nd.

Ó 1938 ð. I.Ã.Ïåòðîâñüêèé [1] ââiâ äî-
ñèòü øèðîêèé êëàñ ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì ëi-
íiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèí-
íèìè ïîõiäíèìè, ÿêèé íà äàíèé ÷àñ íàé-
ãëèáøå i íàéïîâíiøå äîñëiäæåíèé. Îçíà-
÷åííÿ I.Ã.Ïåòðîâñüêîãî óçàãàëüíþâàëîñü ó
ðiçíèõ íàïðÿìêàõ. Çîêðåìà, â 1960 ð.
Ñ.Ä.Åéäåëüìàí [2] ðîçãëÿíóâ íîâèé êëàñ ñè-
ñòåì, ÿêèé óçàãàëüíþâàâ êëàñ ñèñòåì, ïàðà-
áîëi÷íèõ çà Ïåòðîâñüêèì. Ó öèõ ñèñòåìàõ
äèôåðåíöiþâàííÿ çà ðiçíèìè ïðîñòîðîâèìè
çìiííèìè ìàþòü, âçàãàëi êàæó÷è, ðiçíi âàãè
âiäíîñíî äèôåðåíöiþâàííÿ çà ÷àñîâîþ çìií-
íîþ, òîáòî ñèñòåìè ìàþòü âåêòîðíó ïàðàáî-
ëi÷íó âàãó −→2b ≡ (2b1, . . . , 2bn). Òîìó òàêi ñè-
ñòåìè íàçâàíi −→2b-ïàðàáîëi÷íèìè. Äîñëiäæå-
ííÿì çàäà÷i Êîøi äëÿ íèõ ïðèñâÿ÷åíi ïðà-
öi [3 � 5]. Ó 1964 ð. Â.Î.Ñîëîííèêîâ [6] çà-
ïðîïîíóâàâ ùå îäíå óçàãàëüíåííÿ ïàðàáîëi-
÷íèõ çà Ïåòðîâñüêèì ñèñòåì. Ó öèõ ñèñòå-
ìàõ ïîðÿäîê îïåðàòîðà, ÿêèé äi¹ íà íåâiäî-
ìó ôóíêöiþ uj ó ðiâíÿííi ç íîìåðîì k, ìîæå
çàëåæàòè ÿê âiä k, òàê i âiä j. Òåîðiÿ êðàéî-
âèõ çàäà÷ i çàäà÷i Êîøi äëÿ òàêîãî êëàñó ñè-
ñòåì äåòàëüíî ðîçðîáëåíà â ôóíäàìåíòàëü-
íié ïðàöi [7] (äèâ. òàêîæ [8]).

Ó äàíié ñòàòòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ñèñòåìè,
ÿêi ïðèðîäíî óçàãàëüíþþòü ñèñòåìè, ïà-
ðàáîëi÷íi çà Ñ.Ä.Åéäåëüìàíîì, i ñèñòåìè,
ïàðàáîëi÷íi â ðîçóìiííi Â.Î.Ñîëîííèêîâà
(òàêi ñèñòåìè ìè íàçèâà¹ìî ïàðàáîëi÷íè-

ìè çà Ñîëîííèêîâèì ñèñòåìàìè íåîäíîði-
äíî¨ ñòðóêòóðè). Äëÿ òàêèõ ñèñòåì, ÿê i äëÿ
ñèñòåì Ñîëîííèêîâà îäíîðiäíî¨ ñòðóêòóðè,
ñòàâèòüñÿ ïî÷àòêîâà çàäà÷à. Ó ìîäåëüíîìó
âèïàäêó (êîëè ñèñòåìà ìiñòèòü òiëüêè ãðó-
ïó ñòàðøèõ ÷ëåíiâ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòà-
ìè) îïèñóþòüñÿ ñòðóêòóðà òà âëàñòèâîñòi
ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi ðîçâ'ÿçêiâ (ÔÌÐ)
i íàâîäÿòüñÿ ôîðìóëè äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷à-
òêîâî¨ çàäà÷i.

1. Îçíà÷åííÿ ïàðàáîëi÷íîñòi ñèñòå-
ìè. Íåõàé n, N , b1, . . . , bn � çàäàíi íàòóðàëü-
íi ÷èñëà, b � íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë
b1, . . . , bn; m ≡ (m1, . . . , mn), m0 ≡ 2b, mj ≡
2b/(2bj), j ∈ {1, . . . , n}; ‖α‖ ≡

n∑
j=0

mjαj,

ÿêùî α ≡ (α0, α1, . . . , αn) ∈ Zn+1
+ ; ‖α‖ ≡

n∑
j=1

mjαj, ÿêùî α ≡ (α1, . . . , αn) ∈ Zn
+; M ≡

n∑
j=0

mj; i � óÿâíà îäèíèöÿ; A(t, x, ∂t, ∂x) ≡
≡ (Akj(t, x, ∂t, ∂x))

N
k,j=1; u ≡ col(u1, . . . , uN),

f ≡ col(f1, . . . , fN)� íåâiäîìà òà çàäàíà âåê-
òîð-ôóíêöi¨.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà
sk i tj iç Z, ùî ñòåïiíü âiäíîñíî λ
ìíîãî÷ëåíà Akj(t, x, pλm0 , iσλm), σλm ≡
(σ1λ

m1 , . . . , σnλ
mn), íå ïåðåâèùó¹ sk + tj

i
N∑

k=1

(sk + tk) = 2br, äå r � ñòåïiíü
det A(t, x, p, iσ) ÿê ìíîãî÷ëåíà âiä p.
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Íåõàé A0 ≡ (A0
kj)

N
k,j=1 � ãîëîâíà ÷à-

ñòèíà A, òîáòî A0
kj(t, x, pλm0 , iσλm) =

λsk+tjA0
kj(t, x, p, iσ).

Îçíà÷åííÿ. Ñèñòåìà ðiâíÿíü

A(t, x, ∂t, ∂x)u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Q, (1)

íàçèâà¹òüñÿ ïàðàáîëi÷íîþ çà Ñîëîííèêîâèì
ç íåîäíîðiäíîþ ñòðóêòóðîþ íà ìíîæèíi Q,
ÿêùî iñíó¹ òàêà ñòàëà δ > 0, ùî äëÿ áóäü-
ÿêèõ (t, x) ∈ Q i σ ∈ Rn p-êîðåíi ðiâíÿííÿ
det A0(t, x, p, iσ) = 0 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-
íiñòü

Re p(t, x, σ) ≤ −δ(σ2b1
1 + · · ·+ σ2bn

n ).

×àñòèííèìè âèïàäêàìè âèùåîçíà÷åíèõ
ñèñòåì ¹ ñèñòåìè, ïàðàáîëi÷íi çà Ïåòðîâ-
ñüêèì (mk = 1, k ∈ {1, . . . , n}, sj = 0 i
tj = 2bnj, nj ∈ N, j ∈ {1, . . . , N}), −→2b-
ïàðàáîëi÷íi çà Åéäåëüìàíîì (mk > 1 äëÿ
ïðèíàéìíi îäíîãî k ∈ {1, . . . , n}, sj = 0 i
tj = 2bnj, j ∈ {1, . . . , N}) i ïàðàáîëi÷íi çà
Ñîëîííèêîâèì îäíîðiäíî¨ ñòðóêòóðè (mk =
1, k ∈ {1, . . . , n}).

Íàâåäåìî ïðèêëàä ñèñòåìè, ÿêà íå íàëå-
æèòü æîäíîìó ç öèõ ÷àñòèííèõ âèïàäêiâ. Öå
òàêà ñèñòåìà ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ïî-
áóäîâàíà àíàëîãi÷íî ñèñòåìi (1.3) ç [7]:





a1u1 + a2∂tu2 − a3(∂
2
x1
− ∂4

x2
)u2 = f1,

a3∂tu1 − a2(∂
2
x1
− ∂4

x2
)u1+

+a4(∂
2
t + (∂2

x1
− ∂4

x2
)2)u2 = f2.

Äëÿ íå¨ n = N = 2, A = A0 =

=

(
a1 a2p + a3(σ

2
1 + σ4

2)
a3p + a2(σ

2
1 + σ4

2) a4(p
2 + (σ2

1 + σ4
2)

2)

)
,

b1 = 1, b2 = 2, b = 2, m1 = 2, m2 = 1, r = 2,
s1 = −4, t1 = 4, s2 = 0, t2 = 8, det A0 =
(a1a4−a2a3)(p

2 +(σ2
1 +σ4

2)
2)− (a2

2 +a2
3)p(σ2

1 +
σ4

2).
Ñèñòåìà ¹ ïàðàáîëi÷íîþ â ðîçóìiííi âè-

ùåíàâåäåíîãî îçíà÷åííÿ òîäi, êîëè a1a4 −
a2a3 < 0 i a2

2 + a2
3 > 0.

2. Ïîñòàíîâêà ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i.Äëÿ
ñèñòåì (1) çàäàâàòè ïî÷àòêîâi óìîâè òàê, ÿê
äëÿ ñèñòåì Ïåòðîâñüêîãî, âçàãàëi êàæó÷è,

íå ìîæíà (öå ïîâ'ÿçàíî çi ñòðóêòóðàìè ìà-
òðèöi ñèñòåìè òà ¨¨ ãîëîâíî¨ ÷àñòèíè). Çàäà-
âàòèìåìî ¨õ òàê ñàìî, ÿê äëÿ ñèñòåì Ñîëîí-
íèêîâà ç îäíîðiäíîþ ñòðóêòóðîþ [7].

Íåõàé B(x, ∂t, ∂x)≡ (Bkj(x, ∂t, ∂x))
r, N

k=1,j=1�
ìàòðè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç, ϕ =
col(ϕ1, . . . , ϕr) � çàäàíà âåêòîð-ôóíêöiÿ.
Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü òàêi öiëi ÷è-
ñëà pk, ùî ñòåïiíü âiäíîñíî λ ìíîãî÷ëåíà
Bkj(x, pλm0 , iσλm) íå ïåðåâèùó¹ pk + tj, äå
tj � òi ñàìi, ùî é ó ñèñòåìi (1).

Ãîëîâíîþ ÷àñòèíîþ âèðàçó B íàçâåìî âè-
ðàç B0≡(B0

kj)
r, N

k=1,j=1 , äå B0
kj(x, pλm0 , iσλm) =

λpk+tjB0
kj(x, p, iσ).

Òîäi ïî÷àòêîâi óìîâè äëÿ ñèñòåìè (1) çà-
äàþòüñÿ ó âèãëÿäi

B(x, ∂t, ∂x)u(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn, (2)

äå, äëÿ çàáåçïå÷åííÿ êîðåêòíîñòi ïî÷àòêîâî¨
çàäà÷i, ìàòðèöÿ B ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè òà-
êó óìîâó äîïîâíÿëüíîñòi: ðÿäêè ìàòðèöi

C(x, p) ≡ B0(x, p, 0)Â0(0, x, p, 0),

äå Â0 ≡ det A0(A0)−1 � ìàòðèöÿ, âçà¹ìíà äëÿ
A0, ëiíiéíî íåçàëåæíi çà ìîäóëåì ïîëiíîìà
pr â êîæíié òî÷öi x ∈ Rn.

Óìîâè, íàêëàäåíi íà âèðàç B, äîçâîëÿ-
þòü, ÿê i â [7], äëÿ êîæíî¨ ñèñòåìè âè-
çíà÷èòè ÷èñëà pk i ç òî÷íiñòþ äî äåÿêèõ
àëãåáðà¨÷íèõ ïåðåòâîðåíü ïîáóäóâàòè ìà-
òðèöþ B0(x, p, 0). Ìàòðèöÿ B′(x, p, iσ) ≡
B0(x, p, iσ)−B0(x, p, 0) âiäiãðà¹ ðîëü ìîëîä-
øîãî ÷ëåíà, äëÿ ¨¨ åëåìåíòiâ ïîâèííà âèêî-
íóâàòèñÿ ëèøå îäíà óìîâà: ñòåïiíü âiäíî-
ñíî λ ìíîãî÷ëåíà B′

kj(x, pλm0 , iσλm) äîðiâ-
íþ¹ pk + tj.

3. ÔÌÐ ìîäåëüíî¨ ñèñòåìè. Ðîçãëÿíå-
ìî â ïðîñòîði Rn+1 ñèñòåìó ðiâíÿíü, ïàðàáî-
ëi÷íó çà Ñîëîííèêîâèì íåîäíîðiäíî¨ ñòðó-
êòóðè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêà ìiñòèòü
ëèøå ãðóïó ñòàðøèõ ÷ëåíiâ,

A0(∂t, ∂x)u = f. (3)

ßê i â [7], ÔÌÐ Z ≡ (Zkj)
N
k,j=1 ñèñòå-

ìè (1) âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíèé
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ðîçâ'ÿçîê (ÔÐ) Γ ðiâíÿííÿ
det A0(∂t, ∂x) = 0 (4)

òàêèìè ôîðìóëàìè:

Zkj(t, x) = Â0
kj(∂t, ∂x)Γ(t, x),

t > 0, x ∈ Rn, {k, j} ⊂ {1, . . . , N}, (5)

â ÿêèõ Â0
kj � åëåìåíò âçà¹ìíî¨ ìàòðèöi Â0,

òîáòî àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ åëåìåíòà A0
jk

ìàòðèöi A0.
Ðiâíÿííÿ (4) ¹ −→2b-ïàðàáîëi÷íèì ðiâíÿí-

íÿì óçàãàëüíåíîãî ïîðÿäêó 2br çà ïðîñòîðî-
âèìè çìiííèìè x i r çà ÷àñîâîþ çìiííîþ t.
Âëàñòèâîñòi éîãî ÔÐ âèâ÷åíi â [2 � 4]. Çîêðå-
ìà, äëÿ Γ ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè
|∂α

t,xΓ(t, x)| ≤ Cαtr−(M+‖α‖)/(2b)Ec(t, x), (6)

t > 0, x ∈ Rn, α ∈ Zn+1
+ ,

äå ∂α
t,x ≡ ∂α0

t ∂α1
x1

. . . ∂αn
xn
, Cα i c � äîäàòíi ñòà-

ëi, Ec(t, x) ≡ exp

{
−c

n∑
j=1

t1−qj |xj|qj

}
, qj ≡

2bj/(2bj − 1).
Ç (5), (6) âèïëèâàþòü òàêi îöiíêè äëÿ åëå-

ìåíòiâ ÔÌÐ Z:
|∂α

t,xZkj(t, x)| ≤ Cαt−(M+‖α‖−sj−tk)/(2b)Ec(t, x),
(7)

t > 0, x ∈ Rn, α ∈ Zn+1
+ , {k, j} ⊂ {1, . . . , N}.

Ðîçãëÿíåìî îá'¹ìíèé ïîòåíöiàë, ïîðî-
äæåíèé ÔÐ Γ,

Vf (t, x) ≡
t∫

−∞

dτ

∫

Rn

Γ(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ,

(t, x) ∈ Rn+1,

ââàæàþ÷è, äëÿ ïðîñòîòè, ùî f � äîñèòü
ãëàäêà é ôiíiòíà ôóíêöiÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è
âëàñòèâîñòi ÔÐ Γ, îäåðæó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ
Vf ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

det A0(∂t, ∂x)Vf = f.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöi¨

uj(t, x) ≡
N∑

l=1

Â0
jl(∂t, ∂x)Vfl

(t, x),

(t, x) ∈ Rn+1, j ∈ {1, . . . , N},
äëÿ äîâiëüíèõ äîñèòü ãëàäêèõ i ôiíiòíèõ
ôóíêöié fl, l ∈ {1, . . . , N}, ¹ êîìïîíåíòàìè
ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (3) ç f = col(f1, . . . , fN).
Ñïðàâäi,

N∑
j=1

A0
kj(∂t, ∂x)uj =

=
N∑

j=1

A0
kj(∂t, ∂x)

(
N∑

l=1

Â0
jl(∂t, ∂x)Vfl

)
=

=
N∑

l=1

(
N∑

j=1

A0
kj(∂t, ∂x)Â0

jl(∂t, ∂x)

)
Vfl

=

=
N∑

l=1

δkl det A0(∂t, ∂x)Vfl
=

N∑

l=1

δklfl = fk,

k ∈ {1, . . . , N},
äå δkl � ñèìâîë Êðîíåêåðà, áî A0Â0 =
A0(A0)−1 det A0 = I det A0, I � îäèíè÷íà ìà-
òðèöÿ ïîðÿäêó N .

Îòæå, êîìïîíåíòè ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (3)
âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

uj(t, x) =
N∑

l=1

Â0
jl(∂t, ∂x)

t∫

−∞

dτ

∫

Rn

Γ(t−τ, x−ξ)×

×fl(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Rn+1, j ∈ {1, . . . , N}.
Çàóâàæèìî, ùî öèìè ôîðìóëàìè âèçíà-

÷à¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3) i ó âèïàäêó,
êîëè ôóíêöi¨ fl íàëåæàòü äî çíà÷íî øèðøèõ
êëàñiâ, íiæ öå ìè ïðèïóñêàëè. Öå ìîæíà äî-
âåñòè, êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäèêîþ äîñëiäæåí-
íÿ −→2b-ïàðàáîëi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ ç [5].

4. Ôîðìóëè äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ìîäåëü-
íî¨ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i. Ðîçãëÿíåìî ïî÷àò-
êîâó çàäà÷ó

A0(∂t, ∂x)u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ Rn,
B0(∂t, ∂x)u(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn,

}
(8)

â ÿêié ìàòðè÷íi äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè A0 i
B0 çàäîâîëüíÿþòü ñôîðìóëüîâàíi â ïï. 1 i 2
óìîâè.
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Òàê ñàìî, ÿê ó [7], äîâîäèòüñÿ, ùî äëÿ äî-
ñèòü ãëàäêèõ êîìïîíåíò ϕk âåêòîð-ôóíêöi¨
ϕ, ÿêi ìîæóòü íå äóæå øâèäêî çðîñòàòè íà
íåñêií÷åííîñòi, êîìïîíåíòè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
(8) âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

uj(t, x) =
r∑

k=1

∫

Rn

Gjk(t, x− ξ)ϕk(ξ)dξ,

t > 0, x ∈ Rn, j ∈ {1, . . . , N}, (9)

â ÿêèõ

Gjk(t, x) ≡
N∑

l=1

Plk(∂t, ∂x)Zjl(t, x),

t > 0, x ∈ Rn, (10)

äå

Plk(pλ
m0 , iσm) = λsl−pk−2bPlk(p, iσ), (11)

a Zjl � åëåìåíòè ÔÌÐ Z.
Ç (7), (10) i (11) âèïëèâàþòü òàêi îöiíêè

äëÿ ÿäåð Gjk:

|∂α
t,xGjk(t, x)| ≤ Cαt1−(M+‖α‖−tj−pk)/(2b)×

×Ec(t, x), t > 0, x ∈ Rn, α ∈ Zn+1
+ . (12)

Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî ïî÷àòêîâó çà-
äà÷ó äëÿ îäíîãî −→2b-ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ
ïîðÿäêó r ≥ 1 çà çìiííîþ t, ÿêà ìà¹ âèãëÿä

∑

‖α‖=2br

aα∂α
t,xu = 0, ∂j−1

t u|t=0 = ϕj,

j ∈ {1, . . . , r}, (13)

äå ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî a(r,0) = 1.
Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i N = 1, s1 = 0, t1 = 2br,

pk = 2b(k − 1− r), k ∈ {1, . . . , r}, B0(p, iσ) =
col(1, p, . . . , pr−1).

Ôîðìóëà (9) äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (13) íà-
áóâà¹ âèãëÿäó

u(t, x) =
r∑

k=1

∫

Rn

Gk(t, x− ξ)ϕk(ξ)dξ,

t > 0, x ∈ Rn.

Âèðàçè äëÿ ÿäåð Gk ìîæíà îäåðæàòè iç
çàãàëüíèõ ôîðìóë (10) àáî ñêîðèñòàòèñÿ ðå-
çóëüòàòàìè ç [4], çãiäíî ç ÿêèìè

Gk(t, x) = ∂r−k
t Γ(t, x) + θ(r − k − 1)×

×
∑

‖α‖=2b(r−k)
α0<r−k

aαk
∂α

t,xΓ(t, x),

äå Γ � ÔÐ ðiâíÿííÿ (8), θ � ôóíêöiÿ Õåâi-
ñàéäà, αk ≡ (α0 + k, α).

ßêùî âðàõóâàòè, ùî äëÿ Γ ñïðàâ-
äæóþòüñÿ îöiíêè (6), òî äëÿ ÿäåð Gk

îäåðæàòüñÿ òàêi îöiíêè: |∂α
t,xGk(t, x)| ≤

Cαtk−(M+‖α‖)/(2b)Ec(t, x), t > 0, x ∈ Rn, α ∈
Zn+1, k ∈ {1, . . . , r}.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öi îöiíêè ¹ íà-
ñëiäêàìè îöiíîê (12).
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