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Óñòàíîâëåíî êîðåêòíiñòü çàãàëüíî¨ ïàðàáîëi÷íî¨ çàäà÷i ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè â êðà-
éîâèõ îïåðàòîðàõ.

The correctness of the boundary value problem for the parabolic systems with integral condi-
tions in the boundary operators has been established.

Çàãàëüíi ïàðàáîëi÷íi êðàéîâi çàäà÷i ç äè-
ôåðåíöiàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè áóëè
îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ Ñ.Ä. Åéäåëüìàíà [1],
Ñ.Ä. Iâàñèøåíà [2], Ì.I. Ìàòié÷óêà [4] òà
iíøèõ. Çàäà÷i ç íåëîêàëüíèìè óìîâàìè çà
÷àñîâîþ çìiííîþ âèâ÷åíî áàãàòüìà àâòîðà-
ìè, çîêðåìà ó ïðàöÿõ Á.I. Ïòàøíèêà [3] òà
Ì.I. Ìàòié÷óêà [5].

Ó äàíié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïàðàáîëi÷íà
çàäà÷à ç êðàéîâèìè óìîâàìè, ÿêi ìiñòÿòü ií-
òåãðàëüíi îïåðàòîðè.

1. Ó øàði Π+ = (0, T ) × E+
n , E+

n = {x ∈
En, xn ≥ 0} ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàãàëüíà ïàðàáî-
ëi÷íà êðàéîâà çàäà÷à ç iíòåãðàëüíèìè óìî-
âàìè íà ãiïåðïëîùèíi

Lu ≡ ∂u

∂t
−

∑

|k|≤2b

Ak(t, x)Dk
xu = f(t, x), (1)

u|t=0 = ϕ(x), (2)

Bi(t, x, Dx)u|xn=0 +

∞∫

0

Pi(t, x, Dx)u(t, x)dxn =

= gi(t, x
′), i = 1, bN, (3)

Bi ≡
∑

|k|≤ri

bik(t, x)Dk
x, Pi ≡

∑

|k|≤ri

pik(t, x)Dk
x,

0 ≤ ri < 2b, x′ = (x1, x2, . . . , xn−1).

Òåîðåìà 1(ïðî êîðåêòíiñòü). Íåõàé
çàäà÷à (1)-(3) â îáëàñòi Π+ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó ðiâíîìiðíî¨ ïàðàáîëi÷íîñòi òà óìî-
âó Ëîïàòèíñüêîãî, Ak, f ∈ C

(α)
x (Π+), ϕ ∈

C(2b+α)(E+
n ), gi ∈ C(2b−ri+α)(Π′), Π′ = (0, T )×

En−1, bik, pik ∈ C(2b−ri+α)(Π+), ïðè÷îìó pik

àáñîëþòíî ñóìîâíi çà ïðîñòîðîâîþ çìií-
íîþ xn, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà óçãîäæåíîñòi
íà ïî÷àòêîâié ãiïåðïëîùèíi

Bi(0, x, Dx)ϕ|xn=0 +

∞∫

0

Pi(0, x, Dx)ϕ(x)dxn =

= gi(0, x
′), i = 1, bN.

Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)-(3) çîáðàæà¹-
òüñÿ ñóìîþ iíòåãðàëà Ïóàññîíà, îá'¹ìíîãî
i ïîâåðõíåâîãî iíòåãðàëiâ

u(t, x) =

∫

En

Z(t, 0, x, ξ)ϕ(ξ)dξ+

+

t∫

0

dτ

∫

En

Z(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+
bN∑
j=1

t∫

0

dτ

∫

En−1

ε
(αj)
j (t, τ, x, ξ′)µj(τ, ξ

′)dξ′, (4)

äå µj âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ðåçîëü-
âåíòè Rij ðiâíîñòÿìè

µj(t, x
′) = D

(αj)
Λ gj(t, x

′)+

+
bN∑
i=1

t∫

0

dτ

∫

En−1

Rij(t, τ, x
′, ξ′)D(αj)

Λ gi(τ, ξ
′)dξ′,

gi âèçíà÷åíi íèæ÷å, i ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü

|u|2b+α≤C

(
|ϕ|2b+α+|f |α+

bN∑
j=1

|gj|2b−rj+α

)
. (5)
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïîëÿãàòèìå ó çíà-
õîäæåííi é îöiíöi ðîçâ'ÿçêó âèõiäíî¨ çàäà÷i.

Äëÿ çàäà÷i (1)-(3) ðîçâ'ÿçîê áóäåìî øó-
êàòè ó âèãëÿäi ñóìè

u(t, x) = u1(t, x) + u2(t, x), (6)

äå u1(t, x) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi

Lu1 = f(t, x), u1|t=0 = ϕ(x), (7)

u2(t, x) � ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i

Lu2 = 0, u2|t=0 = 0,

Biu2|xn=0 +

∞∫

0

Piu2dxn = gi(t, x
′), i = 1, bN,

gi(t, x
′) ≡ gi(t, x

′)−Biu1|xn=0−
∞∫

0

Pi u1(t, x)dxn.

Äëÿ çàäà÷i Êîøi (7) ñêîðèñòà¹ìîñü íàñòó-
ïíîþ òåîðåìîþ.

Òåîðåìà 2 (ïðî êîðåêòíiñòü çàäà÷i
Êîøi). Íåõàé êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè (1) âè-
çíà÷åíi â øàði Π = (0, T )×En, íåïåðåðâíi ïî
t, ïðè÷îìó ðiâíîìiðíî ùîäî x ïðè |k| = 2b.
Çà àðãóìåíòîì x âñi êîåôiöi¹íòè ãåëüäå-
ðîâi, òîáòî Ak ∈ C

(α)
x (Π). Ñèñòåìà ðiâíî-

ìiðíî ïàðàáîëi÷íà. Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êî-
øi (1)-(2) âèçíà÷à¹òüñÿ ñóìîþ ïîòåíöiàëiâ
[1,c. 237] :

u(t, x) =

∫

En

Z(t, 0, x, ξ)ϕ(ξ)dξ+

+

t∫

0

dτ

∫

En

Z(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ, (8)

ïðè÷îìó ÿêùî ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ ϕ ∈
C(En), òî ðîçâ'ÿçîê ¹ íåïåðåðâíèì, à éîãî
ïîõiäíi � ðîçðèâíi íà ïî÷àòêîâié ãiïåðïëî-
ùèíi i çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

∣∣Dk
xu(t, x)

∣∣ ≤ C
(
|ϕ|c · t−

|k|
2b + |f |α

)
. (9)

ßêùî ϕ ∈ C(2b+α)(En), òî u ∈ C(2b+α)(Π) i

|u|2b+α ≤ C(|ϕ|2b+α + |f |α). (10)

Ïðîäîâæèâøè êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè
Ak(t, x), ïðàâó ÷àñòèíó f(t, x) i ïî÷àòêîâó
ôóíêöiþ ϕ(x) ç ïiâïðîñòîðó xn > 0 íà
âåñü ïðîñòið En çi çáåðåæåííÿì ãëàäêîñòi,
ðîçâ'ÿçîê u1 çàäà÷i Êîøi (7) ïðè âèêîíàííi
óìîâ òåîðåìè 2 çîáðàçèòüñÿ ó âèãëÿäi (8),
äå Z � ôóíäàìåíòàëüíà ìàòðèöÿ ðîçâ'ÿçêiâ
çàäà÷i Êîøi, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü
[1, ñ. 73]:
∣∣Dk

xZ(t, τ, x, ξ)
∣∣ ≤ C(t− τ)−

n+|k|
2b e−cρ(t,τ,x,ξ),

(|k| ≤ 2b),

ρ(t, τ, x, ξ) =

( |x− ξ|
(t− τ)1/2b

)q

, q =
2b

2b− 1
.

Ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i u2 øóêà¹ìî çà
äîïîìîãîþ ïîâåðõíåâèõ ïîòåíöiàëiâ ç íåâi-
äîìîþ ùiëüíiñòþ µj:

u2(t, x) =
bN∑
j=1

Vj(t, x) =

=
bN∑
j=1

t∫

0

dτ

∫

En−1

ε
(αj)
j (t, τ, x, ξ′)µj(τ, ξ

′)dξ′,

äå

ε
(αj)
j (t, τ, x, ξ′) = G

(αj)
j (t− τ, x− ξ′, τ, ξ′)−

−Wj(t, τ, x, ξ′), 0 < αj < 1,

Wj(t, τ, x, ξ′) =

t∫

τ

dβ

∫

E+
n

Z(t, β, x, y)×

×L(β, y,Dy)G
(αj)
j (β − τ, y − ξ′, τ, ξ′)dy,

i äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
[4, c. 87]:

lim
xn→0

Bi(t, x, Dx)Vj(t, x) = δijI
(αj)
Λ µj(t, x

′)+

+

t∫

o

dτ

∫

En−1

{
B

(0)
i

[
G

(αj)
j (t− τ, x′ − ξ′, τ, ξ′)−

− G
(αj)
j (t− τ, x′ − ξ′, t, y′)

]∣∣∣
y′=x′

+
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+B
(1)
i (t, x′, Dx′)G

(αj)
j (t− τ, x′ − ξ′, τ, ξ′)−

− Bi(t, x
′, Dx′)Wj(t, τ, x

′, ξ′)}µj(τ, ξ
′)dξ′,

(11)
äå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà,

B
(0)
i ≡

∑

|k|=ri

bik(t, x
′)Dk

x′ , B
(1)
i ≡

∑

|k|<ri

bik(t, x
′)Dk

x′ .

Òóò I
(αj)
Λ � îïåðàòîð äðîáîâîãî iíòåãðóâà-

ííÿ,

G
(αj)
j (t, x, τ, ξ′) = I

(αj)
Λ Gj(t, x, τ, ξ′)

� ôóíêöi¨ òèïó ÿäåð Ïóàññîíà, äëÿ ÿêèõ
ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi [4, c.85]:

∣∣∣Dk
xG

(αj)
j

∣∣∣ ≤ Ck
e−cρ(t,τ,x,ξ)

(t− τ)
n−1+2b−rj+|k|−2bαj

2b

. (12)

Ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i u2 çàäîâîëüíÿ¹
îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ çà ðàõóíîê òîãî, ùî

LWj(t, τ, x, ξ′) = LG
(αj)
j (t, τ, x, ξ′), xn > 0.

Ïðè xn > 0 ïiäiíòåãðàëüíi ôóíêöi¨ ε
(αj)
j

íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, òîìó ïðè
t → 0 âèêîíó¹òüñÿ íóëüîâà ïî÷àòêîâà óìîâà.
Çàäîâîëüíèìî êðàéîâi óìîâè, êîðèñòóþ÷èñü
ñïiââiäíîøåííÿì (11):

Bi(t, x, Dx)u2|xn=0 +

∞∫

0

Pi(t, x, Dx)u2(t, x)dxn=

=
bN∑
j=1

δijI
(αj)
Λ µj(t, x

′)+

+
bN∑
j=1

t∫

0

dτ

∫

En−1

Eij(t, τ, x
′, ξ′)µj(τ, ξ

′)dξ′+

+
bN∑
j=1

∞∫

0

dxn

t∫

0

dτ

∫

En−1

Pi ε
(αj)
j (t, τ, x, ξ′)×

×µj(τ, ξ
′)dξ′ = gi(t, x

′), i = 1, bN,

äå

Eij(t, τ, x
′, ξ′)≡B

(0)
i

[
G

(αj)
j (t−τ, x′−ξ′, τ, ξ′)−

− G
(αj)
j (t− τ, x′ − ξ′, t, y′)

]∣∣∣
y′=x′

+

+B
(1)
i G

(αj)
j (t− τ, x′−ξ′, τ, ξ′)−

−Bi(t, x
′, Dx′)Wj(t, τ, x

′, ξ′). (13)

Âðàõîâóþ÷è çíà÷åííÿ ñèìâîëó Êðîíåêåðà,
îäåðæèìî:

I
(αi)
Λ µi(t, x

′) +
bN∑
j=1

t∫

0

dτ

∫

En−1

{Eij(t, τ, x
′, ξ′)+

+

∞∫

0

Piε
(αj)
j (t, τ, x, ξ′)dxn

}
· µj(τ, ξ

′)dξ′ =

= gi(t, x
′), i = 1, bN. (14)

Öå iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè-Ôðåäãî-
ëüìà 1-ãî ðîäó âiäíîñíî íåâiäîìèõ ùiëüíîñ-
òåé µj. Çâåäåìî öþ ñèñòåìó äî åêâiâàëåíòíî¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü Âîëüòåððè-Ôðåäãîëüìà 2-
ãî ðîäó. Äëÿ öüîãî çàñòîñó¹ìî äî îáîõ ÷à-
ñòèí ðiâíîñòåé (14) îïåðàòîð äðîáîâîãî äè-
ôåðåíöiþâàííÿ ïîðÿäêó αi, îñêiëüêè âií ¹
ïðàâèì îáåðíåíèì äî îïåðàòîðà äðîáîâîãî
iíòåãðóâàííÿ:

µi(t, x
′) +

bN∑
j=1

t∫

0

dτ

∫

En−1

{
D

(αi)
Λ Eij(t, τ, x

′, ξ′)+

+D
(αi)
Λ

∞∫

0

Piε
(αj)
j (t, τ, x, ξ′)dxn

}
·µj(τ, ξ

′)dξ′ =

= D
(αi)
Λ gi(t, x

′), i = 1, bN (15)

ïðè óìîâi, ùî µi ∈ C
(α)
x′ .

Ïîçíà÷èìî ÿäðî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà
÷åðåç

Kij(t, τ, x
′, ξ′) ≡ −

[
D

(αi)
Λ Eij(t, τ, x

′, ξ′)+

+D
(αi)
Λ

∞∫

0

Piε
(αj)
j (t, τ, x, ξ′)dxn

]
.

Òîäi ñèñòåìà (15) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

µi(t, x
′) = D

(αi)
Λ gi(t, x

′)+
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+
bN∑
j=1

t∫

0

dτ

∫

En−1

Kij(t, τ, x
′, ξ′)µj(τ, ξ

′)dξ′, (16)

i = 1, bN.

Îòæå, êðàéîâà çàäà÷à äëÿ u2 çâåëàñü äî
ñèñòåìè íåîäíîðiäíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü
Âîëüòåððè-Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäó (16). Ùîá
îäíîçíà÷íî çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ìåòî-
äîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, îöiíèìî ÿäðà
Kij.

Ôóíêöi¨ Eij(t, τ, x
′, ξ′) âèçíà÷àþòüñÿ ñó-

ìîþ òðüîõ äîäàíêiâ (13). Ïåðøèé äîäàíîê
ìiñòèòü ðiçíèöþ ôóíêöié òèïó ÿäåð Ïóà-
ññîíà ïî òðåòüîìó i ÷åòâåðòîìó àðãóìåí-
òàõ. Îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè âèõiäíî¨ ñèñòåìè
i êðàéîâîãî îïåðàòîðà Bi ãåëüäåðîâi, òî G

(αj)
j

òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà. ßêùî
ïîçíà÷èòè öåé äîäàíîê ÷åðåç M1, òî íà îñíî-
âi íåðiâíîñòi (12) îäåðæèìî òàêó îöiíêó:

|M1| ≤ C
e−cρ(t,τ,x′,ξ′)

(t− τ)
n−1+2b−rj+ri−2bαj−α

2b

. (17)

Äðóãèé äîäàíîê ¹ ðåçóëüòàòîì äi¨ êðàéî-
âîãî îïåðàòîðà, ùî ìiñòèòü òiëüêè ãðóïó ìî-
ëîäøèõ. Îöiíèìî òðåòié äîäàíîê. Äëÿ öüî-
ãî çíàéäåìî îöiíêè ïîõiäíèõ ïîòåíöiàëó Wj.
Çàñòîñó¹ìî äî G

(αj)
j îïåðàòîð âèõiäíî¨ ñèñòå-

ìè:

LG
(αj)
j (t, x, τ, ξ′) =

∑

|k|=2b

[Ak(τ, ξ
′)− Ak(t, x)]×

×Dk
xG

(αj)
j −

∑

|k|≤2b−1

Ak(t, x)Dk
xG

(αj)
j .

Ç óðàõóâàííÿì îöiíêè ïîõiäíèõ ôóíêöié òè-
ïó ÿäåð Ïóàññîíà (12) i òîãî, ùî êîåôiöi¹íòè
ñèñòåìè (1) ãåëüäåðîâi ïî ïðîñòîðîâîìó àð-
ãóìåíòó, ìàòèìåìî:
∣∣∣LG

(αj)
j

∣∣∣≤C
(
|x− ξ′|α(t− τ)−

n−1+2b−rj+2b−2bαj
2b +

+(t− τ)−
n−1+2b−rj+2b−1−2bαj

2b

)
e−cρ(t,τ,x,ξ′) ≤

≤ C(t− τ)−
n−1+2b−rj+2b−2bαj−α

2b e−c′ρ(t,τ,x,ξ′).

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñü íåðiâíiñòþ |z|αe−ε|z|q ≤
Const, ε > 0. Äëÿ ñóìîâíîñòi ùiëüíîñòi
LG

(αj)
j íåîáõiäíî, ùîá

2b− rj − 2bαj − α < 0.

Ïîêëàäåìî

0 < αj =
2b− rj − ε

2b
< 1, ε < α.

Òîäi ùiëüíiñòü çàäîâîëüíÿòèìå òàêó íåðiâ-
íiñòü:

∣∣∣LG
(αj)
j

∣∣∣ ≤ C(t− τ)−
n−1+2b−ε′

2b e−cρ(t,τ,x,ξ′),

ε′ = α− ε > 0.

Ïðè òàêîìó âèáîði ÷èñåë αj ïîõiäíi ïîòåíöi-
àëó Wj îöiíÿòüñÿ:

∣∣Dk
xWj

∣∣ ≤
t∫

τ

dβ

∫

E+
n

∣∣Dk
xZ(t, β, x, y)

∣∣×

×
∣∣∣L(β, y,Dy)G

(αj)
j (β − τ, y − ξ′, τ, ξ′)

∣∣∣ dy ≤

≤ Ck

t∫

τ

dβ

(t− β)
|k|
2b (β − τ)

2b−1−ε′
2b

×

×
∫

En

e−cρ(t,β,x,y)e−cρ(β,τ,y,ξ′)

(t− β)
n
2b (β − τ)

n
2b

dy.

Â iíòåãðàëi ïî β ïåðåéäåìî äî Â-ôóíêöi¨ ÷å-
ðåç çàìiíó t− β = η(t− τ), à äëÿ îöiíêè íå-
âëàñíîãî îá'¹ìíîãî iíòåãðàëà ñêîðèñòà¹ìîñü
íàñòóïíîþ ëåìîþ.

Ëåìà 1 (ïðî îöiíêó íåâëàñíîãî îá'-
¹ìíîãî iíòåãðàëà). Äëÿ iíòåãðàëà

Ic(t, τ, x, ξ) =

∫

En

e−cρ(t,β,x,y)−cρ(β,τ,y,ξ)

(t− β)
n
2b (β − τ)

n
2b

dy

ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü [1, ñ.39]

Ic(t, τ, x, ξ) ≤ Cε
e−(c−ε)ρ(t,τ,x,ξ)

(t− τ)n/2b
, 0 < ε < c.
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Íà îñíîâi öi¹¨ ëåìè îñòàòî÷íî îäåðæèìî:
∣∣Dk

xWj(t, τ, x, ξ′)
∣∣≤CkCεB

(
2b−|k|

2b
,
1+ε′

2b

)
×

×(t− τ)−
n−1+|k|−ε′

2b e−(c−ε)ρ(t,τ,x,ξ′). (18)

Ó ðåçóëüòàòi äëÿ ôóíêöi¨ Eij, âðàõîâóþ÷è
íåðiâíîñòi (17), (18), îäåðæèìî òàêó îöiíêó:

|Eij(t, τ, x
′, ξ′)| ≤ C(t−τ)−

n−1+ri−ε′
2b e−cρ(t,τ,x′,ξ′).

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñü òâåðäæåííÿì ïðî äiþ
îïåðàòîðiâ äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ òà
iíòåãðóâàííÿ.

Òåîðåìà 3. ßêùî f ∈ C(m)(Π), òî
[4, ñ.80]:

D
(α)
Λ f ∈ C(m−2bα)(Π), I

(α)
Λ f ∈ C(m+2bα)(Π).

Íà îñíîâi öi¹¨ òåîðåìè ìà¹ìî
∣∣∣D(αi)

Λ Eij

∣∣∣ ≤ C(t−τ)−
n−1+ri−ε′+2bαi

2b e−cρ(t,τ,x′,ξ′),

çâiäêè, âðàõîâóþ÷è âèáið αi,∣∣∣D(αi)
Λ Eij

∣∣∣≤C(t−τ)−
n−1+2b−α

2b e−cρ(t,τ,x′,ξ′). (19)

Îöiíèìî äðóãèé äîäàíîê ó êîíñòðóêöi¨
ÿäåð Kij. Äëÿ öüîãî ðîçïèøåìî îïåðàòîð
äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ:

D
(αi)
Λ




∞∫

0

Pi(t, x, Dx) ε
(αj)
j (t, τ, x, ξ′)dxn


 =

= Λ(D)


 1

Γ(αi)

t∫

0

dβ

(t− β)αi
×

×
∫

En−1

G(t−β, x′−z′)

∞∫

0

Pi ε
(αj)
j (β, τ, z, ξ′)dzndz′


.

Çà âëàñòèâiñòþ îá'¹ìíîãî ïîòåíöiàëó ïðè
çàñòîñóâàííi îïåðàòîðà Λ(D) äî öüîãî ïî-
òåíöiàëó îäåðæó¹ìî ùiëüíiñòü, ÿêùî âîíà
ãåëüäåðîâà ïî ïðîñòîðîâîìó àðãóìåíòó. Ìà-
òèìåìî

D
(αi)
Λ




∞∫

0

Pi(t, x, Dx) ε
(αj)
j (t, τ, x, ξ′)dxn


 =

=
1

Γ(αi)

1

(t− τ)αi

∞∫

0

Pi ε
(αj)
j (t, τ, x, ξ′)dxn ≡

≡ Ni(t, τ, x
′, ξ′)

çà óìîâè, ùî Ni ∈ C
(α)
x′ .

Îöiíèìî Ni. Ôóíêöi¨ ε(αj)
j ¹ ðiçíèöåþ ôóí-

êöié òèïó ÿäåð Ïóàññîíà G
(αj)
j i îá'¹ìíèõ ïî-

òåíöiàëiâ Wj. Ç óðàõóâàííÿì âèáîðó ÷èñåë
αj îöiíêà äëÿ ïîõiäíèõ ôóíêöié òèïó ÿäåð
Ïóàññîíà (12) íàáóäå âèãëÿäó
∣∣∣Dk

xG
(αj)
j

∣∣∣≤Ck(t−τ)−
n−1+|k|+ε

2b e−cρ(t,τ,x,ξ). (20)

ßê âèäíî ç îöiíîê (18), (20) áiëüøèé ïîðÿ-
äîê îñîáëèâîñòi ìàþòü ôóíêöi¨ òèïó ÿäåð
Ïóàññîíà, òîìó ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:
∣∣∣Dk

xε
(αj)
j

∣∣∣≤Ck(t−τ)−
n−1+|k|+ε

2b e−cρ(t,τ,x,ξ′). (21)

Äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð

Pi(t, x, Dx) =
∑

|k|≤s

pik(t, x)Dk
x.

Òîäi íà îñíîâi íåðiâíîñòi (21)
∣∣∣Pi ε

(αj)
j

∣∣∣ ≤ Cs(t− τ)−
n−1+|s|+ε

2b e−cρ(t,τ,x,ξ′),

∞∫

0

∣∣∣Pi(t, x,Dx)ε
(αj)
j (t, τ, x, ξ′)

∣∣∣ dxn ≤

≤ Cs

∞∫

0

(t− τ)−
n−1+|s|+ε

2b e−cρ(t,τ,x,ξ′)dxn ≤

≤ Cse
−cρ(t,τ,x′,ξ′)(t− τ)−

n−1+|s|+ε−1
2b ×

×
∞∫

0

e
−c

(
|xn|

(t−τ)1/2b

)q

(t− τ)−
1
2b dxn.

Ó ðåçóëüòàòi çàìiíè |xn|
(t−τ)1/2b = z îäåðæèìî

iíòåãðàë
∞∫
0

e−c|z|qdz, ÿêèé ¹ çáiæíèì. Îòæå,

∞∫

0

∣∣∣Piε
(αj)
j

∣∣∣ dxn ≤ C
e−cρ(t,τ,x′,ξ′)

(t− τ)
n−1+|s|+ε−1

2b

.
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Íà îñíîâi öi¹¨ íåðiâíîñòi îäåðæèìî îöiíêó
äëÿ Ni:

|Ni(t, τ, x
′, ξ′)| ≤ C

e−cρ(t,τ,x′,ξ′)

(t− τ)
n−1+|s|+ε−1+2bαi

2b

,

çâiäêè, âðàõîâóþ÷è âèáið αi, ìàòèìåìî:

|Ni(t, τ, x
′, ξ′)| ≤ C

e−cρ(t,τ,x′,ξ′)

(t− τ)
n−1+2b+|s|−1−ri

2b

. (22)

Äëÿ ñóìîâíîñòi Ni ïîòðiáíî, ùîá

|s| − 1− ri < 0.

Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî |s| = ri, òîìó

Pi(t, x,Dx) =
∑

|k|≤ri

pik(t, x)Dk
x.

Îòæå, íà îñíîâi íåðiâíîñòåé (19) òà (22)
äëÿ ÿäåð Kij ñèñòåìè (16) ñïðàâäæó¹òüñÿ òà-
êå:

|Kij(t, τ, x
′, ξ′)| ≤ Cij

e−cρ(t,τ,x′,ξ′)

(t− τ)
n−1+2b−α

2b

.

Öÿ íåðiâíiñòü äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè çái-
æíiñòü ðÿäó Íåéìàíà

Rij(t, τ, x
′, ξ′) = Kij(t, τ, x

′, ξ′)+

+
+∞∑
ν=1

bN∑

l=1

t∫

τ

dβ

∫

En−1

Kil(t,β,x′,y′)K(ν)
lj (β,τ,y′,ξ′)dy′,

K
(1)
ij ≡ Kij, (i, j = 1, bN).

Îöiíèìî ÷ëåíè ðÿäó � ïîâòîðíi ÿäðà:

∣∣∣K(2)
ij

∣∣∣ ≤
bN∑

l=1

CilClj

t∫

τ

dβ

∫

En−1

e−cρ(t,β,x′,y′)

(t− β)
n−1+2b−α

2b

×

× e−cρ(β,τ,y′,ξ′)

(β − τ)
n−1+2b−α

2b

dy′.

Ñêîðèñòà¹ìîñü ëåìîþ 1 ïðî îöiíêó íåâëà-
ñíîãî îá'¹ìíîãî iíòåãðàëà, à ïîòiì â iíòåãðà-
ëi ïî β çðîáèìî çàìiíó t−β = η(t−τ). Îñòà-
òî÷íî îäåðæèìî:
∣∣∣K(2)

ij

∣∣∣ ≤ CεC
(2)
ij B

( α

2b
,

α

2b

) e−(c−ε)ρ(t,τ,x′,ξ′)

(t− τ)
n−1+2b−2α

2b

.

Çà iíäóêöi¹þ äîâîäèìî íåðiâíiñòü:
∣∣∣K(p)

ij

∣∣∣ ≤ Cp−1
ε C

(p)
ij B

( α

2b
,

α

2b

)
B

(
α

2b
,
2α

2b

)
·. . .·

·B
(

α

2b
,
(p− 1)α

2b

)
e−(c−(p−1)ε)ρ(t,τ,x′,ξ′)

(t− τ)
n−1+2b−pα

2b

,

C
(p)
ij =

bN∑

l=1

CilC
(p−1)
lj , p = 2, 3, . . .

Çà ðàõóíîê òîãî, ùî êîæíà iòåðàöiÿ çìåíøó¹
îñîáëèâiñòü, çíàéäåòüñÿ p0=

[
n−1+2b

ε

]
+1, ïî÷èíà-

þ÷è ç ÿêîãî ÿäðà íå ìàòèìóòü îñîáëèâîñòi:
∣∣∣K(po)

ij

∣∣∣ ≤ Cpo−1
ε C

(po)
ij B

( α

2b
,

α

2b

)
· . . . ·

·B
(

α

2b
,
(p0 − 1)α

2b

)
e−cpoρ(t,τ,x′,ξ′),

cpo = c− (po − 1)ε.

Îöiíèìî íàñòóïíå ÿäðî:
∣∣∣K(po+1)

ij

∣∣∣ ≤ Cpo−1
ε

bN∑

l=1

CilC
(po)
lj ×

×B
( α

2b
,

α

2b

)
·. . .·B

(
α

2b
,
(po − 1)α

2b

)
×

×
t∫

τ

dβ

∫

En−1

e−cρ(t,β,x′,y′)−cpoρ(β,τ,y′,ξ′)

(t− β)
n−1+2b−α

2b

dy′.

Ó ïîêàçíèêó åêñïîíåíòè âiäùåïèìî âiä c âå-
ëè÷èíó cpo i ñêîðèñòà¹ìîñü íåðiâíiñòþ

ρ(t, β, x′, y′) + ρ(β, τ, y′, ξ′) ≥ ρ(t, τ, x′, ξ′).

Òîäi e−cpoρ(t,τ,x′,ξ′) âèíåñåìî çà çíàê iíòåãðà-
ëà, â iíòåãðàëi ïî En−1-ïðîñòîðó âèêîíà¹ìî
çàìiíó |x′−y′|

(t−β)1/2b = z′, ó ðåçóëüòàòi ÷îãî îäåð-
æèìî çáiæíèé iíòåãðàë, à â iíòåãðàëi ïî β
� çàìiíó t− β = η(t− τ). Îñòàòî÷íî áóäåìî
ìàòè:

∣∣∣K(po+1)
ij

∣∣∣ ≤ Cpo−1
ε C

(po+1)
ij B

( α

2b
,

α

2b

)
· . . . ·

·B
(

α

2b
,
(p0−1)α

2b

)
B

(α

2b
, 1

)
(t−τ)

α
2b e−cpoρ(t,τ,x′,ξ′).
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Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè îöiíþþòüñÿ
âñi íàñòóïíi ÿäðà:
∣∣∣K(po+m)

ij

∣∣∣ ≤ C(m)B
( α

2b
, 1

)
B

( α

2b
, 1+

α

2b

)
·. . .·

·B
(

α

2b
, 1+

(m−1)α

2b

)
(t− τ)

mα
2b e−cpoρ(t,τ,x′,ξ′).

Çà êðèòåði¹ì Âåé¹ðøòðàññà ðÿä-çàëèøîê
+∞∑

m=po+1

K
(m)
ij ìàæîðó¹ìî çáiæíèì ÷èñëîâèì ðÿ-

äîì
+∞∑

m=po+1

Am, îöiíèâøè åêñïîíåíòó îäèíè-

öåþ, 0 < δ ≤ t − τ ≤ T , òîäi ïåðåéäåìî âiä
Â- äî Ã-ôóíêöié

Am = C(m)B
(α

2b
,1
)
· . . . ·B

(
α

2b
,1+

(m−1)α

2b

)
=

= C(m) Γ
(

α
2b

)
Γ(1)

Γ
(
1+ α

2b

) · . . . ·
Γ
(

α
2b

)
Γ
(
1+ (m−1)α

2b

)

Γ
(
1 + mα

2b

) =

= C(m) Γ (1)
(
Γ

(
α
2b

))m

Γ
(
1 + mα

2b

) .

Çà îçíàêîþ Äàëàìáåðà öåé ðÿä ¹ çáiæíèì,
ùî ãàðàíòó¹ ðiâíîìiðíó é àáñîëþòíó çáiæ-
íiñòü âiäïîâiäíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî ðÿäó.

Ç íåðiâíîñòåé äëÿ ïîâòîðíèõ ÿäåð âèïëè-
âà¹ îöiíêà äëÿ ðåçîëüâåíòè. Íàéáiëüøó îñî-
áëèâiñòü ìà¹ ïåðøå ïîâòîðíå ÿäðî, à íàé-
ìåíøèé òèï ñïàäàííÿ ìàþòü ÿäðà ïiñëÿ po,
òîìó

|Rij(t, τ, x
′, ξ′)| ≤ Cij

e−cpoρ(t,τ,x′,ξ′)

(t− τ)
n−1+2b−α

2b

. (23)

Îòæå, ïðè t >τ ðÿä Íåéìàíà çáiãà¹òüñÿ
ðiâíîìiðíî i àáñîëþòíî. Öå äîçâîëÿ¹ çàïèñà-
òè ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (16) ÷åðåç ðåçîëüâåíòó:

µj(t, x
′) = D

(αj)
Λ gj(t, x

′)+

+
bN∑
i=1

t∫

0

dτ

∫

En−1

Rij(t, τ, x
′, ξ′)D(αi)

Λ gi(τ, ξ
′)dξ′.

Çà äîïîìîãîþ âiäîìèõ óæå ùiëüíîñòåé µj

âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê u2, òîìó äëÿ ðîçâ'ÿç-
êó çàäà÷i (1)-(3) ñïðàâåäëèâå çîáðàæåííÿ
(4).

Òåïåð îöiíèìî ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i
(1)-(3). Îöiíêà ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi îïè-
ñó¹òüñÿ òåîðåìîþ 2 ïðî êîðåêòíiñòü çàäà÷i
Êîøi:

|u1|2b+α ≤ C (|ϕ|2b+α + |f |α) .

Çàëèøèëîñü ïðîâåñòè îöiíêó ïîâåðõíåâî-
ãî iíòåãðàëà ó çîáðàæåííi ðîçâ'ÿçêó u2:

Vj(t, x)=

t∫

0

dτ

∫

En−1

ε
(αj)
j (t, τ, x, ξ′)D(αj)

Λ gj(τ, ξ
′)dξ′+

+

t∫

0

dτ

∫

En−1

ε
(αj)
j (t, τ, x, ξ′)

bN∑

l=1

τ∫

0

dβ

∫

En−1

Rij(τ, β, ξ′, y′)×

×D
(αl)
Λ gl(β, y′)dy′dξ′ ≡ V

(1)
j + V

(2)
j .

Îöiíèìî V
(1)
j , ñêîðèñòàâøèñü îöiíêîþ (21)

äëÿ ôóíêöi¨ ε
(αj)
j :

∣∣∣V (1)
j

∣∣∣ ≤
t∫

0

dτ

∫

En−1

e−cρ(t,τ,x,ξ′)

(t− τ)
n−1+ε

2b

∣∣∣D(αj)
Λ gj

∣∣∣ dξ′,

gj(t, x
′)≡gj(t, x

′)−Bju1|xn=0−
∞∫

0

Pj u1(t, x)dxn.

Íåõàé gj ∈ C(2b−rj+α). Îïåðàòîðè Bj i Pj ¹
äèôåðåíöiàëüíèìè îïåðàòîðàìè ïîðÿäêó rj,
òîìó ïðè ¨õ çàñòîñóâàííi äî u1 ∈ C(2b+α),
îäåðæèìî ôóíêöi¨ êëàñó C(2b−rj+α). Îòæå,
gj ∈ C(2b−rj+α). Çà òåîðåìîþ 3 ïðî äiþ îïåðà-
òîðà äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ D

(αj)
Λ gj ∈

C(2b−rj+α−2bαj), òîáòî D
(αj)
Λ gj∈C(α′) i

∣∣∣D(αj)
Λ gj

∣∣∣
α′
≤ C|gj|2b−rj+α.

Òîäi

∣∣∣V (1)
j

∣∣∣≤C|gj|2b−rj+α

t∫

0

dτ

(t−τ)
ε
2b

∫

En−1

e−cρ(t,τ,x,ξ′)

(t−τ)
n−1
2b

dξ′≤

≤ C1|gj|2b−rj+α,
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îñêiëüêè ïiäiíòåãðàëüíi ôóíêöi¨ ¹ ñóìîâíi.
Äëÿ îöiíêè V

(2)
j îöiíèìî ñïî÷àòêó ïiäií-

òåãðàëüíó ñóìó, ñêîðèñòàâøèñü íåðiâíiñòþ
äëÿ ðåçîëüâåíòè (23):
∣∣∣∣∣∣

bN∑

l=1

τ∫

0

dβ

∫

En−1

Rjl(τ, β, ξ′, y′)D(αl)
Λ gl(β, y′)dy′

∣∣∣∣∣∣
≤

≤C

bN∑

l=1

|gl|2b−rl+α

τ∫

0

dβ

(τ−β)
2b−α

2b

×

×
∫

En−1

e−cpoρ(τ,β,ξ′,y′)

(τ − β)
n−1
2b

dy′ ≤ Cτ
α
2b

bN∑

l=1

|gl|2b−rj+α.

Òîäi

∣∣∣V (2)
j

∣∣∣≤
bN∑

l=1

|gl|2b−rl+α

t∫

0

τ
α
2b dτ

(t−τ)
ε
2b

∫

En−1

e−cρ(t,τ,x,ξ′)

(t−τ)
n−1
2b

dξ′≤

≤ CB
(α

2b
+1,− ε

2b
+1

)
t

α−ε
2b

+1

bN∑

l=1

|gl|2b−rl+α.

Â iíòåãðàëàõ ïî En−1-ïðîñòîðó çðîáèâøè çà-
ìiíó, îäåðæàëè çáiæíi iíòåãðàëè, à â iíòå-
ãðàëi ïî τ âíàñëiäîê çàìiíè t − τ = tη � Â-
ôóíêöiþ. Ó ðåçóëüòàòi äëÿ ðîçâ'ÿçêó êðàéî-
âî¨ çàäà÷i (1)-(3) îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü (5).

Òåîðåìó äîâåäåíî.
2. Äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ðîçãëÿ-

íåìî çàäà÷ó Êîøi ç iíòåãðàëüíîþ óìîâîþ,
ÿêà ïîëÿãà¹ ó ïîáóäîâi îáìåæåíîãî â øàði
Π = {(t, x) : t ≥ 0, x ∈ E1} ðîçâ'ÿçêó íåîäíî-
ðiäíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+ f(t, x) (24)

ç ïî÷àòêîâîþ òà iíòåãðàëüíîþ óìîâàìè

u(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ E1 (25)

+∞∫

−∞

u(t, x) dx = ψ(t), t ≥ 0. (26)

Ïðàâèëüíà
Òåîðåìà 4.ßêùî f ∈ C

(α)
x (Π)

⋂
L1(E1),

ϕ ∈ L1(E1), ψ ∈ C(1)([0, +∞)), âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà óçãîäæåííÿ ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò
÷àñó

+∞∫

−∞

ϕ(x) dx = ψ(0),

òî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (24)-(26) çîáðà-
æà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u(t, x) =

+∞∫

−∞

G(t, x− ξ)ϕ(ξ)dξ+

+

t∫

0

dτ

+∞∫

−∞

G(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

t∫

0

G(t−τ, x)ψ′(τ)dτ−
t∫

0

G(t−τ, x)

+∞∫

−∞

f(τ, ξ)dξdτ,

äå
G(t, x) =

1

2
√

πt
e−

|x|2
4t

� ôóíêöiÿ Ãðiíà.
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