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ÏÎÁÓÄÎÂÀ ÔIÍÀËÜÍÎ ÇÀÌÊÍÅÍÈÕ I ÍÅ ÇÀÌÊÍÅÍÈÕ ÌÍÎÆÈÍ Â
IÍÄÓÊÒÈÂÍÈÕ ÃÐÀÍÈÖßÕ

Çàïðîïîíîâàíî íîâèé ìåòîä ïîáóäîâè ôiíàëüíî çàìêíåíèõ i íå çàìêíåíèõ ìíîæèí â iíäó-
êòèâíèõ ãðàíèöÿõ, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà âiäîìié ëåìi Ðiññà.

A new method of construction of �nal closed and not closed sets in inductive limits, which based
on famous Riesz Lemma, is suggested.

1. Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíèé ïðîñòið X íàä
ïîëåì K äiéñíèõ àáî êîìïëåêñíèõ ÷èñåë,
ÿêèé ¹ îá'¹äíàííÿì çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíî-
ñòi ñâî¨õ ëiíiéíèõ ïiäïðîñòîðiâ Xn. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî íà êîæíîìó ïðîñòîði Xn çàäàíî
ëîêàëüíî îïóêëó òîïîëîãiþ Tn. Òîäi íà ïðî-
ñòîði X âèíèêàþòü äâi ïðèðîäíi òîïîëîãi¨:
iíäóêòèâíà òîïîëîãiÿ T i ôiíàëüíà òîïî-
ëîãiÿ S. Òîïîëîãiÿ T ¹ ëîêàëüíî îïóêëîþ i
áàçó îêîëiâ íóëÿ â íié óòâîðþþòü óñi àáñî-
ëþòíî îïóêëi i ðàäiàëüíi â X ìíîæèíè U
äëÿ ÿêèõ U

⋂
Xn ¹ îêîëîì íóëÿ â ïðîñòîði

(Xn, Tn) äëÿ êîæíîãî n. Ïðè öüîìó ëîêàëü-
íî îïóêëèé ïðîñòið (X, T ) íàçèâà¹òüñÿ ií-
äóêòèâíîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi ëîêàëü-
íî îïóêëèõ ïðîñòîðiâ (Xn, Tn). Ìíîæèíè ç
T ìè íàçèâàòèìåìî âiäêðèòèìè, à ¨õ äî-
ïîâíåííÿ � çàìêíåíèìè. Òîïîëîãiÿ S � öå
íàéñèëüíiøà ç òîïîëîãié íà X, ïðè ÿêèõ
óñi òîòîæíi âêëàäåííÿ jn : Xn ↪→ X íåïå-
ðåðâíi. Âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òèõ ïiäìíî-
æèí G ïðîñòîðó X, ùî G

⋂
Xn � âiäêðè-

òà ìíîæèíà â (Xn, Tn) äëÿ êîæíîãî n. Òà-
êi ìíîæèíè ìè íàçèâàòèìåìî ôiíàëüíî âiä-
êðèòèìè, à ¨õ äîïîâíåííÿ � ôiíàëüíî çà-
ìêíåíèìè. Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíà F â X
áóäå ôiíàëüíî çàìêíåíîþ òîäi i ëèøå òî-
äi, êîëè äëÿ êîæíîãî n ïåðåòèí F

⋂
Xn çà-

ìêíåíèé ó (Xn, Tn). Ïðîñòið (X,S) � íàçè-
âàþòü ïðÿìîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi ïðî-
ñòîðiâ (Xn, Tn) (äåòàëüíiøå ùîäî öèõ ïîíÿòü
äèâ., íàïðèêëàä, [1, �5]). Îñêiëüêè âñi âêëà-
äåííÿ jn : (Xn, Tn) ↪→ (X, T ) íåïåðåðâíi, òî

T ⊆ S. Òîìó ôiíàëüíî âiäêðèòi ÷è çàìêíåíi
ìíîæèíè íàçèâàþòü ùå ìàéæå âiäêðèòèìè
÷è çàìêíåíèìè. Ïðè öüîìó âèíèêà¹ ïðèðî-
äíå ïèòàííÿ: ïðè ÿêèõ óìîâàõ ìà¹ ìiñöå ðiâ-
íiñòü T = S, òîáòî êîëè iíäóêòèâíà ãðàíèöÿ
¹ ïðÿìîþ?

Íàéïðîñòiøèì íåòðèâiàëüíèì ïðèêëàäîì
ðåàëiçàöi¨ ðiâíîñòi T = S ¹ ïðîñòið K∞
âñiõ ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ñêàëÿðiâ, ÿêèé
¹ iíäóêòèâíîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi ñâî¨õ
ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðiâ

Kn = {x = (ξ1, ..., ξn, 0, 0, ...) : (ξ1, ..., ξn) ∈ Rn}
ç åâêëiäîâîþ òîïîëîãi¹þ, i öÿ iíäóêòèâíà
ãðàíèöÿ ¹ ïðÿìîþ. Âòiì, ðiâíiñòü T = S âè-
êîíó¹òüñÿ äàëåêî íå çàâæäè. Ó áàãàòüîõ âè-
ïàäêàõ âäà¹òüñÿ ïîáóäóâàòè íàâiòü ïðèêëà-
äè ìàéæå çàìêíåíèõ i íå çàìêíåíèõ ëiíié-
íèõ ïiäïðîñòîðiâ â X. Ïèòàííÿ ïðî iñíóâà-
ííÿ òàêèõ ïiäïðîñòîðiâ áóëî ïîñòàâëåíå ùå
â ïðàöi [2] i íàä íèì ó ñâié ÷àñ ïðàöþâà-
ëî áàãàòî äîñëiäíèêiâ(äèâ.[3] i âêàçàíó òàì
ëiòåðàòóðó). Òóò ìè ïðîïîíó¹ìî îäèí (íà-
ñêiëüêè ìè çíà¹ìî) íîâèé ìåòîä ïîáóäîâè
ôiíàëüíî çàìêíåíèõ i íå çàìêíåíèõ ìíîæèí
â iíäóêòèâíèõ ãðàíèöÿõ íîðìîâàíèõ ïðîñòî-
ðiâ, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà âiäîìié ëåìi Ðiññà [4,
ñ.235].

2. Ïåðåéäåìî äî ôîðìóëþâàííÿ i äîâåäå-
ííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � âåêòîðíèé ïðî-
ñòið íàä ïîëåì K, ÿêèé ¹ îá'¹äíàííÿì ñòðî-
ãî çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi ñâî¨õ ëiíiéíèõ

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2005. Âèïóñê 269. Ìàòåìàòèêà. 11



ïiäïðîñòîðiâ Xn, ‖ · ‖ � íîðìà íà X, ‖ · ‖n

� çâóæåííÿ íîðìè ‖ · ‖ íà Xn, Tn � òîïî-
ëîãiÿ íà Xn, ÿêà ïîðîäæåíà íîðìîþ ‖ · ‖n,
T � âiäïîâiäíà iíäóêòèâíà òîïîëîãiÿ íà X i
ïðîñòið X1 íåcêií÷åííîâèìiðíèé. Òîäi â ií-
äóêòèâíié ãðàíèöi (X, T ) = limind(Xn, Tn)
iñíó¹ ôiíàëüíî çàìêíåíà i íå çàìêíåíà ìíî-
æèíà A.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî íîìåðà n =
2, 3, ... âiçüìåìî åëåìåíò xn, òàêèé, ùî xn ∈
Xn \ Xn−1 i ‖ xn ‖= 1. Îñêiëüêè ïðîñòið
X1 íåñêií÷åííî-âèìiðíèé, òî çà ëåìîþ Ðiññà
iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ x1,k ïðî-
ñòîðó X1, ùî ‖ x1,k ‖= 1 äëÿ êîæíîãî k i
‖ x1,k − x1,j ‖≥ 1/2 ïðè k 6= j. Ïîêëàäåìî
xn,k = (1/n)x1,k, yn,k = xn,k + (1/k)xn ïðè
n ∈ N \ {1} i k ∈ N i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè
Fn = {yn,k : k ∈ N} ïðè n ≥ 2. Î÷åâèäíî, ùî
Fn ⊆ Xn \ Xn−1 äëÿ êîæíîãî n ≥ 2. Ïîêà-
æåìî, ùî ìíîæèíà Fn çàìêíåíà â ïðîñòîði
(Xm, Tm) äëÿ äîâiëüíèõ íîìåðiâ n i m, òàêèõ,
ùî 2 ≤ n ≤ m. Íåõàé N = 8n. Ðîçãëÿíåìî
ðiçíi íîìåðè k i j, ÿêi ≥ N . Òîäi

‖ yn,k − yn,j ‖≥‖ xn,k − xn,j ‖ −(1/k) ‖ xn ‖ −
−(1/j) ‖ xn ‖≥ 1/2n− 1/k − 1/j ≥ 1/4n.

Çâiäñè, î÷åâèäíî, âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà
Bn = {yn,k : k ≥ N} çàìêíåíà â Xm. Ñêií-
÷åííà ìíîæèíà An = {yn,k : k < N} òàêîæ ¹
çàìêíåíîþ â Xm. Àëå Fn = An

⋃
Bn, îòæå, i

Fn çàìêíåíà â Xm.
Ïîêëàäåìî A =

∞⋃
n=2

Fn. Äëÿ êîæíîãî íî-

ìåðà n ∈ N ìà¹ìî An = A
⋂

Xn

n⋃
i=2

Fi ïðè
n ≥ 2 i A1 = A

⋂
X1 = ø ïðè n = 1. Çâiäñè

íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî n ìíîæè-
íà An çàìêíåíà â Xn, òîáòî, A � ôiíàëüíî
çàìêíåíà.

Ïîêàæåìî, ùî A � íå çàìêíåíà â (X, T ).
Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî íóëüîâèé âåêòîð 0
ïðîñòîðó X. Î÷åâèäíî, 0 6∈ A. Ïîêàæåìî,
ùî 0 íàëåæèòü çàìèêàííþ A ìíîæèíè A ó
ïðîñòîði (X, T ).

Íåõàé E = {e = (εk)
∞
k=1 : (∀k)(εk > 0)} i

Bn = {x ∈ Xn :‖ x ‖≥ 1}. Êîæíié ïîñëiäîâ-
íîñòi e = (ek)

∞
k=1 ∈ E ñïiâñòàâèìî ìíîæèíó

Ue =
∞⋃

n=1

(ε1B1 + ... + εnBn). Âiäîìî [1, ñ.47],
ùî ñèñòåìà {Ue : e ∈ E} óòâîðþ¹ áàçó îêîëiâ
íóëÿ â ïðîñòîði (X, T ). Îòæå, äîñèòü ïîêà-
çàòè, ùî Ue

⋂
A 6= Ø äëÿ êîæíîãî e ∈ E.

Âiçüìåìî e = (εk)
∞
k=1 ∈ E i çíàéäåìî

åëåìåíò x ∈ Ue

⋂
A. Ñïî÷àòêó áåðåìî òà-

êèé íîìåð m ≥ 2, ùî 1/m ≤ ε1. ßñíî, ùî
xm,k ∈ ε1B1 äëÿ êîæíîãî k. Äàëi âiçüìåìî
íàñòiëüêè âåëèêèé íîìåð j, ùî 1/j ≤ εm.
Òîäi, î÷åâèäíî, (1/j)xm ∈ εmBm. Â òàêîìó
ðàçi

ym,j ∈ ε1B1 + εmBn ⊆ ε1B1 + ...+ εmBm ⊆ Ue,

Îòæå, åëåìåíò x = ym,j i ¹ øóêàíèì.
Òàêèì ÷èíîì, 0 ∈ A \ A, îòæå, ìíîæèíà

A íå ¹ çàìêíåíîþ â (X, T ).
Êîðèñòóþ÷èñü öèì ïðèéîìîì, ìîæíà íà-

âåñòè ïðèêëàä ñòðîãî¨ iíäóêòèâíî¨ ãðàíèöi
X = l∞2 íîðìîâàíèõ ðåôëåêñèâíèõ ïðîñòî-
ðiâ, â ÿêié iñíóþòü ôiíàëüíî çàìêíåíi i íå
çàìêíåíi ìíîæèíè. Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç
îäíèì ðåçóëüòàòîì Á.Ìàêàðîâà [5] â òàêîìó
ïðîñòîði X íå iñíó¹ ôiíàëüíî çàìêíåíîãî i
íå çàìêíåíîãî ëiíiéíîãî ïiäïðîñòîðó ÷è íà-
âiòü îïóêëî¨ ìíîæèíè.
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