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IÍÄÅÊÑÀÌÈ

Âñòàíîâëþþòüñÿ óìîâè íåòåðîâîñòi, äàíî îöiíêè ÷èñëà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
îäíîðiäíèõ òà êiëüêîñòi óìîâ ðîçâ'ÿçíîñòi íåîäíîðiäíèõ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì ðiâíÿíü Âiíåðà-
Õîïôà çi ñòåïåíåâî ðiçíèöåâèìè iíäåêñàìè, à òàêîæ âèçíà÷àþòüñÿ ïîðÿäêè øâèäêîñòi ñïàäà-
ííÿ ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ ïðè çðîñòàííi iíäåêñiâ.

Conditions of Neter's are established, estimations of number of linearly independent decisions
homogeneous and quantities of conditions of resolvability of non-uniform in�nite systems of the
equations of Wiener - Hopf with sedate - di�erence indexes are given, and also orders of speed of
decrease of their decisions are de�ned at increase of indexes.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ íåñêií÷åííà ñèñòåìà ðiâ-
íÿíü âèãëÿäó

s∑
ν=0

∞∑

k=0

a
(ν)
n−kk

νϕk = fn, n = 0, 1, . . . , (1)

äå a
(ν)
n � âiäîìi ñòàëi ìàòðèöi ðîçìiðó m çà-

äîâîëüíÿþòü óìîâè
∥∥a(ν)

n

∥∥ 6 d1|n|−r−α−1, n 6= 0, (2)

d1 � âiäîìà ñòàëà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä n, à
íåâiäîìi ñòàëi âåêòîðè fn ðîçìiðó m çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâó

∞∑
n=0

∥∥n−rfn

∥∥q
< +∞. (3)

r � öiëå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî; α, q � äiéñíi ÷èñëà:
0 < α < 1, 1 < q 6 2.

Äîñëiäæåííþ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì ðiâ-
íÿíü Âiíåðà-Õîïôà ç ðiçíèöåâèìè iíäåêñàìè
ïðèñâÿ÷åíà çíà÷íà êiëüêiñòü ïðàöü. Îñíîâ-
íi äîñÿãíåííÿ, ùî îäåðæàíî ç ¨õ äîñëiäæå-
ííÿ, ìîæíà çíàéòè â ïðàöÿõ [1-3]. Îñíî-
âîþ äîñëiäæåííÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì ðiâ-
íÿíü Âiíåðà-Õîïôà, ùî ðîçãëÿäàëèñÿ â ïðà-
öÿõ [1-3], ¹ çàäà÷à Ðiìàíà íà îäèíè÷íîìó
êîëi γ = {t ∈ C : |t| = 1}. Äîñëiäæåííÿ
ñèñòåì ðiâíÿíü âèãëÿäó (1) çäiéñíþ¹òüñÿ íà

îñíîâi äîñëiäæåííÿ åêâiâàëåíòíî¨ ¨é ñèñòåìè
ñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (ÑÑIÐ) ç
ÿäðîì Êîøi íà γ. Òîáòî ìiæ äîñëiäæåííÿ-
ìè, ùî ïðîâîäèëèñÿ â ïðàöÿõ [1-3], òà äî-
ñëiäæåííÿìè, ùî ïðîâåäåíi â öié ðîáîòi, ¹
ïðèíöèïîâi âiäìiííîñòi.

Ïîçíà÷èìî ϕ+
k = ϕk ïðè k > 0, ϕ+

k = 0
ïðè k < 0; f+

n = fn ïðè n > 0, f+
n = 0 ïðè

n < 0. Îñêiëüêè iíäåêñè n òà k íàáóâàþòü
íåâiä'¹ìíèõ çíà÷åíü, òî ðiçíèöÿ n − k íà-
áóâà¹ âñi öiëi çíà÷åííÿ, òîáòî ìàòðèöi a

(ν)
n

âèçíà÷åíi äëÿ âñiõ iíäåêñiâ n = 0, ±1, ....

Ïîçíà÷èìî ϕn =
s∑

ν=0

∞∑

k=0

a
(ν)
n−kk

νϕ+
k ïðè n < 0

òà ïîêëàäåìî ϕ−n = ϕn ïðè n < 0, ϕ−n = 0
ïðè n > 0. Òîäi â òåðìiíàõ âåêòîðiâ ϕ+

k , f+
n ,

ϕ−n ñèñòåìó ðiâíÿíü (1) ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi

s∑
ν=0

∞∑
k=−∞

a
(ν)
n−kk

νϕ+
k + ϕ−n = f+

n ,

n = 0, ±1, . . . .
(4)

Çàçíà÷èìî, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü (4) îäíî÷à-
ñíî ðîçâ'ÿçíà ç ñèñòåìîþ ðiâíÿíü (1), îñêiëü-
êè ¨¨ âèçíà÷íèê ðîçïàäà¹òüñÿ íà äîáóòîê âè-
çíà÷íèêà ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) òà âèçíà÷íèêà
íåñêií÷åííî¨ îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi. Ïðè öüîìó
ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) âèçíà÷àþòüñÿ
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÷åðåç ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü (4) íàñòó-
ïíèì ÷èíîì: ϕk = ϕ+

k , k = 0, 1, .... Ïîìíî-
æèâøè òåïåð âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè
(4) íà tn, t ∈ γ, òà ïðîñóìóâàâøè îäåðæà-
íi ðiâíîñòi çà âñiìà iíäåêñàìè n, îäåðæèìî
ðiâíiñòü

s∑
ν=0

∞∑
n=−∞

∞∑

k=−∞
a

(ν)
n−kk

νϕ+
k tn+

+
∞∑

n=−∞
ϕ−n tn =

∞∑
n=−∞

f+
n tn, t ∈ γ.

(5)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

aν(t) =
∞∑

n=−∞
a(ν)

n tn, ν = 0, s;

f+(t) =
∞∑

n=−∞
f+

n tn,

dνϕ+(t)

dsν
=

∞∑

k=0

(ik)νϕ+
k tk, ν = 0, s;

ϕ−(t) = −
−1∑

n=−∞
ϕ−n tn.

(6)

Íà îñíîâi ïîçíà÷åíü (6) òà ðiâíîñòåé
∞∑

n=−∞

∞∑

k=−∞
a

(ν)
n−kk

νϕ+
k tn = (−i)νaν(t)

dνϕ+(t)

dsν
,

ν = 0, s,

ðiâíiñòü (5) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi íà-
ñòóïíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i:

s∑
ν=0

(−i)νaν(t)
dνϕ+(t)

dsν
− ϕ−(t) =

= f+(t), t ∈ γ,

(7)

äå ϕ+(t) (ϕ−(t)) � êðàéîâå çíà÷åííÿ íà γ íå-
âiäîìî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ (â.ô.) ϕ+(z) (ϕ−(z)),
àíàëiòè÷íî¨ â ñåðåäèíi D+ (çîâíi D−) êîí-
òóðà γ, à dνϕ+(t)

dsν
îçíà÷à¹ ν-òó ïîõiäíó â.ô.

ϕ+(t) ïî äóçi s ∈ [0; 2π] êîíòóðà γ [4, ñòîð.
346]. Çãiäíî ç óìîâîþ (2) íà îñíîâi ïðàöi
[5, ñòîð. 88] ìàòðèöi-ôóíêöi¨ (ì.ô.) aν(t) ∈
H

(r)
α , ν = 0, s, à â.ô. f+(t) íà ïiäñòàâi ïðàöi

[5, ñòîð. 210] çãiäíî ç óìîâîþ (3) íàëåæèòü

ïðîñòîðîâi L
(r)
p , p > 2, p−1 + q−1 = 1. Òåïåð

íà îñíîâi çâ'ÿçêó ìiæ ïîõiäíèìè dνϕ+(t)

dsν
ïî

äóçi êîíòóðà γ òà ïîõiäíèìè ϕ+(ν)(t) ïî êîì-
ïëåêñíié çìiííié t ∈ γ [4, ñòîð. 346] êðà-
éîâó çàäà÷ó (7) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿ-
äi íàñòóïíî¨ ñèñòåìè ñèíãóëÿðíèõ iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (ÑÑIÄÐ)

tsas(t)ϕ
+(s)(t)− ϕ−(t)−

−
s−1∑
ν=0

Aν(t)ϕ
+(ν)(t) = f+(t), t ∈ γ,

(8)

äå ì.ô. Aν(t) ∈ H
(r)
α , ν = 0, s− 1, òà âèçíà-

÷àþòüñÿ âiäîìèì ñïîñîáîì ÷åðåç ì.ô. aν(t),
ν = 0, s. Çãiäíî ç òîòîæíèìè ïåðåòâîðåííÿ-
ìè ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) òà ÑÑIÄÐ (8) åêâi-
âàëåíòíi â òîìó ñåíñi, ùî âîíè îäíî÷àñíî
ðîçâ'ÿçíi àáî íi é êîæíîìó ðîçâ'ÿçêó ϕ (íå-
ñêií÷åííî âèìiðíèé âåêòîð, êîìïîíåíòàìè
ÿêîãî ¹ íåâiäîìi âåêòîðè ϕk ðàçìiðó m) ñè-
ñòåìè ðiâíÿíü (1), âiäïîâiäà¹ îäèí i òiëüêè
îäèí ðîçâ'ÿçîê ϕ(t) = ϕ+(t) − ϕ−(t) ÑÑIÄÐ
(8) i íàâïàêè. Ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçêè ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü (1) âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ðîçâ'ÿçêè
ÑÑIÄÐ (8) çà ôîðìóëîþ

ϕk =
1

2πi

∫

γ

ϕ+(t)t−k−1dt,

k = 0, 1, . . . .

(9)

Ââåäåìî ôóíêöi¨:

P (z, τ) =
(−1)s

(s− 1)!
[(τ − z)s−1 ln

(
1− z

τ

)
+

+
s−1∑

k=1

αkτ
s−k−1zk], z ∈ D+,

αk =
k−1∑
j=0

(−1)jCj
s−1(k − j)−1,

Q(z, τ) =
1

τ − z
, z ∈ D−.

Òîäi çãiäíî ç ïðàöåþ [4, ñòîð. 406] äîâiëüíó
ïàðó â.ô. ϕ+(z) òà ϕ−(z) ðîçìiðó m, àíàëi-
òè÷íèõ âiäïîâiäíî â îáëàñòÿõ D+ è D−, äëÿ
ÿêèõ êðàéîâi çíà÷åííÿ íà γ ϕ+(s)(t) òà ϕ−(t)
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âiäïîâiäíî äî â.ô. ϕ+(s)(z) òà ϕ−(z), íàëå-
æàòü ïðîñòîðó L

(r)
p , p > 2, p−1 + q−1 = 1,

ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

ϕ+(z) =
1

2πi

∫

γ

P (z, τ)ρ(τ)dτ + D0(z),

z ∈ D+,

(10)

ϕ−(z) =
1

2πi

∫

γ

Q(z, τ)ρ(τ)dτ ,

z ∈ D−,

äå â.ô. ðîçìiðíîñòi m ρ(τ) ∈ L
(r)
p , p > 2,

p−1 + q−1 = 1 i âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà-
÷íî â.ô. ϕ+(z) òà ϕ−(z), à â.ô. D0(z) íàáóâà¹
âèãëÿäó

D0(z) =
s−1∑

k=0

ϕkz
k, (11)

äå ϕk � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ â.ô. ϕ+(t) [4, ñòîð.
367]. Òåïåð íà ïiäñòàâi çîáðàæåíü (10) äîñëi-
äæåííÿ ÑÑIÄÐ (8) çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåí-
íÿ íàñòóïíî¨ ÑÑIÐ

A(t)ρ(t) +
B(t)

πi

∫

γ

ρ(τ)

τ − t
dτ+

+

∫

γ

k(t, τ)ρ(τ)dτ = f+(t) + C0(t),

t ∈ γ

(12)

äå
A(t) = 0, 5[tsas(t) + E],

B(t) = 0, 5[tsas(t)− E],
(13)

K(t, τ) =
1

2πi

s−1∑
ν=0

Aν(t)
∂νP (t, τ)

∂tν
,

C0(t) = −
s−1∑
ν=0

Aν(t)D
(ν)
0 (t),

(14)

E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi m, à
∂νP (t, τ)

∂tν
òà D

(ν)
0 (t) � êðàéîâi çíà÷åííÿ íà

γ âiäïîâiäíî äî ôóíêöi¨ ∂νP (z, τ)

∂zν
òà â.ô.

D
(ν)
0 (z).

Çãiäíî ç ïðàöåþ [6, ñòîð. 406], ÑÑIÄÐ (8)
òà ÑÑIÐ (12) åêâiâàëåíòíi ëèøå òîäi, êîëè
áóäóòü âiäîìi âåêòîðè

ψk =
1

2πi

∫

γ

ϕ(t)t−k−1dt,

k = 0, s− 1,

(15)

äå ϕ(t) � ðîçâ'ÿçêè ÑÑIÄÐ (8), à âåêòîðè (15)
íàçèâàþòüñÿ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè ÑÑIÄÐ
(8). ßêùî âåêòîðè (15) çàäàíî, òî ÑÑIÄÐ (8)
òà ÑÑIÐ (12) åêâiâàëåíòíi â òîìó ñåíñi, ùî
âîíè îäíî÷àñíî ðîçâ'ÿçíi àáî íi é êîæíîìó
ðîçâ'ÿçêó ϕ(t) ÑÑIÄÐ (8) âiäïîâiäà¹ îäèí i
òiëüêè îäèí ðîçâ'ÿçîê ρ(t) ÑÑIÐ (12) i íàâ-
ïàêè. Ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçêè ÑÑIÄÐ (8) âèðà-
æàþòüñÿ ÷åðåç ðîçâ'ÿçêè ÑÑIÐ (12) çà ôîð-
ìóëîþ

ϕ(t) =
1

2πi

∫

γ

[P (t, τ)−Q(t, τ)]ρ(τ)dτ +D0(t),

(16)
t ∈ γ,

äå P (t, τ), Q(t, τ) òà D0(t) � êðàéîâi çíà÷åííÿ
íà γ âiäïîâiäíî äî ôóíêöié P (z, τ), Q(z, τ)
òà â.ô. D0(z).

Ç âèêëàäåíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî ñèñòå-
ìà ðiâíÿíü (1) òà ÑÑIÐ (12) áóäóòü åêâiâà-
ëåíòíèìè ëèøå òîäi, êîëè áóäóòü âiäîìi âå-
êòîðè (5). Íå âàæêî ïîêàçàòè, ùî ψk = ϕk,
k = 0, s− 1, äå ϕk � ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü (1). Âåêòîðè ϕk, k = 0, s− 1, áóäåìî
íàçèâàòè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü (1). Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî áóäóòü çàäàíi
ïî÷àòêîâi óìîâè ϕk, k = 0, s− 1, ñèñòåìè
ðiâíÿíü (1), òî âîíà i ÑÑIÐ (12) åêâiâàëåí-
òíi â òîìó ñåíñi, ùî âîíè îäíî÷àñíî ðîçâ'ÿ-
çíi àáî íi é êîæíîìó ðîçâ'ÿçêó ϕ ñèñòåìè
ðiâíÿíü (1) âiäïîâiäà¹ îäèí i òiëüêè îäèí
ðîçâ'ÿçîê ρ(t) ÑÑIÐ (12) i íàâïàêè. Ïðè öüî-
ìó ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) âèðàæàþ-
òüñÿ ÷åðåç ðîçâ'ÿçêè ÑÑIÐ (12) çà ôîðìóëà-
ìè (16), (9). Òîìó äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü (1) áóäåìî çäiéñíþâàòè íà îñíîâi äî-
ñëiäæåííÿ ÑÑIÐ (12), à ñèñòåìó ðiâíÿíü (1)
áóäåìî íàçèâàòè íåòåðîâîþ, ÿêùî ¹ íåòåðî-
âîþ ÑÑIÐ (12) i ÷àñòêîâi iíäåêñè ÑÑIÐ (12)
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áóäåìî íàçèâàòè ÷àñòêîâèìè iíäåêñàìè ñè-
ñòåìè ðiâíÿíü (1).

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê íóëüîâèõ
ïî÷àòêîâèõ óìîâ: ϕk = 0, k = 0, s− 1.
Ó öüîìó âèïàäêó âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (11)
â.ô. D0(z) ≡ 0. Òîäi âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ
(14) â.ô. C0(t) ≡ 0, òîáòî îäíîðiäíié ñèñòåìi
ðiâíÿíü (1) âiäïîâiäà¹ îäíîðiäíà ÑÑIÐ (12)

Òåîðåìà 1. ßêùî ïî÷àòêîâi óìîâè íó-
ëüîâi é ìàòðèöi a

(ν)
n çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

(2), òî ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ¹ íåòåðîâîþ
òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìî-
âà

det as(t) 6= 0, t ∈ γ. (17)
ßêùî óìîâà (17) âèêîíàíà, òî ÷àñòêîâi ií-
äåêñè ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) âèçíà÷àþòüñÿ çà
ôîðìóëàìè κj = κ(1)

j − s, j = 1, m, äå κ(1)
j ,

j = 1, m, � ÷àñòêîâi iíäåêñè ì.ô. a−1
s (t).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç óìîâàìè òåîðåìè,
ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) òà ÑÑIÐ (12) åêâiâàëåí-
òíi. Òîäi, çãiäíî ç ïðàöåþ [2], ÑÑIÐ (12) ¹ íå-
òåðîâîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè det[A(t) +
B(t)] = tsas 6= 0, det[A(t) − B(t)] = 1 6= 0
íà γ. Ç öüîãî ôàêòó âèïëèâà¹ óìîâà (17).
ßêùî óìîâà (17) âèêîíàíà, òî, çãiäíî ç ïðà-
öåþ [2], ÷àñòêîâi iíäåêñè ÑÑIÐ (12) äîðiâíþ-
þòü âiäïîâiäíèì ÷àñòêîâèì iíäåêñàì ì.ô.
[A(t)+B(t)]−1[A(T )−B(t)] = t−sa−1

s (t). Çâiä-
ñè âèïëèâàþòü îñòàííi òâåðäæåííÿ òåîåìè.

Íåõàé κ1 > κ2 > . . . > κm � ÷àñòêîâi
iíäåêñè ñèñòåìè ðiâíÿíü (1). Ïîçíà÷èìî

P =
∑
κj>0

κj, Q = −
∑
κj<0

κj.

Òåîðåìà 2. Íåõàé ïî÷àòêîâi óìîâè íó-
ëüîâi i ìàòðèöi a

(ν)
n çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

(2); âèêîíàíà óìîâà (17) i âåêòîðè fn çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâó (3). Òîäi, ÿêùî P > 0, òî
îäíîðiäíà ñèñòåìà ðiâííü (1) ìà¹ ïðèíàéì-
íi P ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, à íå-
îäíîðiäíà ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) áóäå ðîçâ'ÿ-
çíîþ, ÿêùî áóäå âèêîíàíî íå ìåíøå íiæ Q
óìîâ ðîçâ'ÿçíîñòi

∫

γ

f+(t)ψj(t)dt = 0,

äå ψj(t) � ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè îäíî-
ðiäíî¨ ÑÑIÐ ñîþçíî¨ ÑÑIÐ (12).

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ iç
åêâiâàëåíòíîñòi ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) i ÑÑIÐ
(12) òà iç ðåçóëüòàòiâ ïðàöi [2] ç òåîði¨ ðîçâ'ÿ-
çíîñòi ÑÑIÐ â ¨õ íîðìàëüíîìó âèïàäêó.

Òåîðåìà 3. ßêùî â óìîâàõ òåîðåìè
2 ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) ðîçâ'ÿçíà, òî ¨¨
ðîçâ'ÿçêè çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∞∑

k=s

∥∥kr+sϕk

∥∥q
< +∞, 1 < q 6 2. (18)

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç óìîâàìè òåîðåìè,
ñèñòåìà ðiâíÿíü (1) i ÑÑIÐ (12) åêâiâàëåí-
òíi. Çãiäíî ç óìîâîþ (2), êîåôiöi¹íòè é ðåãó-
ëÿðíå ÿäðî ÑÑIÐ (12) íàëåæèòü ïðîñòîðîâi
H

(r)
α , à ïðàâà ÷àñòèíà ÑÑIÐ â.ô. f+(t) ∈ L

(r)
p ,

p > 2, p−1 + q−1 = 1, çãiäíî ç óìîâîþ
(3). Òîäi, çãiäíî ç ïðàöåþ [2], ðîçâ'ÿçîê ρ(t)

ÑÑIÐ (12) íàëåæèòü ïðîñòîðîâi L
(r)
p , p > 2,

p−1 + q−1 = 1. Îòæå, íà îñíîâi ïðåäñòàâëåíü
(10) â.ô. ϕ+(t) ∈ L

(r+s)
p , p > 2, p−1 + q−1 = 1.

Òîäi íà îñíîâi ïðàöi [5], çãiäíî ç ôîðìóëàìè
(16), (9) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (18).

Çàóâàæåííÿ 1. Äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè
ðiâíÿíü (1) ç íåíóëüîâèìè ïî÷àòêîâèìè óìî-
âàìè çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü âèãëÿäó (1) ç íóëüîâèìè ïî÷àòêîâèìè
óìîâàìè, àëå ç iíøîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ.
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