
УДК 517.929

c©2014 р. I.А. Бондар

Iнститут математики НАН України

IМПУЛЬСНI КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ СИСТЕМ ЛIНIЙНИХ
IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Використовуючи ефективнi, конструктивнi методи дослiдження крайових задач та розгля-
даючи iмпульсну задачу як внутрiшню крайову задачу (”interface BVP’s”), встановлено кри-
терiй розв’язностi iмпульсної крайової задачi для систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь та
знайдено загальний вигляд розв’язку таких задач у вiдповiдних просторах.

Using effective and constructive methods of the research of boundary value problems and consi-
dering the impulsive problem as ”interface boundary value problems”, we obtain necessary and
sufficient conditions for the existence of solutions of an impulsive boundary value problem for
systems of integro-differential equations in the appropriate spaces.

При математичному моделюваннi ево-
люцiї реальних процесiв з короткочасови-
ми збуреннями часто їх тривалiстю можна
знехтувати i вважати, що цi збурення но-
сять "миттєвий" характер. Така iдеалiзацiя
приводить до необхiдностi дослiдження ди-
намiчних систем з розривними траекторiя-
ми або, як їх часто називають, диференцiа-
льних систем з iмпульсним впливом.

М.М. Крилов та М.М. Боголюбов по-
казали, що при дослiдженнi систем дифе-
ренцiальних рiвнянь з iмпульсним впливом
можна успiшно застосовувати асимптотич-
нi методи нелiнiйної механiки. Систематич-
не вивчення математичних проблем тео-
рiї диференцiальних систем з iмпульсним
впливом почалося у роботах А.Д. Мишкi-
са, А.М. Самойленка, М.О. Перестюка [1, 2],
А. Халаная, Д. Векслера [3]. У подальшо-
му, iдеї, закладенi у цих роботах, отрима-
ли свiй розвиток та узагальнення у бага-
точисленних публiкацiях [4–10]. Стало зро-
зумiло, що теорiю диференцiальних систем з
iмпульсним впливом можна розвивати i для
дослiдження розв’язностi систем iнтегро-
диференцiальних рiвнянь [11–13]. Такий
напрям у теорiї iнтегро-диференцiальних
рiвнянь з iмпульсним впливом i буде предме-
том дослiдження даної роботи.

Використовуючи результати, отрима-
нi у роботах [2, 14–16], з’ясуємо умови
розв’язностi та загальний вигляд розв’язку

крайової задачi для системи iнтегро-
диференцiальних рiвнянь з iмпульсним
впливом у фiксований момент часу, а саме

ẋ(t)− Φ(t)

b∫

a

[
A(s)x(s)+

+ B(s)ẋ(s)
]
ds = f(t), (1)

∆Eix|t=τi
:= Six(τi − 0) + γi, (2)

t 6= τi, t ∈ [a, b], τi ∈ (a, b), i = 1, 2, ..., p,

`x(·) = α. (3)

Будемо використовувати припущен-
ня i позначення з [17–19], де: A(t), B(t),
Φ(t) — (m × n), (m × n), (n × m)-вимiрнi
матрицi, компоненти яких належать
простору L2[a, b]; вектор-стовпцi мат-
рицi Φ(t) — лiнiйно-незалежнi на [a, b],
f(t) — n-вимiрна вектор-функцiя з L2[a, b];
Ei, Si — (ki × n)-вимiрнi матрицi, γi —
ki-вимiрний вектор стовпець сталих,
rank (Ei + Si) = ki (i = 1, 2, ..., p), тобто
розв’язок iмпульсної системи (1), (2), визна-
чається однозначним продовженням через
точки розриву:

∆Eix|t=τi
= Ei

(
x(τi + 0)− x(τi − 0)

)
; (4)

` = col(`1, `2, ..., `q) — лiнiйний обмежаний
q-вимiрний векторний функцiонал,
α = col(α1, α2, ..., αq) ∈ Rq.
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Розв’язок x(t) крайової задачi (1)–(3) шу-
каємо у просторi D2([a, b] \ {τi}I) — простiр
n-вимiрних функцiй, якi допускають розри-
ви першого роду в точках τ1, τ2, ..., τp ∈ (a, b)
i якi абсолютно неперервнi на кожному iз
промiжкiв [a, τ1), [τ1, τ2), ..., [τp, b]. Такi функ-
цiї x(t) ∈ D2([a, b] \ {τi}I) допускають зобра-
ження:

x(t) =

t∫

a

ẋ(s)ds + x(a)+

+

p∑
i=1

χ[τi,b](t)∆x(τi), (5)

де ∆x(τi) = x(τi) − x(τi − 0), χ[τi,b](t) — ха-
рактеристична функцiя промiжка [τi, b] [20].
Норми у вiдповiдних просторах задаються
наступним чином:

‖x‖D2([a,b]\{τi}I) = ‖ẋ‖L2[a,b] + |x(a)|Rn+

+ ‖
p∑

i=1

χ[τi,b](t)∆x(τi)‖Rn ,

‖x‖L2[a,b] =

( b∫

a

n∑
i=1

| xi(t) |2 dt

)1/2

, t ∈ [a, b].

Отже, розв’язок iмпульсної крайової за-
дачi (1)–(3) шукаємо у наступному класi
вектор-функцiй:

x(t) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(t) ∈ L2[a, b],

t ∈ [a, b], τi ∈ (a, b), i = 1, ..., p.

Розглядаючи iмпульс у виглядi (2),
ми припускаємо, що вiн задається не
по всiх компонентах вектор-функцiї
x(t) = col(x1(t), x2(t), ..., xn(t)), а тiльки
по її частинах. Таким чином, можна роз-
глядати випадок, коли перший iмпульс
задається лише по першiй компонентi, дру-
гий — лише по другiй i т.д., n iмпульс — по n
компонентi вектор-функцiї x(t). Або, напри-
клад, у точках τj ∈ (a, b) вектор-функцiя
x(t) може взагалi не мати iмпульсу, а у
точках τi ∈ (a, b), i 6= j, може мати iм-
пульси по z-тих (z = 1, 2, ..., n) компонентах
вектор-функцiї x(t).

Загальний метод дослiдження поставле-
ної таким чином задачi використовує iдеї,
запропонованi О.А. Бойчуком [2, 4, 14], з ви-
користанням псевдообернених (за Муром–
Пенроузом) матриць.

Iснування розв’язку систе-
ми (1) залежить вiд побудованої
m× (m + n)-вимiрної матрицi D [14]:

D =
[
Im −

b∫

a

[A(s)Ψ(s)+

+ B(s)Φ(s)]ds,−
b∫

a

A(s)ds
]

i згiдно критерiя розв’язностi [14] системи
(1), якщо виконується умова:

PD∗d1
b̃ = 0, (6)

d1 = m− n1, n1 = rankD,

то лiнiйна неоднорiдна система iнтегро-
диференцiальних рiвнянь (1) має
r1-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних
розв’язкiв:

x(t) = Ψ0(t)PDr1
c + F (t), c ∈ Rr1 , (7)

r1 = m + n− n1.

Тут
F (t) = f̃(t) + Ψ0(t)D

+b̃,

b̃ =

b∫

a

[
A(s)f̃(s) + B(s)f(s)

]
ds,

f̃(t) =

t∫

a

f(s)ds,

Ψ(t) =

t∫

a

Φ(s)ds, Ψ0(t) =
[
Ψ(t), In

]
,

Ψ(t), Ψ0(t) — (n× n)- i n× (m + n)-вимiрнi
матрицi, In — одинична матриця порядку n,
D+ — псевдообернена за Муром-Пенроузом
до D матриця; PD, PD∗ — (m+n)× (m+n)- i
(m×m)-вимiрнi матрицi, ортопроектори, якi
дiють з Rm+n i Rm у ядро та коядро матрицi
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D, вiдповiдно. Матриця PDr1
(PD∗d1

) складає-
ться iз повної системи r1 (d1) лiнiйно неза-
лежних стовпцiв (рядкiв) матрицi PD(PD∗).

Для того, щоб розв’язок x(t) (7) iнтегро-
диференцiальної системи (1) був розв’язком
iмпульсної крайової задачi (1)–(3), необхiд-
но i достатньо, щоб вiн задовольняв iмпу-
льсну (2) та крайову (3) умови. Як буде
показано нижче, iмпульсну крайову зада-
чу типу (1)–(3) можна розглядати як внут-
рiшню крайову задачу ("interface boundary-
value problem") [21].

Для того, щоб знайти цей зв’язок, введе-
мо k-вимiрний лiнiйний обмежений вектор-
ний функцiонал ϕx(·) вигляду:

ϕ := col(ϕ1, ..., ϕp) : D2([a, b] \ {τi}I) → Rk,

ϕi : D2([a, b] \ {τi}I) → Rki , i = 1, ..., p,

k := k1 + k2 + ... + kp.

Використовуючи наступну систему озна-
чень




ϕ1x := E1x(τ1+)− (E1 + S1)x(τ1−)
ϕ2x := E2x(τ2+)− (E2 + S2)x(τ2−)
................................................
ϕpx := Epx(τp+)− (Ep + Sp)x(τp−)

(8)

запишемо iмпульсну дiю (2) як крайову умо-
ву

ϕx(·) = γ ∈ Rk, (9)

де γ = col(γ1, γ2, ..., γp) ∈ Rk, γi ∈ Rki .
Об’єднаємо таким чином отриману внут-

рiшню крайову умову (9) iз заданою крайо-
вою умовою (3) i отримаємо (k + q) умов на
невiдому n-вимiрну вектор-функцiю x(t) :

Lx(·) = δ ∈ Rk+q, (10)

де

L :=
[

ϕ
`

]

L : D2

(
[a, b]\τi

) → Rk+q,

δ :=
[

γ
α

]
, δ ∈ Rk+q.

Тепер iмпульсну крайову задачу (1)–(3)
можна розглядати як крайову задачу (1),

(10). Аналогiчно, як у роботах [14, 19], мож-
на встановити умови розв’язностi та виг-
ляд загального розв’язку отриманої таким
чином лiнiйної крайової задачi для iнтегро-
диференцiальних рiвнянь (1), (10).

Для того, щоб крайова задача (1), (10) бу-
ла розв’язною, необхiдно та достатньо, щоб
розв’язок x(t) iнтегро-диференцiальної си-
стеми (1), який визначений згiдно (7), задо-
вольняв крайову умову (10). Таким чином,
виконавши необхiдну пiдстановку, отримає-
мо алгебраїчну систему рiвнянь вiдносно не-
вiдомого вектора c ∈ Rr1 :

Qc = δ − LF (·) , (11)

де (k + q)× r1-вимiрна стала матриця

Q :=
[

Q1

Q2

]
,

Q1 := col(−S1Xr1(τ1), ...,−SpXr1(τp)) —
(k × r1)-вимiрна стала матриця,
Q2 := `Xr1(·) — (q × r1)-вимiрна стала
матриця, Xr1(t) = Ψ0(t)PDr1

— (n × r1)-
вимiрна матриця, яка є фундаментальною
матрицею вiдповiдної однорiдної iнтегро-
диференцiальної системи (1).

Алгебраїчна система (11) розв’язна тодi i
тiльки тодi, коли виконується умова:

PQ∗

{
δ − LF (·)

}
= 0. (12)

Тут PQ∗ — (k × k)-вимiрна матриця (орто-
проектор, P 2

Q∗ = PQ∗ = P ∗
Q∗), PQ∗ : Rk →

N(Q∗).
Нехай rankQ = n2 ≤ min(k, r1). Оскiль-

ки вимiрнiсть нуль-простору N(Q) дорiвнює
дефекту матрицi Q, то

dimN(Q) = r1 − rankQ = r1 − n2 = r.

Умова (12) складається iз (k + q) скаляр-
них умов, серед яких (k + q − n2) умов є лi-
нiйно незалежними, тобто

rankPQ∗ = d = k + q − n2.

Введемо d × (k + q)-вимiрну матрицю
PQ∗d , яка складається iз d лiнiйно незалеж-
них рядкiв матрицi-ортопроектора PQ∗ [2, 3,
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16]. Матриця PQ∗d дозволяє записати необ-
хiдну та достатню умову розв’язностi систе-
ми (11), яка складається тiльки iз d лiнiйно
незалежних рядкiв:

PQ∗d

{
δ − LF (·)

}
= 0. (13)

Якщо умова (13) виконується, то система
(11) має r лiнiйно незалежних розв’язкiв

c = Q+
{

δ − LF (·)
}

+ PQrcr, (14)

∀cr ∈ Rr,

де Q+ — псевдообернена до Q матриця, PQ —
(r1 × r1)-вимiрна матриця (ортопроектор,
P 2

Q = PQ = P ∗
Q), яка переводить простiр

Rr1 у ядро матрицi Q (PQ : Rr1 → N(Q)).
Матриця PQr складається iз повної системи
r (r = r1− rankQ) лiнiйно незалежних стов-
пцiв матрицi PQ.

Отриманий вектор c ∈ Rr (14) визначає
r-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних
розв’язкiв x(t) крайової задачi (1), (10):

x(t) = Ψ0(t)PDr1
PQrcr+

+ Ψ0(t)PDr1
Q+(δ − LF (·)) + F (t). (15)

Таким чином для лiнiйної iмпульсної за-
дачi (1)–(3), яку розглядаємо як внутрiшню
крайову задачу (1), (10), правильне наступ-
не твердження.

Теорема. Нехай rankD = n1,
rankQ = n2 ≤ min(k + q, r1). Тодi одно-
рiдна (f = 0, δ = 0) iмпульсна крайова
задача (1), (10) має r лiнiйно незалежних
розв’язкiв

x(t) = Ψ0(t)PDr1
PQrcr, cr ∈ Rr,

r1 = m + n− n1, r = r1 − n2,

Неоднорiдна iмпульсна крайова задача
для системи iнтегро-диференцiальних рiв-
нянь (1), (10) у фiксований момент часу є
розв’язною тодi i тiльки тодi, коли вико-
нуються умови:

PD∗d1
b̃ = 0, PQ∗d

{
δ − LF (·)

}
= 0, (16)

d1 = m− n1, d = k + q − n2.

При виконаннi цих умов iмпульсна задача
(1), (10) має r-параметричну сiм’ю лiнiйно
незалежних розв’язкiв

x(t) = Ψ0(t)PDr1
PQrcr+

+ Ψ0(t)PDr1
Q+

(
δ − LF (·)

)
+ F (t),

визначених у класi вектор-функцiй

x(t) ∈ D2([a, b] \ {τi}I), ẋ(t) ∈ L2[a, b],

t ∈ [a, b], τi ∈ (a, b), i = 1, ..., p.

Наслiдок 1. Якщо rankQ = k + q =
n2 ⇐⇒ PQ∗ = 0, то неоднорiдна iмпуль-
сна крайова задача для системи iнтегро-
диференцiальних рiвнянь (1), (10) є розв’я-
зною тодi i тiльки тодi, коли виконується
умова: PD∗d1

b̃ = 0 (d1 = m − rankD), i має
r-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних
розв’язкiв (15), визначених у вiдповiдному
класi вектор-функцiй.

Наслiдок 2. Якщо

rankQ = n2 = r1 < k + q ⇐⇒ PQ = 0,

то неоднорiдна iмпульсна крайова задача
для системи iнтегро-диференцiальних рiв-
нянь (1), (10) є розв’язною тодi i тiль-
ки тодi, коли виконуються умови (16), де
d = k + q − rankQ, i має єдиний розв’язок

x(t) = Ψ0(t)PDr1
Q+

(
δ−LF (·)

)
+F (t), (17)

який визначений у вiдповiдному класi
вектор-функцiй.

Зауваження. Якщо розглянути
iмпульсну крайову задачу (1)–(3), де в
iмпульснiй умовi (2) задано Ei := E —
(n × n)-вимiрнi одиничнi матрицi та Si —
(n×n)-вимiрнi матрицi, γi ∈ Rn, i = 1, ..., p,
то отримаємо:

1) ранiше вiдому [1, 7, 10] стандартну
iмпульсну умову:

∆x
∣∣∣
t=τi

:= x(τi + 0)− x(τi − 0) =

= Six(τi − 0) + γi, (18)

яка задається по всiх компо-
нентах невiдомої вектор-функцiї
x(t) = col(x1(t), x2(t), ..., xn(t));
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2) (np + q) × r1-вимiрну матрицю Q,
вiд властивостей якої залежить iснування
розв’язку заданої таким чином iмпульсної
крайової задачi.

Для такого випадку справедливе насту-
пне твердження.

Наслiдок 3. Якщо

rankQ = n2 = r1 < np + q ⇐⇒ PQ = 0,

то iмпульсна крайова задача для систем
iнтегро-диференцiальних рiвнянь (1), (3),
(18) є розв’язною тодi i тiльки то-
дi, коли виконуються умови (16), де
d = np + q − rankQ, i має єдиний розв’я-
зок x(t) заданий рiвнiстю (17), який визна-
чений у вiдповiдному класi вектор-функцiй.

Отже, використовуючи ефективнi, конс-
труктивнi методи дослiдження крайових за-
дач, розробленi О.А. Бойчуком [4, 15], та
розглядаючи iмпульсну задачу як внутрiш-
ню крайову задачу ("interface BVP’s") [21],
встановлено критерiй розв’язностi iмпульс-
ної крайової задачi для систем iнтегро-
диференцiальних рiвнянь та знайдено за-
гальний вигляд розв’язку таких задач у вiд-
повiдних просторах.
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