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Ïîáóäîâàíî ìiíiìàëüíi (ùîäî êiëüêîñòi åëåìåíòiâ) ñèñòåìè òâiðíèõ ìåòàñèìåòðè÷íî¨ ãðó-
ïè ñêií÷åííîãî ðàíãó.

The minimal (on quantity of elements) generators systems are constructed for the meta-
symmetrical group of �nite rank.

Ïðîáëåìà äîñëiäæåííÿ "åêîíîìíèõ" (çî-
êðåìà, íåçâiäíèõ) ñèñòåì òâiðíèõ ó äîâiëü-
íèõ ãðóïàõ ¹ êëàñè÷íîþ äëÿ òåîði¨ ãðóï i
ðîçãëÿäàëàñÿ ó ïðàöÿõ ðiçíèõ àâòîðiâ ùå ç
ñàìîãî ïî÷àòêó ñòàíîâëåííÿ öi¹¨ òåîði¨. Íà-
ñàìïåðåä öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî â áàãàòüîõ
âèïàäêàõ iíôîðìàöiÿ ïðî ñèñòåìó òâiðíèõ
ãðóïè ¹ âèçíà÷àëüíîþ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ði-
çíèõ çàäà÷, à "åêîíîìíiñòü" ñèñòåìè òâið-
íèõ äîçâîëÿ¹ çìåíøèòè êiëüêiñòü ïîòðiáíèõ
ïåðåâiðîê. ßêùî ãðóïà ¹ ñêií÷åííî ïîðîäæå-
íîþ, òî ¨¨ íåçâiäíi ñèñòåìè òâiðíèõ ìîæóòü
ñêëàäàòèñÿ ç ðiçíî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ. À
òîìó äëÿ òàêèõ ãðóï ïðèðîäíèì ¹ ïèòàííÿ
ïðî ïîáóäîâó òà äîñëiäæåííÿ ñèñòåì òâið-
íèõ iç ìiíiìàëüíèì ìîæëèâèì ÷èñëîì åëå-
ìåíòiâ. Öå ÷èñëî ¹ âàæëèâèì iíâàðiàíòîì
ãðóïè i äîñëiäæóâàëîñÿ ó ðîáîòàõ ðiçíèõ
àâòîðiâ, çîêðåìà Ì.Àøáàõåðà, Ð. Ñòåéí-
áåðãà, Ð.Ãóðàëíiêà, Ë.Êîâà÷à, Ê.Áóçàøi,
I.Ì.Àéçåêñà, Òõiëî Öi÷àíãà òà iíøèõ (äèâ.,
íàïðèêëàä, [1-4]). Îäíèì ç íàéâàæëèâiøèõ
ðåçóëüòàòiâ, ÿêèé îòðèìàíî â öüîìó íà-
ïðÿìêó, ¹ òåîðåìà Ð.Ñòåéíáåðãà [4] ïðî 2-
ïîðîäæóâàíiñòü ïðîñòèõ ãðóï ëi¹âîãî òè-
ïó. Íà îñíîâi öi¹¨ òåîðåìè Ì.Àøáàõåð òà
Ð.Ãóðàëíiê [1] äîâåëè, ùî êîæíà ñêií÷åííà
ïðîñòà ãðóïà ¹ 2-ïîðîäæåíîþ. Öå òâåðäæåí-
íÿ ñòàëî îñíîâîþ äëÿ áàãàòüîõ äîñëiäæåíü,
â ÿêèõ áóäóþòüñÿ êîíêðåòíi 2-åëåìåíòíi ñè-
ñòåìè òâiðíèõ ó ðiçíèõ ïðîñòèõ (çîêðåìà,
ëiíiéíèõ) ãðóïàõ, äîñëiäæóþòüñÿ ðîçêëàäè
åëåìåíòiâ ãðóïè çà òàêèìè òâiðíèìè.

Ïðè ïåðåõîäi äî âèâ÷åííÿ öüîãî ïèòàí-

íÿ äëÿ íåïðîñòèõ ãðóï ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè
ñïî÷àòêó ðîçøèðåííÿ êiëüêîõ ïðîñòèõ ãðóï
àáî ¨õ ïðÿìèõ äîáóòêiâ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì âè-
íèêà¹ çàäà÷à äîñëiäæåííÿ ìiíiìàëüíèõ (çà
êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ) ñèñòåì òâiðíèõ ó âií-
öåâèõ äîáóòêàõ. Ðÿä ðåçóëüòàòiâ ïðî íàé-
ìåíøå ìîæëèâå ÷èñëî òâiðíèõ ó òàêèõ äîáó-
òêàõ îòðèìàíî â ïðàöÿõ Ê.Áóçà÷i, Ë.Êîâà÷à
[2] òà ií. Ìàéæå î÷åâèäíî, ùî öå ÷èñëî íå
ïåðåâèùó¹ ñóìè âiäïîâiäíèõ iíâàðiàíòiâ äëÿ
âiíöåâèõ ñïiâìíîæíèêiâ, îäíàê öÿ îöiíêà íå
¹ òî÷íîþ, ïðè÷îìó â çàãàëüíîìó âèïàäêó
âñòàíîâèòè òî÷íó îöiíêó íå âäà¹òüñÿ. À òî-
ìó ïðèðîäíî âèíèêà¹ çàäà÷à ïîáóäîâè ìi-
íiìàëüíèõ (çà êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ) ñèñòåì
òâiðíèõ ó âiíöåâèõ äîáóòêàõ òèõ ÷è iíøèõ
êîíêðåòíèõ ãðóï. Îäíèìè iç íàéáiëüø óæè-
âàíèõ òàêèõ âiíöåâèõ äîáóòêiâ ¹ ìåòàñèìå-
òðè÷íi ãðóïè, òîáòî âiíöåâi äîáóòêè ñêií÷åí-
íèõ ñèìåòðè÷íèõ ãðóï òà áëèçüêi äî íèõ. Âî-
íè ÷àñòî âèíèêàþòü ó äîñëiäæåííÿõ iç äèñ-
êðåòíî¨ ìàòåìàòèêè ÿê ãðóïè ñèìåòðié ði-
çíèõ äèñêðåòíèõ ñòðóêòóð (ãðàôiâ, äèñêðå-
òíèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ, âïîðÿäêîâàíèõ
ìíîæèí òîùî), âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè êëà-
ñèôiêàöi¨ áóëüîâèõ ôóíêöié òà ôóíêöié áà-
ãàòîçíà÷íî¨ ëîãiêè, ó òåîði¨ ïåðåëiêó, ó òåîði¨
àâòîìàòiâ i àâòîìàòíèõ âiäîáðàæåíü [äèâ.,
íàïðèêëàä, 5�9].

1. Îçíà÷åííÿ âiíöåâîãî äîáóòêó
ãðóï ïiäñòàíîâîê. Íåõàé Gi � ãðóïà ïiä-
ñòàíîâîê ìíîæèíè Mi (i = 1, 2, ...), òîäi
(G1,M1), (G2, M2), ... � ñêií÷åííà àáî íå-
ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü ãðóï ïiäñòàíîâîê.
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Îçíà÷åííÿ 1. [10] Âiíöåâèì äîáóòêîì
çà cêií÷åííîþ (÷è íåñêií÷åííîþ) ïîñëiäîâ-
íiñòþ ãðóï ïiäñòàíîâîê (G1,M1), (G2,M2),
... íàçèâàcòüñÿ ãðóïà G âñiõ ìîæëèâèõ
ïiäñòàíîâîê äåêàðòîâîãî äîáóòêó M ìíî-
æèí M1,M2, ..., ÿêi (ïiäñòàíîâêè) çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâè:

(i) ÿêùî (y1, y2, ...) = (x1, x2, ...)
g, äå

g ∈ G, à åëåìåíòè (x1, x2, ...), (y1, y2, ...) ∈
M = M1×M2× ...; òî yi çàëåæèòü òiëüêè
âiä i ïåðøèõ êîîðäèíàò x1, x2, ..., xi íàáîðó
(x1, x2, ...) äëÿ âñiõ i ≥ 1;

(ii) ÿêùî êîîðäèíàòè x0
1, ..., x

0
i−1 ôiêñîâà-

íi, òî âiäîáðàæåííÿ

gi(x
0
1, ..., x

0
i−1) : Mi → Mi,

iíäóêîâàíå ïåðåòâîðåííÿì g ∈ G, ¹ ïiäñòà-
íîâêîþ, ùî íàëåæèòü äî ãðóïè Gi äëÿ âñiõ
i ≥ 1.

Ç îçíà÷åííÿ 1 âèïëèâàc, ùî åëåìåíòè ãðó-
ïè G ìîæíà çàäàâàòè ñêií÷åííèìè (÷è íå-
ñêií÷åííèìè) íàáîðàìè âèãëÿäó

u = [g1, g2(x1), g3(x1, x2), ...], (1)

äå g1 ∈ G1, gi(x1, ..., xi−1) ∈ G
M1×...×Mi−1

i ,
i ≥ 2.

Ïîñëiäîâíiñòü (1) äic íà åëåìåíòè ìíîæè-
íè M = M1 ×M2 ×M3 × ... çà ïðàâèëîì:

(m1, m2, m3, ...)
u =

= (mg1

1 ,m
g2(m1)
2 ,m

g3(m1,m2)
3 , ...), (2)

äå m
gi+1(m1,...,mi)
i+1 âèçíà÷àc äiþ ïiäñòàíîâêè

gi+1(m1, ..., mi) íà åëåìåíò mi+1, i ≥ 1. Òî-
ìó, âèêîðèñòîâóþ÷è (2), îòðèìó¹ìî ïðàâèëà
îá÷èñëåííÿ äîáóòêó åëåìåíòiâ i îáåðíåíîãî
åëåìåíòà â ãðóïi G. À ñàìå, íåõàé

u = [g1, g2(x1), g3(x1, x2), ...] ∈ G,

v = [h1, h2(x1), h3(x1, x2), ...] ∈ G,

òîäi

u · v = [g1, g2(x1), g3(x1, x2), ...]·
·[h1, h2(x1), h3(x1, x2), ...] =

= [g1 · h1, g2(x1) · h2(x
g1

1 ),

g3(x1, x2) · h3(x
g1

1 , x
g2(x1)
2 ), ...]

òà
u−1 = [g−1

1 , g−1
2 (x

g−1
1

1 ),

g−1
3 (x

g−1
1

1 , x
g−1
2

(
x

g−1
1

1

)

2 ), ...],

à íåéòðàëüíèì ó ãðóïi G áóäå åëåìåíò

e = [ε, ε, ε, ...],

äå ñèìâîëîì ε ïîçíà÷åíî âiäïîâiäíi îäèíè-
÷íi åëåìåíòè ãðóï Gi, i ≥ 1.

Çãiäíî ç ïðàöåþ Ë.À.Êàëóæíiíà [11], áó-
äåìî íàçèâàòè íàáîðè âèãëÿäó (1) òàáëèöÿ-
ìè.

Âiíöåâèé äîáóòîê çà äåÿêîþ ïîñëiäîâíi-
ñòþ (G1,M1), (G2,M2), ... ãðóï ïiäñòàíîâîê
ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì

r

o
i=1

(Gi,Mi), àáî ïðî-

ñòî
r

o
i=1

Gi, äå r àáî íàòóðàëüíå ÷èñëî, àáî
ñèìâîë ∞ (ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ãðóï ïiäñòà-
íîâîê c íåñêií÷åííîþ). ßêùî âñi ãðóïè ïiä-
ñòàíîâîê (Gi,Mi) ðiâíi ìiæ ñîáîþ é äîðiâ-
íþþòü (H, X), òî ��õ âiíöåâèé äîáóòîê íà-
çèâàþòü âiíöåâèì ñòåïåíåì i ïîçíà÷àþòü
r

o
i=1

(H, X)(i).
2. Îçíà÷åííÿ ìåòàñèìåòðè÷íî¨ ãðó-

ïè. Íåõàé n1, n2, ..., � (ñêií÷åííà àáî íå-
ñêií÷åííà) ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë, ïðè÷îìó ni ≥ 2, i ∈ N; Sn1 , Sn2 , ... � ñè-
ìåòðè÷íi ãðóïè ñòåïåíiâ n1, n2, ... âiäïîâiäíî.

Îçíà÷åííÿ 2. [11] Ìåòàñèìåòðè÷-
íîþ ãðóïîþ S(n1, n2, ...) ìåòàñòåïåíÿ
(n1, n2, ...) íàçèâàcòüñÿ (ñêií÷åííî àáî íå-
ñêií÷åííî) iòåðîâàíèé âiíöåâèé äîáóòîê ñè-
ìåòðè÷íèõ ãðóï Sn1 , Sn2 , ... :

S(n1, n2, ...) = Sn1 o Sn2 o ... .
Äëÿ âèçíà÷åííÿ ìåòàñèìåòðè÷íî�� ãðóïè

îáèäâi âëàñòèâîñòi åëåìåíòiâ âiíöåâîãî äî-
áóòêó (íàâåäåíi â îçíà÷åííi 1) íå ïîòðiáíi.
À ñàìå, ìàc ìiñöå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1. [12] Òàáëèöÿ u íàëåæèòü äî
âiíöåâîãî äîáóòêó (ñêií÷åííî�� ÷è íåñêií÷åí-
íî��) ïîñëiäîâíîñòi ñèìåòðè÷íèõ ãðóï Sn1,
Sn2, ... òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âîíà
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çàäîâîëüíÿc óìîâó (i) îçíà÷åííÿ 1 âiíöåâîãî
äîáóòêó ãðóï ïiäñòàíîâîê.

Çàóâàæåííÿ. Iíîäi âêàçàíó óìîâó (i) íà-
çèâàþòü óìîâîþ òðèêóòíîñòi ïåðåòâîðåí-
íÿ ìíîæèíè, íà ÿêié äic âiíöåâèé äîáóòîê.
Îòæå, âiíöåâèé äîáóòîê ñèìåòðè÷íèõ ãðóï
ñêëàäàcòüñÿ òiëüêè ç òðèêóòíèõ ïiäñòàíîâîê
öic�� ìíîæèíè.

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë n1, n2, ... c
ñêií÷åííîþ, òîáòî ñêií÷åííèì c êîðòåæ
(n1, n2, ..., nr), r ∈ N, òî êàæóòü, ùî ìåòà-
ñèìåòðè÷íà ãðóïà U ìàc ñêií÷åííèé ìåòà-
ñòåïiíü.

Äëÿ äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî íàáîðó íà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë n1, n2, ..., nr, (ni ≥ 2, i =
1, 2, .., r) ç òî÷íiñòþ äî ïîäiáíîñòi iñíóc
òiëüêè îäíà ìåòàñèìåòðè÷íà ãðóïà ìåòàñòå-
ïåíÿ (n1, n2, ..., nr), ÿêó áóäåìî ïîçíà÷àòè
S(n1, n2, ..., nr), òîáòî

S(n1, n2, ..., nr) = Sn1 o Sn2 o ... o Snr . (3)

3. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ìåòàñèìåòðè-
÷íèõ ãðóï.

1) Ìåòàñèìåòðè÷íi ãðóïè S(n1, n2, ..., nr)
i S(n

′
1, n

′
2, ..., n

′
k) içîìîðôíi òîäi é òiëüêè òî-

äi, êîëè r = k òà ni = n
′
i äëÿ âñiõ i = 1, 2, ...,.

Öå òâåðäæåííÿ âèïëèâàc ç âiäîìî�� òåîðå-
ìè Ï.Íåéìàíà ïðî içîìîðôiçì âiíöåâèõ äî-
áóòêiâ [13].

2) S(n1, n2, ..., nr) c ãðóïîþ ïiäñòàíîâîê
ñòåïåíÿ n1n2...nr i ïîðÿäêó

n1!(n2!)
n1 ...(nr!)

n1n2...nr .

ßêùî îáëàñòþ äi�� ãðóïè Sni
c ìíîæèíà

Mi, 1 ≤ i ≤ r, òî S(n1, n2, ..., nr) äic íà ìíî-
æèíi M1×M2× ...×Mr, ïðè öüîìó öÿ äiÿ c
òðàíçèòèâíîþ òà iìïðèìiòèâíîþ.

3) Åëåìåíòè ìåòàñèìåòðè÷íî�� ãðóïè
S(n1, n2, ..., nr) ìîæíà çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi
íàáîðiâ äîâæèíè r, ÿêi ìàþòü âèãëÿä:

[g1, g2(x1), g3(x1, x2), ..., gr(x1, x2, ..., xr−1)],
(4)

äå g1 ∈ Sn1 , gi(x̄i−1) ≡ gi(x1, x2, ..., xi−1) :
M1 × M2 × ... × Mi−1 → Sni

� äîâiëüíå âi-
äîáðàæåííÿ, 1 ≤ i ≤ r.

4) Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî k, 1 ≤ k ≤
r, ìåòàñèìåòðè÷íà ãðóïà (3) ìiñòèòü ïiäãðó-

ïó k-êîîðäèíàòíèõ òàáëèöü, òîáòî òàáëèöü
âèãëÿäó

[ε, ..., ε, gk(x̄k−1), ε, ..., ε],

äå ε � îäèíè÷íå âiäîáðàæåííÿ. Öÿ ãðóïà içî-
ìîðôíà n1n2...nk−1-ìó ñòåïåíþ ñèìåòðè÷íî��
ãðóïè Snk

.
5) Ñèìåòðè÷íà ãðóïà S2 içîìîðôíà öè-

êëi÷íié ãðóïi Z2 ïîðÿäêó 2. Òîìó ìåòàñèìå-
òðè÷íà ãðóïà S(2, 2, ..., 2) c âiíöåâèì äîáó-
òêîì öèêëi÷íèõ ãðóï ïîðÿäêó 2 òà içîìîð-
ôíà ñèëîâñüêié 2-ïiäãðóïi ñèìåòðè÷íî�� ãðó-
ïè ñòåïåíÿ 2r.

6) ×àñòèííèìè âèïàäêàìè ìåòàñèìåòðè-
÷íèõ ãðóï c äîáðå âiäîìi ãiïåðîêòàåäðàëüíi
ãðóïè (n ≥ 2):

S(n, 2) = Sn o Z2 ' Sn o S2

òà "äóàëüíi" äî íèõ [13]

S(2, n) = S2 o Sn.

4. Ïîáóäîâà ìiíiìàëüíèõ ñèñòåì
òâiðíèõ ìåòàñèìåòðè÷íèõ ãðóï ñêií-
÷åííîãî ðàíãó. Ðîçãëÿíåìî âiíöåâèé äîáó-
òîê r ñèìåòðè÷íèõ ãðóï ñòåïåíÿ n:

S(n, r) := Sn o Sn o ... o Sn︸ ︷︷ ︸
r

.

Ãðóïà S(n, r) ìàc ñòåïiíü nr i ïîðÿäîê
(n!)1+n+n2+...+nr−1 , ïðè öüîìó äic íà ìíîæèíi
ñëiâ äîâæèíè r òðàíçèòèâíî òà iìïðèìiòèâ-
íî. Äëÿ êîæíîãî öiëîãî k (1 ≤ k ≤ r) ãðóïà
S(n, r) ìiñòèòü ïiäãðóïó k-êîîðäèíàòíèõ òà-
áëèöü, òîáòî òàáëèöü âèãëÿäó

[ε, ..., ε, gk(x1, x2, ..., xk−1), ε, ..., ε],

êîòðà içîìîðôíà nk−1-ìó ñòåïåíþ ñèìåòðè-
÷íî�� ãðóïè Sn.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ñèñòåìè òâiðíèõ
ãðóïè S(n, r), ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ëèøå iç êî-
îðäèíàòíèõ òàáëèöü. Äëÿ öüîãî â ñèìåòðè÷-
íié ãðóïi Sn ôiêñócìî äåÿêó ñèñòåìó òâið-
íèõ Π = {π1, π2, ..., πs}, s ∈ N i ðîçãëÿíåìî
òàáëèöi âèãëÿäó

ur(x̄
0,l
k−1, k, πl) =
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= [ε, ..., ε, hk,l(x1, ..., xk−1), ε, ..., ε], (5)

â ÿêèõ
hkl(x1, ..., xk−1) =

=

{
πl, ÿêùî (x1, ..., xk−1) =, x̄0,l

k−1

ε ó ðåøòi âèïàäêiâ, (6)

äå ε � îäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè Sn, x̄0,l
k−1 =

(x0
1,l, ..., x

0
k−1,l) � ôiêñîâàíèé êîðòåæ, l =

1, 2, ..., s, k = 1, 2, ..., r.
Ìàc ìiñöå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà åëåìåíòiâ, âèçíà-

÷åíèõ ôîðìóëàìè (5) òà (6), c ñèñòåìîþ
òâiðíèõ ãðóïè S(n, r) ïðè äîâiëüíîìó âèáî-
ði êîðòåæiâ x̄0,l

k (1 ≤ k ≤ r − 1, 1 ≤ l ≤ s).
Öÿ ñèñòåìà íåçâiäíà òîäi é òiëüêè òîäi,

êîëè ñèñòåìà Π íåçâiäíà.
Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî ñè-

ñòåìà (5) c ñèñòåìîþ òâiðíèõ ãðóïè S(n, r).
Âèêîðèñòàcìî iíäóêöiþ çà r.

Âèïàäîê r = 1 � áàçà iíäóêöi�� � c òðèâi-
àëüíèì.

Íåõàé òåïåð ïðè äåÿêîìó r ≥ 2 òâåðäæåí-
íÿ òåîðåìè c ïðàâèëüíèì. Ïîêàæåìî, ùî âî-
íî çàëèøàcòüñÿ ïðàâèëüíèì ó âèïàäêó âií-
öåâîãî äîáóòêó S(n, r + 1).

Êîæíó òàáëèöþ ur(x̄
0,l
k−1, k, πl) (1 ≤ k ≤

r) äîâæèíè r ïðîäîâæèìî äî òàáëèöi
ur+1(x̄

0,l
k−1, k, πl) äîâæèíè r + 1, äîïèñóþ-

÷è â êiíöi îäèíè÷íó êîîðäèíàòó. Ñèñòåìà
ur+1(x̄

0,l
k−1, k, πl) ïîðîäæóc ó âiíöåâîìó äî-

áóòêó S(n, r + 1) ïiäãðóïó âñiõ ìîæëèâèõ
òàáëèöü âèãëÿäó

[a1, a2(x1), ..., ar(x̄r−1), ε].

Òîìó äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äîâiëüíà òàá-
ëèöÿ âèãëÿäó

[ε, ..., ε, ar+1(x̄r)] (7)

òàêîæ ïîðîäæócòüñÿ åëåìåíòàìè iç ñèñòåìè
(5). Êîæíó òàêó òàáëèöþ ìîæíà ðîçêëàñòè
íà äîáóòîê åëåìåíòiâ âèãëÿäó

[ε, ..., ε, hr+1,l(x̄r)], (8)

äå hr+1,l(x̄r) íàáóâàc íåîäèíè÷íîãî çíà÷åí-
íÿ òiëüêè â äåÿêié îäíié òî÷öi (z̄r). Âiíöå-
âèé äîáóòîê S(n, r) äëÿ äîâiëüíîãî r äic íà

ìíîæèíi êîðòåæiâ òðàíçèòèâíî. Òîìó äëÿ
êîðòåæà (z̄r) ïðè äîâiëüíîìó l (1 ≤ l ≤ s)
çíàéäåòüñÿ ïiäñòàíîâêà vl ∈ S(n, r) òàêà, ùî
(z1, ..., zr) = (x0

1,l, ..., x
0
r,l)

vl . Çà ïðèïóùåííÿì
iíäóêöi��, êîæíó ç ïiäñòàíîâîê vl (1 ≤ l ≤ s)
ìîæíà ðîçêëàñòè íà äîáóòîê òâiðíèõ iç ñè-
ñòåì (5), (6). Îòæå, òàáëèöÿ ṽl èç S(n, r+1),
îòðèìàíà ç vl äîïèñóâàííÿì îäèíè÷íî�� êîîð-
äèíàòè, òàêîæ ðîçêëàäàcòüñÿ íà äîáóòîê òà-
êèõ òâiðíèõ. Âèêîíóþ÷è ñïðÿæåííÿ òàáëèöi
(8) çà äîïîìîãîþ ṽl, îòðèìàcìî:

ṽl · [ε, ..., ε, hr+1,l(x̄r)] · ṽ−1
l =

= [ε, ..., ε, hr+1,l(x̄
vl
r )].

Ôóíêöiÿ hr+1,l(x̄
vl
r ) íàáóâàc íåîäèíè÷íîãî

çíà÷åííÿ òiëüêè â îäíié òî÷öi (x0
1,l, ..., x

0
r,l).

Îòæå, ���� ìîæíà ðîçêëàñòè íà äîáóòîê ôóí-
êöié âèãëÿäó hr+1,l(x̄r), ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ
ðiâíiñòþ (6). Çâiäñè âèïëèâàc, ùî êîæíà òàá-
ëèöÿ âèãëÿäó (7) c äîáóòêîì åëåìåíòiâ ñèñ-
òåìè (5), òîáòî ñèñòåìà (5) c ñèñòåìîþ òâið-
íèõ ãðóïè S(n, r + 1).

Ïåðåêîíàcìîñÿ òåïåð, ùî ñèñòåìà (5) c
íåçâiäíîþ. Äëÿ öüîãî äîñèòü ïîêàçàòè, ùî
ïðè âèêëþ÷åííi ç íå�� õî÷à á îäíîãî åëå-
ìåíòà, âîíà ïåðåñòàc áóòè ñèñòåìîþ òâið-
íèõ. À öå äiéñíî òàê, îñêiëüêè ÿêùî ìè
çàôiêñócìî äåÿêi íîìåðè k, l òà âiäêèíåìî
òâiðíó u(x̄0,l

k−1, k, πl), òî òàáëèöþ

[ε, ..., ε, gk(x̄k−1), ε, ..., ε],

äå gk(x̄k−1) ìàc íåîäèíè÷íå çíà÷åííÿ, ùî
äîðiâíþc πl, òiëüêè â îäíié òî÷öi x̄0,l

k−1, âæå
íå ìîæíà áóäå âèðàçèòè ÷åðåç òâiðíi, ÿêi çà-
ëèøèëèñÿ. Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ. Îñêiëüêè ñèìåòðè÷íà ãðó-
ïà Sn ïîðîäæócòüñÿ äâîìà ïiäñòàíîâêàìè
� òàêèìè, íàïðèêëàä, áóäóòü ïàðè (1, 2),
(1, 2, ..., n) àáî (1, 2, ..., n−1), (1, 2, ..., n) � òî
ãðóïà S(n, r) ìàc íåçâiäíi ñèñòåìè òâiðíèõ
âèãëÿäó (5), ÿêi ìiñòÿòü 2r ïiäñòàíîâîê.

Oõàðàêòåðèçócìî òåïåð êîìóòàíò ãðóïè
S(n, r).

Íåõàé σ =
∏

f(x̄r) � äîáóòîê âñiõ çíà-
÷åíü äåÿêî�� êîîðäèíàòíî�� ôóíêöi��, âçÿòèõ ó
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ïåâíîìó ïîðÿäêó. Ïiäñòàíîâêà σ c àáî ïàð-
íîþ, àáî íåïàðíîþ i öÿ âëàñòèâiñòü íå çàëå-
æèòü âiä ïîðÿäêó ìíîæíèêiâ.

Iç îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà
∏

âèïëèâàc:
(i) ÿêùî

∏
f(x̄r) ∈ An, òî äëÿ äîâiëüíî��

òàáëèöi u ∈ S(n, r) ìàcìî
∏

f(x̄u
r ) ∈ An;

(ii) ÿêùî
∏

f(x̄r) ∈ An òà
∏

g(x̄r) ∈ An,
òî

∏
f(x̄r)g(x̄r) ∈ An, äå An � çíàêîçìiííà

ãðóïà ïîðÿäêó n.
Òåîðåìà 2. Êîìóòàíò S ′(n, r) ìiñòèòü

òi é ëèøå òi òàáëèöi

[g1, g2(x1), ..., gr(x̄r−1)], (9)

äëÿ ÿêèõ âèêîíócòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

g1 ∈ An,
∏

gi(x̄i−1) ∈ An (1 ≤ i ≤ r).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé U � ìíîæèíà òà-
áëèöü âêàçàíîãî âèãëÿäó (9). Î÷åâèäíî, ùî
ïiäãðóïà S ′(n, r) ïîðîäæócòüñÿ òàáëèöÿìè
[g, ε, ..., ε], g ∈ An, òà âñiìà ìîæëèâèìè êî-
ìóòàòîðàìè òàáëèöü âèãëÿäó

u = [g1, ..., gk(x̄k−1), ε, ..., ε],

v = [ε, ..., ε, gk+1(x̄k), ε, ..., ε],

(1 ≤ k ≤ r − 1). Çîêðåìà, êîìóòàòîð (u, v)
c (k + 1)-êîîðäèíàòíîþ òàáëèöåþ, ïðè÷îìó
éîãî (k+1)-à êîîðäèíàòà äîðiâíþ¹ gk+1(x̄

u
k) ·

g−1
k+1(x̄k). Ôóíêöi�� gk+1(x̄

u
k) òà g−1

k+1(x̄k) íàáó-
âàþòü âçàcìíî îáåðíåíèõ çíà÷åíü ó òî÷êàõ
x̄u

k òà x̄k. Òîìó â äîáóòêó âñiõ çíà÷åíü ôóí-
êöi�� |(u, v)|k+1 áóäå ïàðíå ÷èñëî íåïàðíèõ
ìíîæíèêiâ, òîáòî |(u, v)|k+1 ∈ An. Îòæå, âñi
òàêi êîìóòàòîðè (u, v) ìiñòÿòüñÿ â U . Çâiäñè,
çàâäÿêè âëàñòèâîñòÿì (i), (ii) îïåðàòîðà

∏

îòðèìócìî, ùî S ′(n, r) ⊆ U .
Ç iíøîãî áîêó, äîâiëüíó òàáëèöþ ç U

ìîæíà ðîçêëàñòè íà äîáóòîê êîîðäèíàòíèõ
òàáëèöü. Äîñèòü äîâåñòè, ùî êîæåí cïiâìíî-
æíèê íàëåæèòü äî S ′(n, r).

Íåõàé [ε, ..., ε, f(x̄k), ε, ..., ε] � òàêà êîîð-
äèíàòíà òàáëèöÿ, ùî

∏
f(x̄k) ∈ An. ßêùî

ôóíêöiÿ g(x̄k) íàáóâàc òiëüêè äâîõ íåîäè-
íè÷íèõ çíà÷åíü, ïðè÷îìó âîíè c âçàcìíî

îáåðíåíèìè, òî iñíóc òàáëèöÿ w ∈ S(n, r) òà-
êà, ùî

g(xk) = h(x̄w
k )h−1(x̄k),

äå h(x̄k) ìàc òiëüêè îäíå íåîäèíè÷íå çíà÷åí-
íÿ, ÿêå çáiãà¹òüñÿ ç íåîäèíè÷íèì çíà÷åííÿì
g(x̄k). Çâiäñè îäåðæócìî

[ε, ..., ε, g(x̄k), ε, ..., ε] =

= (w, [ε, ..., ε, h(x̄k), ε, ..., ε]) ∈ S ′(n, r).

ßêùî òåïåð f(x̄k) íàáóâàc íåîäèíè÷íîãî
çíà÷åííÿ òiëüêè â òî÷êàõ x̄

(1)
k−1, x̄

(2)
k−1, ..., x̄

(s)
k−1,

òà öi çíà÷åííÿ äîðiâíþþòü α1, α2, ..., αs âiä-
ïîâiäíî, òî ïîêëàâøè

gi(x̄k) =





α−1
i , ÿêùî x̄k−1 = x̄

(i)
k−1,

αi, ÿêùî x̄k−1 = x̄
(i+1)
k−1 ,

ε, â ðåøòi âèïàäêiâ,

ìè îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

gs−1 · gs−2 · ... · g1 · f = b,

äå

b(x̄k−1) =

{
α1...αs, ÿêùî x̄k−1 = x̄

(s)
k−1,

ε â ðåøòi âèïàäêiâ.

Îñêiëüêè êîæíà ç òàáëèöü [ε, ..., ε,
gi(xk−1), ε, ..., ε] (1 ≤ i ≤ s) i òàáëèöÿ
[ε, ..., ε, b(x̄k−1), ε, ..., ε] íàëåæàòü äî S ′(n, r),
òî i òàáëèöÿ [ε, ..., ε, f, ε, ..., ε] òàêîæ íà-
ëåæèòü äî S ′(n, r). Çâiäñè îòðèìócìî, ùî
U ⊆ S ′(n, r). Òåîðåìó 2 äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3. Êîæíà ìiíiìàëüíà (çà êiëü-
êiñòþ åëåìåíòiâ) ñèñòåìà òâiðíèõ ãðóïè
S(n, r) äëÿ äîâiëüíîãî r ≥ 2 ìiñòèòü ðiâíî
r åëåìåíòiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé m(S(n, r)) � ìi-
íiìàëüíî ìîæëèâà êiëüêiñòü òâiðíèõ
ãðóïè S(n, r). Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî
m(S(n, r)) ≥ r. Ðîçãëÿíåìî àáåëiçàöiþ
G = S(n, r)/S ′(n, r) ãðóïè S(n, r) i ïîêà-
æåìî, ùî âîíà c åëåìåíòàðíîþ àáåëåâîþ
2-ãðóïîþ ðàíãó r.

Äiéñíî, äëÿ êîæíî�� òàáëèöi u = [g1,
g2(x1), ..., gr(x̄r−1)] ìàcìî

u2 = [g2
1, g1(x) · g1(x1), ..., gr(x̄r−1) · gr(x̄r−1)].
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Îñêiëüêè g2
1 ∈ An òà

∏
gi(xi−1)gi(x

u
i−1) ∈

An, òî u2 ∈ S ′(n, r), òîáòî îáðàç òàáëèöi
u ïðè ïðèðîäíîìó ãîìîìîðôiçìi S(n, r) →
S(n, r)/S ′(n, r) c åëåìåíòîì ïîðÿäêó 2. Îò-
æå, G � åëåìåíòàðíà àáåëåâà.

Äàëi, îñêiëüêè êîæíó êîîðäèíàòíó ôóí-
êöiþ f(x̄k) ìîæíà ðîçêëàñòè íà äîáóòîê f =

g · h äâîõ ôóíêöié òàêèõ, ùî
∏

g(x̄k) ∈ An,
à h(x̄k) íàáóâàc íåîäèíè÷íîãî çíà÷åííÿ íå
áiëüøå íiæ â îäíié òî÷öi, òî êîæíó òàáëèöþ

v = [f1, f2(x1), ..., fr(x̄r−1)] ∈ S(n, r)

ìîæíà ðîçêëàñòè íà äîáóòîê

v = [g1, g2(x1), ..., gr(x̄r−1)]·
·[h1, h2(x1), ..., hr(x̄r−1)],

ïåðøèé ìíîæíèê ÿêîãî íàëåæèòü S ′(n, r), à
êîîðäèíàòàìè äðóãîãî c ôóíêöi��, ÿêi íàáóâà-
þòü íåîäèíè÷íîãî çíà÷åííÿ íå áiëüøå íiæ â
îäíié òî÷öi. Çâiäñè âèïëèâàc, ùî àáåëiçàöiÿ
S(n, r)/S ′(n, r) ïîðîäæócòüñÿ îáðàçàìè r êî-
îðäèíàòíèõ òàáëèöü âèãëÿäó

[ε, ..., ε, h̃k(x̄k−1), ε, ..., ε],

äå h̃k(x̄k−1) íàáóâàc òiëüêè îäíîãî íåîäèíè-
÷íîãî çíà÷åííÿ i c íåïàðíîþ ïiäñòàíîâêîþ.

Òàêèì ÷èíîì, ðàíã àáåëiçàöi�� äîðiâíþc r,
òîìó äîâiëüíà ñèñòåìà òâiðíèõ ãðóïè S(n, r)
ìiñòèòü íå ìåíøå íiæ r åëåìåíòiâ.

Íàâåäåìî òåïåð ñèñòåìó òâiðíèõ S(n, r),
ÿêà ñêëàäàcòüñÿ ðiâíî ç r åëåìåíòiâ. Âèïà-
äîê r = 2 äîâåäåíî íàìè â [13]. Çîêðåìà
âñòàíîâëåíî, ùî S(n, 2) ïîðîäæócòüñÿ äâîìà
òàáëèöÿìè u = [g1, g2(x1)], v = [h1, h2(x1)], äå

(i) ÿêùî n � ïàðíå, n > 2, òî

g1 = (1, 2, ..., n), h1 = (1, 2, ..., n− 1),

g2(x1) =

{
(1, 2, ..., n− 1) ïðè x1 = 1,
ε â ðåøòi âèïàäêiâ,

h2(x1) =

{
(1, 2, ..., n) ïðè x1 = n,
ε â ðåøòi âèïàäêiâ;

(ii) ÿêùî n � íåïàðíå, n > 2, òî

g1 = (1, 2, ..., n), h1 = (1, 2),

g2(x1) = (1, 2),

h2(x1) =





(1, 2) ïðè x1 = 1,
(1, 2, ..., n) ïðè x1 = 3,
ε â ðåøòi âèïàäêiâ;

(iii) ÿêùî n = 2, òî

g1 = (1, 2), h1 = ε, g2(x1) = ε,

h2(x1) =

{
(1, 2) ïðè x1 = 1,
ε â ðåøòi âèïàäêiâ.

Íåõàé òåïåð r > 2. Ñêîðèñòàcìîñÿ ií-
äóêöicþ çà r. Ïðèïóñòèìî, ùî ãðóïà S(n, r)
ïîðîäæócòüñÿ r òàáëèöÿìè

wi = [f
(i)
1 , f

(i)
2 (x1), f

(i)
3 (x1, x2), ..., f

(i)
r (x̄r−1)]

(i = 1, 2, ..., r) i ïîáóäócìî ñèñòåìó òâiðíèõ
ãðóïè S(n, r +1), ÿêà ñêëàäàcòüñÿ ç r +1 òà-
áëèöü. Äëÿ öüîãî ïðîäîâæèìî êîæíó iç òà-
áëèöü wi äî òàáëèöi w̃i äîâæèíè r +1, äîïè-
ñóþ÷è (r + 1)-ó êîîðäèíàòó, ÿêà äîðiâíþc ε
(1 ≤ i ≤ r), i äîäàìî äî öic�� ñèñòåìè òàáëèöþ

w̃r+1 = [ε, ..., ε, hr+1(x̄r)],

äå ôóíêöiÿ hr+1(x̄r) âèçíà÷àcòüñÿ òàê:
(j) ÿêùî n � ïàðíå, òî

hr+1(x̄r) =

=





(1, 2, ..., n− 1),
ÿêùî x̄r = (1, 0, 0, ..., 0),

(1, 2, ..., n), ÿêùî x̄r = (0, 1, 0, ..., 0),
ε â ðåøòi âèïàäêiâ;

(jj) ÿêùî n � íåïàðíå, òî

hr+1(x̄r) =

=





(1, 2), ÿêùî x̄r = (1, 0, 0..., 0),
(1, 2, ..., n), ÿêùî x̄r = (0, 1, 0, ..., 0),
ε â ðåøòi âèïàäêiâ.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ìîæíà ïiäiáðàòè òàêi
íàòóðàëüíi ÷èñëà k, t, ùîá

w̃k
r+1 = [ε, ..., ε, g

(1)
r+1(x̄r)],

w̃t
r+1 = [ε, ..., ε, g

(2)
r+1(x̄r)],

i ôóíêöi�� g
(j)
r+1(x̄r), j = 1, 2, íàáó-

âàëè íåîäèíè÷íîãî çíà÷åííÿ (äîðiâíþ¹
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(1, 2, ..., n− 1) òà (1, 2, ..., n) àáî, âiäïîâiä-
íî, (1, 2) i (1, 2, ..., n)) òiëüêè â îäíié òî÷öi.
Îñêiëüêè ÷åðåç òàáëèöi wi (i = 1, 2, ..., r) âè-
ðàæàþòüñÿ âñi êîîðäèíàòíi òàáëèöi ç ñèñòå-
ìè òâiðíèõ (5), à w̃k

r+1 i w̃t
r+1 ñàìi ìàþòü ïî-

òðiáíèé âèãëÿä, òî çâiäñè âèïëèâàc, ùî òàê
ïîáóäîâàíà ñèñòåìà w̃1, w̃2, ..., w̃r, w̃r+1 c ñè-
ñòåìîþ òâiðíèõ ãðóïè S(n, r + 1). Òåîðåìó 3
äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3 äîïóñêàc ïðèðîäíå óçàãàëüíåí-
íÿ íà âèïàäîê äîâiëüíèõ ìåòàñèìåòðè÷íèõ
ãðóï ñêií÷åííîãî ðàíãó. À ñàìå, ìàc ìiñöå
òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4. Êîæíà ìiíiìàëüíà (çà êiëü-
êiñòþ åëåìåíòiâ) ñèñòåìà òâiðíèõ ìåòà-
ñèìåòðè÷íî�� ãðóïè S(n1, n2, ..., nr) (ni ≥ 2
äëÿ i = 1, 2, ..., r) äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî
ðàíãó r ≥ 2 ìiñòèòü ðiâíî r åëåìåíòiâ.

Äîâåäåííÿ. ßê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè
3, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

|S(n1, n2, ..., nr)/S
′(n1, n2, ..., nr)| ≥ r,

òîáòî m(S(n1, n2, ..., nr)) ≥ r. À òîìó äî-
ñèòü ïîáóäóâàòè ñèñòåìó òâiðíèõ ãðóïè
S(n1, n2, ..., nr), ÿêà ñêëàäàcòüñÿ ç r åëåìåí-
òiâ. Òàêà ïîáóäîâà, ÿê i ïðè äîâåäåííi ïîïå-
ðåäíüî�� òåîðåìè, çäiéñíþcòüñÿ iíäóêòèâíî.
Ïðè r = 2 ïîòðiáíi ñèñòåìè òâiðíèõ ïîáó-
äîâàíî ó ïðàöi [13]. ßêùî æ r > 2, òî äî
ñèñòåìè òâiðíèõ ãðóïè S(n1, n2, ..., nr−1), ÿêà
ñêëàäàcòüñÿ iç (r − 1)-ãî åëåìåíòà, ñëiä äî-
ïèñàòè ùå îäíó òàáëèöþ âèãëÿäó

wr = [ε, ..., ε, hr(x̄r−1)],

äå ôóíêöiÿ hr(x̄r−1) âèçíà÷àcòüñÿ òàê:
1 ′) ÿêùî nr � ïàðíå, òî

hr(x̄r−1) =

=





(1, 2, ..., nr − 1),
ÿêùî x̄r−1 = (1, 0, 0, ..., 0),

(1, 2, ..., nr),
ÿêùî x̄r−1 = (0, 1, 0, ..., 0),

ε â ðåøòi âèïàäêiâ;

2′) ÿêùî nr � íåïàðíå, òî

hr(x̄r−1) =

=





(1, 2), ÿêùî x̄r−1 = (1, 0, 0..., 0),
(1, 2, ..., nr),

ÿêùî x̄r−1 = (0, 1, 0, ..., 0),
ε â ðåøòi âèïàäêiâ.

Óñi ïåðåâiðêè çäiéñíþþòüñÿ àíàëîãi÷íî,
ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3 i òîìó ìè ��õ
îïóñêàcìî. Òåîðåìó 4 äîâåäåíî.
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