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ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÑÒÀÖIÎÍÀÐÍÎÃÎ ÐÓÕÓ ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒIËÀ
Â ÍÅÃÎËÎÂÍÈÕ ÎÑßÕ IÍÅÐÖI�I

Ó ðîáîòi ðîçãëÿäàcòüñÿ ïèòàííÿ ïðî çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè Ðàóñà-Ëÿïóíîâà äî äîñëiäæå-
ííÿ ñòàöiîíàðíîãî ðóõó òâåðäîãî òiëà âiäíîñíî íåãîëîâíèõ îñåé iíåðöi��.

The problem of applied of the Raus-Lyapunov theorem for research of stationary movement
of a �rm object concerning not main axes of inertia was studied in this paper .

Ó êiíöi 50-õ ð. ÕÕ ñò. óâàãó âåëèêî�� êiëü-
êîñòi äîñëiäíèêiâ â ãàëóçi òåîðåòè÷íî�� òà
ïðèêëàäíî�� ìåõàíiêè çâåðíóòî íà öåíòðàëü-
íó çàäà÷ó äèíàìiêè � çàäà÷ó ïðî ðóõ òâåðäî-
ãî òiëà íàâêîëî íåðóõîìî�� òî÷êè. Ðàíiøå âè-
â÷åííÿ öic�� çàäà÷i âiäáóâàëîñü â îñíîâíîìó
ïî øëÿõó, ÿêèé áóâ íàêðåñëåíèé Åéëåðîì,
Ëàãðàíæåì, Êîâàëåâñüêîþ i áóâ ïîâ'ÿçàíèé
ç iíòåãðóâàííÿì ðiâíÿíü ðóõó.

Ó ïîäàëüøîìó ãîëîâíèìè íàïðÿìêàìè
áóëè òàêi:

1) äîñëiäæåííÿ ðóõó òâåðäîãî òiëà íàâêî-
ëî öåíòðà ìàñ iç óðàõóâàííÿì ãðàâiòàöiéíèõ,
àåðîäèíàìi÷íèõ, ìàãíiòíèõ òà iíøèõ ñèë;

2) âèâ÷åííÿ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ ðóõiâ
òâåðäîãî òiëà;

3) ðîçðîáêà ðiçíèõ ñïîñîáiâ êåðóâàííÿ ðó-
õîì òâåðäîãî òiëà íàâêîëî öåíòðà ìàñ.

Öèì ïèòàííÿì ïðèñâÿ÷åíi ïðàöi àâòîðiâ:
Ëÿïóíîâà À.Ì., Ðóìÿíöåâà Â.Â., Áåëåöüêî-
ãî Â.Â., ×åòàåâà Ì.Ã. òà ií.

Â îñòàííi ðîêè ÕÕ ñò. îñîáëèâî iíòåíñèâ-
íî âåëàñü ðîçðîáêà òðåòüîãî íàïðÿìêó, ÿêèé
îõîïëþc ïèòàííÿ êåðóâàííÿ ðóõîì òâåðäîãî
òiëà, çîêðåìà, âèâ÷àëèñü ïèòàííÿ ñòàáiëiçà-
öi�� ïîëîæåíü ðiâíîâàãè é îáåðòàëüíèõ ðóõiâ.
Â öüîìó íàïðÿìêó íåîáõiäíî çàçíà÷èòè äâà
ïiäõîäè äî öic�� ïðîáëåìè: ïàñèâíà ñòàáiëiçà-
öiÿ òà ñòàáiëiçàöiÿ àêòèâíîãî òèïó.

Ïàñèâíà ñòàáiëiçàöiÿ áàçó¹òüñÿ íà âè-
êîðèñòàííi ãðàâiòàöiéíèõ, àåðîäèíàìi÷íèõ,
ìàãíiòíèõ ñèë ó ïî¹äíàííi ç â'ÿçêèì äåìïôi-
ðóâàííÿì. Öèì ïèòàííÿì ïðèñâÿ÷åíi ïðàöi
Ñàäîâà Þ.À., Ñàðè÷åâà Â.À., Îõîöèìñüêîãî

Ä.C òà ií.
Àêòèâíà ñòàáiëiçàöiÿ çäiéñíþcòüñÿ çà äî-

ïîìîãîþ ðåàêòèâíèõ äâèãóíiâ i îáåðòàþ÷èõ
ìàñ � ìàõîâèêiâ, ãiðîñêîïiâ. Â öüîìó íà-
ïðÿìêó íåîáõiäíî âiäìiòèòè ïðàöi Ðàóøåí-
áàõà Á.Â., Òîêàðÿ C.Í., Ñiíãåðà Ñ.Ô.

Ïðîìiæíå ìiñöå çàéìàc ìåòîä íàïiâïà-
ñèâíî�� ñòàáiëiçàöi��, ÿêèé ïîëÿãàc ó âèêîðè-
ñòàííi ïàñèâíèõ çàñîáiâ i ÷àñòêîâî íà çàòðàòi
åíåðãi�� íà ïiäòðèìàííÿ ðiâíîìiðíîãî îáåðòà-
ííÿ äîäàòêîâî�� ìàñè (ãiðîñêîïà, ìàõîâèêà)
âiäíîñíî òiëà, ùî ñòàáiëiçócòüñÿ.

Â îñòàííié ÷àñ êîñìi÷íi äîñëiäæåííÿ ñòè-
ìóëþâàëè âåëèêó öiêàâiñòü äî äîñëiäæåííÿ
ñòàöiîíàðíèõ ðóõiâ òâåðäèõ òië òà ��õ ñèñòåì
ó ðiçíèõ ïîëÿõ òÿæiííÿ. Îäíèì iç îñíîâíèõ
ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ öüîãî íàïðÿìêó c
òåîðåìà Ðàóñà-Ëÿïóíîâà [3].

Äàíèé ìåòîä ïîëÿãàc â íàñòóïíîìó: ÿêùî
äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ðóõó ìåõàíi÷íî��
ñèñòåìè [5]

dxi

dt
= Xi(x1, x2, . . . , xn) (i = 1, n) (1)

äîïóñêàþòü ïåâíó ãðóïó ïåðøèõ iíòåãðàëiâ
Vj = Vj(x1, x2, . . . , xn) = mj (j = 1, s), (2)

òî ìîæëèâi ñòàöiîíàðíi ðóõè âèçíà÷àþòüñÿ
ñèñòåìîþ ðiâíÿíü âèãëÿäó

∂Ki

∂xi

= yi = 0, (i = 1, n), (3)

äå

K =
s∑

j=1

λjVj, (4)
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à λj � ñòàëi ìíîæíèêè Ëàãðàíæà.
Ñèñòåìó ðiâíÿíü (3) ìîæíà òðàêòóâàòè

ÿê ñiì'þ ïåðåòâîðåíü Ëåæàíäðà âiä çìiííèõ
x1, x2, . . . , xn äî íîâèõ çìiííèõ y1, y2, . . . , yn,
ùî ïàðàìåòðèçîâàíî çà äîïîìîãîþ âåëè÷èí
λk (k = 1, s− 1).

Äîñëiäæåííÿ ïðîñòiøèõ ìåõàíi÷íèõ ñè-
ñòåì ïîêàçàëî, ùî ñiì'ÿ ïåðåòâîðåíü Ëåæàí-
äðà ìîæå ìàòè îñîáëèâîñòi, òîáòî ðàíã ìà-
òðèöi Ãåññà âiä ôóíêöi�� K ïðè äåÿêèõ àáî
ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ λ ìîæå áóòè ìåíøèì âiä
n. Òîìó äëÿ êëàñèôiêàöi�� îñîáëèâîñòåé ìî-
æå ñëóæèòè ðàíã öic�� ìàòðèöi.

ßê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè Ðàóñà-
Ëÿïóíîâà â ðîáîòi ðîçãëÿäàcòüñÿ çàäà÷à ïðî
ðóõ òâåðäîãî òiëà â ïîëi òÿæiííÿ òî÷êîâîþ
ìàñîþ O1, ÿêà ðîçòàøîâàíà íà âiäñòàíi R âiä
íåðóõîìî�� òî÷êè òiëà. Â öüîìó âèïàäêó ñè-
ëîâà ôóíêöiÿ U c ôóíêöicþ òiëüêè âiä çìií-
íî�� γ3 (γ3 � íàïðÿìíèé êîñèíóñ), òîáòî

U = U(γ3). (5)

Äîñëiäæåííÿ ñòàöiîíàðíèõ ðóõiâ òâåðäî-
ãî òiëà ïðîâåäåìî çà äîïîìîãîþ äèíàìi÷íèõ
ðiâíÿíü Åéëåðà i êiíåìàòè÷íèõ ñïiââiäíî-
øåíü Ïóàññîíà [1 � 3].

Äëÿ îäåðæàííÿ ðiâíÿíü ðóõó ââåäåìî äâi
ñèñòåìè êîîðäèíàò: OXY Z � íåðóõîìà ñè-
ñòåìà êîîðäèíàò i Oxyz � ðóõîìà ñèñòåìà
êîîðäèíàò, îñi ÿêî�� íå íàïðÿìëåíi çà ãîëîâ-
íèìè îñÿìè iíåðöi�� òâåðäîãî òiëà.

Ðóõ òâåðäîãî òiëà â çàäàíîìó ñèëîâî-
ìó ïîëi îïèñócòüñÿ äèíàìi÷íèìè ðiâíÿííÿ-
ìè Åéëåðà [2, 4]:

Aṗ−F q̇−Eṙ+(C−B)qr−D(q2−r2)−Epq+

+Fpr = γ3
∂U

∂γ2

− γ2
∂U

∂γ3

,

−F ṗ+Bq̇−Dṙ+(A−C)pr+E(p2−r2)−Fqr+

+Dpq = γ1
∂U

∂γ3

− γ3
∂U

∂γ1

, (6)

−Eṗ−Dq̇+Cṙ+(B−A)pq+F (q2−p2)−Dpr+

+Eqr = γ2
∂U

∂γ1

− γ1
∂U

∂γ2

,

äå: A, B, C � öåíòðàëüíi ìîìåíòè iíåðöi��;
F , E, D � âiäöåíòðîâi ìîìåíòè iíåðöi�� òiëà

âiäíîñíî íåðóõîìî�� òî÷êè; p, q, r � ïðîåêöi��
âåêòîðà êóòîâî�� øâèäêîñòi ~ω íà ðóõîìi îñi;
U � ñèëîâà ôóíêöiÿ, çàëåæíà òiëüêè âiä êóòà
γ3; γ1, γ2, γ3 � íàïðÿìíi êîñèíóñè êóòiâ îñåé
ðóõîìî�� ñèñòåìè êîîðäèíàò.

Äëÿ âèçíà÷åíîñòi îäåðæàíî�� ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü (6) íåîáõiäíî ñêîðèñòàòèñÿ êiíåìàòè-
÷íèìè ðiâíÿííÿìè Ïóàññîíà, ÿêi ìàþòü âè-
ãëÿä [1, 2]:

γ̇1 = rγ2 − qγ3, γ̇2 = pγ3 − rγ1,

γ̇3 = qγ1 − pγ2. (7)

Îñêiëüêè ñèëîâà ôóíêöiÿ U çàëåæèòü
òiëüêè âiä γ3, òî ñèñòåìà ðiâíÿíü (6) ïåðå-
ïèøåòüñÿ òàê:

Aṗ−F q̇−Eṙ+(C−B)qr−D(q2−r2)−Epq+

+Fpr = −γ2
∂U

∂γ3

,

−F ṗ+Bq̇−Dṙ+(A−C)pr+E(p2−r2)−Fqr+

+Dpq = γ1
∂U

∂γ3

, (8)

−Eṗ−Dq̇+Cṙ+(B−A)pq+F (q2−p2)−Dpr+

+Eqr = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ðóõ òâåðäîãî òiëà âiäíî-
ñíî äî îñåé ðóõîìî�� ñèñòåìè êîîðäèíàò Oxyz
îïèñócòüñÿ ñèñòåìàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü (7) i (8). Iíòåãðóâàííÿ öèõ ðiâíÿíü äàc
ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè íåâiäîìi ôóíêöi�� p, q,
r, γ1, γ2, γ3.

Ñèñòåìè ðiâíÿíü, ùî îïèñóþòü ðóõ òâåð-
äîãî òiëà, äîïóñêàþòü òðè ïåðøèõ iíòåãðàëè
[1, 3]:

� iíòåãðàë æèâèõ ñèë:
1

2
(Ap2+Bq2+Cr2)−Fpq−Epr−Dqr = U+h;

(9)
� iíòåãðàë ïëîù:

Apγ1 + Bqγ2 + Crγ3 − F (qγ1 + pγ2)−
−E(rγ1 + pγ3)−D(rγ2 + qγ3) = G; (10)

� òðèâiàëüíèé iíòåãðàë

γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 = 1, (11)
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äå h i G � ñòàëi âåëè÷èíè.
Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê, êîëè

òâåðäå òiëî c äèíàìi÷íî-ñèìåòðè÷íèì (A =
B), ïðè÷îìó äâà âiäöåíòðîâèõ ìîìåíòè iíåð-
öi�� E i D äîðiâíþþòü íóëåâi. Â öüîìó âèïàä-
êó ïåðøi iíòåãðàëè (9) � (11) ïåðåïèøåìî
íàñòóïíèì ÷èíîì:

V0 =
1

2
(Ap2 + Aq2 + Cr2)− Fpq − U(γ3) = h,

(12)
V1 = Apγ1 + Aqγ2 + Crγ3−F (qγ1 + pγ2) = G,

(13)
V2 = γ2

1 + γ2
2 + γ2

3 = 1. (14)

Îñêiëüêè E = D = 0, òî ç òðåòüîãî ðiâ-
íÿííÿ ñèñòåìè (8) îäåðæócìî:

Cṙ + F (q2 − p2) = 0. (15)

Ââàæàþ÷è F ìàëîþ âåëè÷èíîþ i q ≈ p,
ðiâíÿííÿ (15), ç òî÷íiñòþ äî ìàëî�� âåëè÷èíè,
äîïóñêàc òàêèé ïåðøèé iíòåãðàë:

V3 = r = r0 = const. (16)

Âèêëþ÷àþ÷è r ç äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøå-
ííÿ (16), ç (12) i (13) îòðèìàcìî

V0 =
1

2
(Ap2 + Aq2 + Cr2

0)− Fpq − U(γ3) = h,

(17)
V1 = Apγ1 +Aqγ2 +Cr0γ3−F (qγ1 +pγ2) = G,

(18)
V2 = γ2

1 + γ2
2 + γ2

3 = 1. (19)

Ñêëàäåìî ôóíêöiþ K ç äîïîìîãîþ ïåð-
øèõ iíòåãðàëiâ (17) � (19):

K = λ0V0 − λ1V1 − 1

2
λ2V2 (20)

àáî

K =
λ0

2
(Ap2+Aq2+Cr2

0)−Fλ0pq−λ0U(γ3)−

−λ1(Apγ1 + Aqγ2 + Cr0γ3) + λ1F (qγ1 + pγ2)−
−1

2
λ2(γ

2
1 + γ2

2 + γ2
3). (21)

Çíàþ÷è ôóíêöiþ K, îäåðæèìî ðiâíÿííÿ,
ùî âèçíà÷àþòü ìíîãîâèäè ñòàöiîíàðíèõ ðó-
õiâ, òîáòî
∂K

∂p
= Apλ0−Fλ0q−Aλ1γ1 +Fλ1γ2 = P = 0,

∂K

∂q
= Aqλ0−Fλ0p−Aλ1γ2 +Fλ1γ1 = Q = 0,

∂K

∂γ1

= −Aλ1p + Fλ1q − λ2γ1 = Γ1 = 0, (22)

∂K

∂γ2

= −Aqλ1 + Fpλ1 − λ2γ2 = Γ2 = 0,

∂K

∂γ3

= −λ0
∂U

∂γ3

− Cr0λ1 − λ2γ3 = Γ3 = 0.

Äëÿ ñêëàäàííÿ ÿêîáiàíà ïåðåòâîðåííÿ
âiä çìiííèõ p, q, γ1, γ2, γ3 äî çìiííèõ P , Q,
Γ1, Γ2, Γ3 çíàéäåìî ÷àñòèííi ïîõiäíi äðóãîãî
ïîðÿäêó âiä ôóíêöi�� K çà çìiííèìè p, q, γ1,
γ2, γ3:

∂2K

∂p2
= Aλ0,

∂2K

∂p∂q
= −Fλ0,

∂2K

∂p∂γ1

= −Aλ1,

∂2K

∂p∂γ2

= Fλ1,
∂2K

∂p∂γ3

= 0,
∂2K

∂q∂p
= −λ0F,

∂2K

∂q2
= Aλ0,

∂2K

∂q∂γ1

= Fλ1,
∂2K

∂q∂γ2

= −Aλ1,

∂2K

∂q∂γ3

= 0,
∂2K

∂γ1∂p
= −Aλ1,

∂2K

∂γ1∂q
= Fλ1,

∂2K

∂γ2
1

= −λ2,
∂2K

∂γ1∂γ2

= 0,
∂2K

∂γ1∂γ3

= 0,

(23)

∂2K

∂γ2∂p
= Fλ1,

∂2K

∂γ2∂q
= −Aλ1,

∂2K

∂γ2∂γ1

= 0,

∂2K

∂γ2
2

= −λ2,
∂2K

∂γ2∂γ3

= 0,
∂2K

∂γ3∂p
= 0,

∂2K

∂γ3∂q
= 0,

∂2K

∂γ3∂γ1

= 0,
∂2K

∂γ3∂γ2

= 0,

∂2K

∂γ2
3

= −λ0
∂2U

∂γ2
3

− λ2.

Ñêëàäåìî ÿêîáiàí ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó

∆ =

96 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2005. Âèïóñê 239. Ìàòåìàòèêà.



=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2K

∂p2

∂2K

∂p∂γ1

∂2K

∂p∂q

∂2K

∂p∂γ2

∂2K

∂p∂γ3

∂2K

∂γ1∂p

∂2K

∂γ2
1

∂2K

∂γ1∂q

∂2K

∂γ1∂γ2

∂2K

∂γ1∂γ3

∂2K

∂q∂p

∂2K

∂q∂γ1

∂2K

∂q2

∂2K

∂q∂γ2

∂2K

∂q∂γ3

∂2K

∂γ2∂p

∂2K

∂γ2∂γ1

∂2K

∂γ2∂q

∂2K

∂γ2
2

∂2K

∂γ2∂γ3

∂2K

∂γ3∂p

∂2K

∂γ3∂γ1

∂2K

∂γ3∂q

∂2K

∂γ3∂γ2

∂2K

∂γ2
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(24)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (23) â (24), îäåðæèìî

∆ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Aλ0 −Aλ1 −Fλ0 Fλ1 0
−Aλ1 −λ2 Fλ1 0 0
−λ0F λ1F Aλ0 −Aλ1 0
Fλ1 0 −Aλ1 −λ2 0

0 0 0 0 −λ2 − λ0
∂2U

∂γ2
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(25)

Îá÷èñëþþ÷è âèçíà÷íèê (25), ÿêîáiàí ïå-
ðåòâîðåííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

∆ = −
(

λ2 + λ0
∂2U

∂γ2
3

)
(A2 − F 2)×

×[(A2 − F 2)λ4
1 + 2Aλ0λ

2
1λ2 + λ0λ

2
2]. (26)

ßêùî ó âèðàçi (26) ïîêëàñòè λ0 = 1, òî
îäåðæèìî:

∆ = −
(

λ2 +
∂2U

∂γ2
3

)
(A2 − F 2)×

×[(Aλ2
1 + λ2)

2 − Fλ4
1] (27)

àáî

∆ = −
(

λ2 +
∂2U

∂γ2
3

)
(A2 − F 2)×

×[(A− F )λ2
1 + λ2][(A + F )λ2

1 + λ2]. (28)

Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî A >> F , òîäi
A2 − F 2 6= 0.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âèïàäêè çíà÷åííÿ ßêî-
áiàíà.

1. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê âiäìií-
íîñòi âiä íóëÿ ßêîáiàíà.

Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ λ1, λ2, γ0
3 , äëÿ ÿêèõ

∆ 6= 0, âiäïîâiäàþòü ãðóïi íåâèðîäæåíèõ
ïåðåòâîðåíü Ëåæàíäðà. Ó öüîìó âèïàäêó
ÿäðî ïåðåòâîðåííÿ áóäå íóëüîâèì, òîáòî òî-
÷öi P = Q = Γ1 = Γ3 = 0 âiäïîâiäàc òiëüêè
îäíà ç äâîõ òî÷îê p = q = γ1 = γ2 = 0,
γ0

3 = 1 (àáî p = q = γ1 = γ2 = 0, γ0
3 = −1).

Ç ìåõàíi÷íî�� òî÷êè çîðó öÿ ÷àñòèíà ìíî-
ãîâèäó ñòàöiîíàðíèõ ðóõiâ ñêëàäàcòüñÿ ç
ïåðìàíåíòíèõ îáåðòàíü íàâêîëî âåðòèêàëü-
íî�� îñi äèíàìi÷íî�� ñèìåòði�� òiëà.

2. Ðîçãëÿíåìî òåïåð çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ
λ1, λ2, γ0

3 , ïðè ÿêèõ ðàíã ßêîáiàíà ìåíøå
ï'ÿòè.

à) Íåõàé (Aλ2
1 + λ2)

2 − F 2λ4
1 = 0, λ2 +

∂2U

∂γ2
3

6= 0.
Ó öüîìó âèïàäêó ñïiâðîçìiðíiñòü ÿäðà ïå-

ðåòâîðåíü äîðiâíþc äâîì, îñêiëüêè çìiííi p,
q, γ1, γ2, γ3 çâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ äâîìà íåçà-
ëåæíèìè ðiâíÿííÿìè.

á) ßêùî (Aλ2
1 + λ2)

2 − F 2λ4
1 6= 0,

λ2 +
∂2U

∂γ2
3

∣∣∣∣
0

= 0, ùî âiäïîâiäàc îäèíè÷íié
ðîçìiðíîñòi ÿäðà, òî ìíîãîâèä çàïîâíåíèé
ïåðìàíåíòíèìè îáåðòàííÿìè íàâêîëî âåðòè-
êàëi ç âèðîäæåíîþ çìiííîþ γ3.

â) Ïðè (Aλ2
1 + λ2)

2 − F 2λ4
1 = 0 i

λ2 +
∂2U

∂γ2
3

∣∣∣∣
0

= 0 ÿäðî ìàc ðîçìiðíiñòü, ùî
äîðiâíþc äâîì, à ìíîãîâèä çàïîâíåíèé ðå-
ãóëÿðíèìè ïðåöåñiÿìè é äåÿêèìè ïåðìàíåí-
òíèìè îáåðòàííÿìè.

ßêùî ââàæàòè ðóõ òâåðäîãî òiëà âiäíî-
ñíî ãîëîâíèõ îñåé iíåðöi��, òîáòî F = 0, òî
âèðàç (27) íàáóäå âèãëÿäó

∆ = −
(

λ2 +
∂2U

∂γ2
3

)
A2(Aλ2

1 + λ2)
2, (29)

ùî çáiãà¹òüñÿ ç ðåçóëüòàòîì ïðàöi
Â.Ä.Iðòåãîâà [3].

Ðîçãëÿíåìî áiëüø çàãàëüíèé âèïàäîê,
òîáòî êîëè âñi òðè âiäöåíòðîâi ìîìåíòè iíåð-
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öi�� F , E, D âiäìiííi âiä íóëÿ. Â öüîìó âèïàä-
êó ôóíêöiÿ K áóäå ìàòè âèãëÿä

K = λ0V0 = λ1V1 − 1

2
λ2V2 = λ0

[
1

2
(Ap2+

+Aq2+Cr2)−Fpq−Epr−Dqr−U

]
−λ1

[
Apγ1+

+Aqγ2 +Crγ3−F (qγ1 + pγ2)−E(rγ1 + pγ3)−

−D(rγ2 + qγ3)

]
− 1

2
λ2(γ

2
1 + γ2

2 + γ2
3). (30)

Ðiâíÿííÿ ìíîãîâèäiâ ñòàöiîíàðíèõ ðóõiâ
òâåðäîãî òiëà (22) çàïèøóòüñÿ òàê:

∂K

∂p
= λ0(Ap− Fq − Er)−

−λ1(Aγ1 − Fγ2 − Eγ3) = P = 0,

∂K

∂q
= λ0(Aq − Fp−Dr)−

−λ1(Aγ2 − Fγ1 −Dγ3) = Q = 0,

∂K

∂r
= λ0(Cr − Ep−Dq)−

−λ1(Cγ3 − Eγ1 −Dγ2) = R = 0, (31)

∂K

∂γ1

= −λ1(Ap− Fq − Er)− λ2γ1 = Γ1 = 0,

∂K

∂γ2

= −λ1(Aq − Fp−Dr)− λ2γ2 = Γ2 = 0,

∂K

∂γ3

= −λ1(Cr − Ep−Dq)− λ2γ3 − λ0
∂U

∂γ3

=

= Γ3 = 0.

×àñòèííi ïîõiäíi äðóãîãî ïîðÿäêó âiä
ôóíêöi�� K çà çìiííèìè p, q, r, γ1, γ2 i γ3

ìàþòü âèãëÿä:

∂2K

∂p2
= Aλ0,

∂2K

∂p∂q
= −λ0F,

∂2K

∂p∂r
= −λ0E,

∂2K

∂p∂γ1

= −Aλ1,
∂2K

∂p∂γ2

= λ1F,
∂2K

∂p∂γ3

= Eλ1,

∂2K

∂q∂p
= −Fλ0,

∂2K

∂q2
= Aλ0,

∂2K

∂q∂r
= −Dλ0,

∂2K

∂q∂γ1

= Fλ1,
∂2K

∂q∂γ2

= −Aλ1,
∂2K

∂q∂γ3

= Dλ1,

∂2K

∂r∂p
= −Eλ0,

∂2K

∂r∂q
= −Dλ0,

∂2K

∂r2
= Cλ0,

∂2K

∂r∂γ1

= Eλ1,
∂2K

∂r∂γ2

= Dλ1,
∂2K

∂r∂γ3

= −Cλ1,

(32)
∂2K

∂γ1∂p
= −Aλ1,

∂2K

∂γ1∂q
= Fλ1,

∂2K

∂γ1∂r
= Eλ1,

∂2K

∂γ2
1

= −λ2,
∂2K

∂γ1∂γ2

= 0,
∂2K

∂γ1∂γ3

= 0,

∂2K

∂γ2∂p
= Fλ1,

∂2K

∂γ2∂q
= −Aλ1,

∂2K

∂γ2∂r
= Dλ1,

∂2K

∂γ2∂γ1

= 0,
∂2K

∂γ2∂γ3

= 0,
∂2K

∂γ2
2

= −λ2,

∂2K

∂γ3∂p
= Eλ1,

∂2K

∂γ3∂q
= Dλ1,

∂2K

∂γ3∂r
= −Cλ1,

∂2K

∂γ3∂γ1

= 0,
∂2K

∂γ3∂γ2

= 0,

∂2K

∂γ2
3

= −λ2 − λ0
∂2U

∂γ2
3

.

Ó öüîìó âèïàäêó ÿêîáiàí ïåðåòâîðåííÿ
âiä çìiííèõ p, q, r, γ1, γ2, γ3 äî çìiííèõ P ,
Q, R, Γ1, Γ2, Γ3 áóäå ìàòè âèãëÿä

∆ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Aλ0 −λ0F−λ0E−Aλ1 λ1F λ1E
−Fλ0 Aλ0 −Dλ0 Fλ1 −Aλ1 Dλ1

−Eλ0−Dλ0 Cλ0 Eλ1 Dλ1 −Cλ1

−Aλ1 λ1F λ1E −λ2 0 0
Fλ1 −Aλ1 Dλ1 0 −λ2 0

Eλ1 Dλ1 −Cλ1 0 0 −λ2 − λ0
∂2U

∂γ2
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(33)

Îá÷èñëþþ÷è âèçíà÷íèê (33) i ïîêëàäàþ-
÷è λ0 = 1, îäåðæèìî

∆ = (AE2 + AD2 + CF 2 + 2FDE − A2C)×

×
{(

λ2 +
∂2U

∂γ2
3

)
[(Aλ2

1 + λ2)
2 − F1λ

4
1]−

−λ6
1(AE2 + AD2 + CF 2 + 2FDE − A2C)+
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+2ACλ4
1λ

2
2 + Cλ2

1λ
2
2− (E2 + D2)λ2λ

4
1

}
. (34)

Îòæå, ââàæàþ÷è ðóõîìi îñi êîîðäèíàò íå
íàïðÿìëåíèìè çà ãîëîâíèìè îñÿìè iíåðöi��
òâåðäîãî òiëà, ÿêîáiàí áóäå ìàòè áiëüø ñêëà-
äíèé âèðàç. Òîìó äëÿ òîãî, ùîá ðàíã ßêî-
áiàíà áóâ ìåíøèì øåñòè, íåîáõiäíà ðiâíiñòü
íóëþ îáîõ äóæîê àáî õî÷à á îäíic�� ó ñïiââiä-
íîøåííi (34).
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