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ÏÐßÌÀ ÇÎÐ�ÅÍÔÐÅß I ÊÎÍÀÌIÎÊÎÂI ÏÐÎÑÒÎÐÈ
Äîâåäåíî, ùî ïðÿìà Çîð åíôðåÿ íå ¹ êîíàìiîêîâèì ïðîñòîðîì.

It is proved that Sorgenfrei line is not a co-Namioka space.

1. Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X, Y i Z
òà âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z ðîçãëÿíåìî
ìíîæèíó CY (f) = {x ∈ X : {x}×Y ⊆ C(f)},
äå C(f) � ìíîæèíà òî÷îê ñóêóïíî¨ íåïåðåðâ-
íîñòi f . Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y íàçèâà¹òüñÿ
êîíàìiîêîâèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî òîïîëîãi-
÷íîãî ïðîñòîðó X i äîâiëüíî¨ íàðiçíî íåïå-
ðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : X × Y → R ìíîæèíà
CY (f) çàëèøêîâà â X. Âèêîðèñòîâóþ÷è òå-
îðåìó Áàíàõà ïðî êàòåãîðiþ, ëåãêî ïåðåêî-
íàòèñÿ â òîìó, ùî ïðîñòið Y áóäå êîíàìiî-
êîâèì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî
áåðiâñüêîãî ïðîñòîðó X i áóäü-ÿêî¨ íàðiçíî
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : X × Y → R ìíî-
æèíà CY (f) ìiñòèòü äåÿêó âñþäè ùiëüíó â
X ìíîæèíó A òèïó Gδ. Òàêèì ÷èíîì, ïî-
íÿòòÿ êîíàìiîêîâîãî ïðîñòîðó ¹ ïðèðîäíèì
ðîçøèðåííÿì ïîíÿòòÿ êîíàìiîêîâîãî êîìïà-
êòó, ÿêå ââiâ �. Äåáñ â [1].

Æ. Êàëáði i Æ.-Ï. Òðóàëëiê [2] âñòàíî-
âèëè, ùî êîæíèé ïðîñòið Y , ÿêèé çàäîâîëü-
íÿ¹ äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, ¹ êîíàìiîêî-
âèì. Ëåãêî íàâåñòè (äèâ. [3]) ïðèêëàä ìåòðè-
çîâíîãî íåñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòîðó Y , ÿêèé
íå ¹ êîíàìiîêîâèì. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðèðî-
äíî ïîñòàëî ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ñåïàðà-
áåëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y , ÿêèé áè
çàäîâîëüíÿâ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi i íå
áóâ êîíàìiîêîâèì. Òóò ìè äîâîäèìî, ùî òà-
êèì ïðîñòîðîì ¹ óíiâåðñàëüíèé êîíòðïðè-
êëàä � ïðÿìà Çîð åíôðåÿ.

2. Íàãàäà¹ìî, ùî ïðÿìà Çîð åíôðåÿ L �
öå ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë, ùî íàäiëåíà òî-
ïîëîãi÷íîþ ñòðóêòóðîþ, â ÿêié îêîëàìè òî-
÷êè x ââàæàþòüñÿ òàêi ìíîæèíè U ⊆ R, ùî
U ⊇ [x, x+ ε) äëÿ äåÿêîãî ε > 0. Ïðÿìà Çîð-
 åíôðåÿ � öå ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið êîíòè-

íóàëüíî¨ âàãè, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñi-
îìó çëi÷åííîñòi.

Òåîðåìà. Iñíó¹ íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ f : R× L→ R, ó ÿêî¨ CL(f) = Ø.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé D(f) � ìíîæèíà òî-
÷îê ðîçðèâó âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z,
òîáòî D(f) = (X×Y )\C(f), i prX :X×Y→X
� ïðîåêöiÿ äîáóòêó X × Y íà ïåðøèé ñïiâ-
ìíîæíèê. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî CY (f) =
X \ prX(D(f)). Òàêèì ÷èíîì, íàì ïîòðiáíî
ïîáóäóâàòè íàðiçíî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ f :
R× L→ R, äëÿ ÿêî¨ prR(D(f)) = R.

Íåõàé X � öå iíòåðâàë U = (0, 1) ç òî-
ïîëîãi¹þ, iíäóêîâàíîþ ç R, à Y � öå òîé
æå iíòåðâàë, àëå ç òîïîëîãi¹þ, iíäóêîâàíîþ
ç L. Î÷åâèäíî, ùî X ãîìåîìîðôíèé ÷èñëî-
âèé ïðÿìié R, à Y � ïðÿìié Çîð åíôðåÿ L.
Òîìó äîñèòü ïîáóäóâàòè ïðèêëàä ôóíêöi¨
f : X × Y → R, äëÿ ÿêî¨ prX(D(f)) = X.

Ðîçãëÿíåìî íåñïàäíó íåïåðåðâíó ôóí-
êöiþ g : U→ U, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(i) lim
t→+0

g(t) = 0, lim
t→1−0

g(t) = 1;
(ii) âiäêðèòà ìíîæèíà G =

⋃{intg−1(s) :
s ∈ U} òî÷îê ëîêàëüíî¨ ñòàëîñòi ôóíêöi¨ g
ùiëüíà â U.

Ïðèêëàäîì òàêî¨ ôóíêöi¨ ¹ äîáðå âiäî-
ìi êàíòîðîâi ñõîäè [4, c. 391]. ßñíî, ùî
g(U) = U i ìíîæèíà G ìà¹ çëi÷åííå ÷è-
ñëî êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi, ÿêi ¹ iíòåðâàëà-
ìè Vn = (bn, bn + ln), äå n ∈ N, ïðè÷îìó
V n = [bn, bn + ln] ⊆ U. Îñêiëüêè

∞∑
n=1

ln ≤ 1,
òî ln → 0 ïðè n → ∞. Çðîçóìiëî, ùî íà
êîæíîìó âiäðiçêó V n ôóíêöiÿ g ñòàëà i íà-
áóâà¹ çíà÷åííÿ an = g(bn). Âèáåðåìî ÷èñëî
hn ∈ (0, ln] òàê, ùîá an + hn < 1, i ïîêëàäå-
ìî Un = (an, an + hn) i Wn = Un×Vn. Íåõàé
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fn : U2 → [0, 1] � íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ, ÿêà äîðiâíþ¹ íóëþ ïîçà ïðÿìîêóòíè-
êîì Wn i ó ÿêî¨ ωf (pn) = 1, äå pn = (an, bn).
Òàêó ôóíêöiþ íåñêëàäíî ïîáóäóâàòè, ìîäè-
ôiêóþ÷è, ñêàæiìî, âiäîìèé ïðèêëàä Øâàð-
öà. Îñêiëüêè iíòåðâàëè Vn ïîïàðíî íå ïåðå-
òèíàþòüñÿ, òî òàêèìè æ áóäóòü i ïðÿìîêó-
òíèêè Wn. Îòæå, ôîðìóëîþ f(p) =

∞∑
n=1

fn(p)

âèçíà÷à¹òüñÿ äåÿêà ôóíêöiÿ f : X ×Y → R.
Ïîêàæåìî, ùî öÿ ôóíêöiÿ i ¹ øóêàíîþ.

ßêùî y ∈ Y \G òî fy = 0, à ÿêùî y ∈ G,
òî y ∈ Vn ïðè äåÿêîìó n i òîìó fy = (fn)y.
Òàêèì ÷èíîì, f íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨
çìiííî¨. Äëÿ äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi f âiä-
íîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ðîçiá'¹ìî êâàäðàò U2 íà
äâi ìíîæèíè A = {(x, y) ∈ U2 : x ≤ g(y)} i
B = {(x, y) ∈ U2 : x > g(y)}. Äëÿ òî÷îê
p = (x, y) ∈ Wn ìà¹ìî x > an = g(y), îòæå,
Wn ⊆ B. Òîìó f(p) = 0 íà A.

Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈ A. Òîäi (x0, y) ∈ A
ïðè y0 ≤ y < 1. Ñïðàâäi, ïðè òàêèõ y ìà-
¹ìî g(y) ≥ g(y0) ≥ x0, àäæå g � íåñïà-
äíà ôóíêöiÿ. Òàêèì ÷èíîì, fx0(y) = 0 ïðè
y0 ≤ y < 1, îòæå, fx0 íåïåðåðâíà ñïðàâà â
òî÷öi y0, òîáòî íåïåðåðâíà â òî÷öi y0 âiäíî-
ñíî òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó Y .

Íåõàé p0 ∈ B. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ g íåïå-
ðåðâíà, òî ìíîæèíà A çàìêíåíà â U2. Àëå
p0 6∈ A, îòæå, åâêëiäîâà âiäñòàíü âiä p0 äî
A � öå ÿêåñü äîäàòíå ÷èñëî 2ε. Çíàéäåìî òà-
êèé íîìåð m, ùî ln < ε ïðè n > m. Íåõàé W
� âiäêðèòèé ε-îêië òî÷êè p0 âiäíîñíî åâêëi-
äîâî�� ìåòðèêè d. Çàóâàæèìî, ùî òî÷êè ïðÿ-
ìîêóòíèêà Wn âiääàëåíi âiä ìíîæèíè A íà
âiäñòàíü, ùî íå ïåðåâèùó¹ hn, áî éîãî ñòî-
ðîíà {an} × V n ìiñòèòüñÿ â A. Êðiì òîãî,
hn ≤ ln. Òîìó Wn

⋂
W = Ø ïðè n > m, áî ÿê-

áè iñíóâàëà òî÷êà p ∈ Wn

⋂
W ïðè n > m, òî

d(p0, A) ≤ d(p0, p) + d(p,A) < ε + ln < 2ε, ùî
íåìîæëèâî. Òàêèì ÷èíîì, W ìîæå ïåðåòè-
íàòèñÿ ëèøå ç ïðÿìîêóòíèêàìè W1, .., Wm.
Òîìó f(p) =

m∑
n=1

fn(p) íà W , îòæå, f íåïå-
ðåðâíà âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ â òî÷öi p0 ó
çâè÷àéíié òîïîëîãi¨, à çíà÷èòü, i â òîïîëîãi¨
ïðîñòîðó Y .

Ìè ïîêàçàëè, ùî ôóíêöiÿ f íàðiçíî íåïå-

ðåðâíà. Òåïåð ç'ÿñó¹ìî, ùî prX(D(f)) = X.
Íåõàé x0 ∈ X. Îñêiëüêè g(U) = U, òî
g−1(x0) 6= Ø. ßêùî x0 = an ïðè äåÿêîìó
n, òî g−1(x0) = V n ⊆ U, â iíøîìó âèïàä-
êó ìíîæèíà g−1(x0) îäíîòî÷êîâà, áî ôóí-
êöiÿ g ìîíîòîííà i x0 /∈ g(G). Â òîìó ÷è
iíøîìó âèïàäêó ìíîæèíà g−1(x0) ìà¹ íàé-
áiëüøèé åëåìåíò y0, ÿêèé íàëåæèòü äî Y .
Ïîêàæåìî, ùî p0 = (x0, y0) ∈ D(f). Íåõàé δ0

� äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî ìíîæè-
íà W0 = (x0 − δ0, x0 + δ0)× [y0, y0 + δ0), ùî ¹
áàçèñíèì îêîëîì òî÷êè p0 â äîáóòêó X ×Y ,
ìiñòèòüñÿ â X × Y . Îñêiëüêè g(y0) = x0 i
ôóíêöiÿ g íåïåðåðâíà é íåñïàäíà, òî iñíó¹
δ ∈ (0, δ0), òàêå, ùî x0 ≤ g(y) < x0 + δ0,
ÿê òiëüêè y0 ≤ y < y0 + δ. Ìíîæèíà G òî-
÷îê ñòàëîñòi ôóíêöi¨ G âñþäè ùiëüíà íà ií-
òåðàâàëi U. Òîìó G

⋂
(y0, y0 + δ) 6= Ø. Òîäi

iñíó¹ òàêå n, ùî Vn

⋂
(y0, y0 + δ) 6= Ø. Ïîêà-

æåìî, ùî bn ∈ (y0, y0 + δ). Âiçüìåìî äåÿêó
òî÷êó y ∈ Vn

⋂
(y0, y0 + δ). Îñêiëüêè y0 =

max g−1(x0), òî y /∈ g−1(x0), òîáòî g(y) 6= x0.
Àëå g(y) ≥ x0, îòæå, g(y) > x0. Çðîçóìiëî,
ùî g(bn) = g(y). Òîìó g(bn) > x0 = g(y0),
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî bn > y0. Êðiì òîãî,
bn < y < y0 + δ, îòæå, bn ∈ (y0, y0 + δ),
à òîäi i an = g(bn) ∈ (x0, x0 + δ0). Òî-
÷êà pn = (an, bn) íàëåæèòü ìíîæèíi W =
(x0, x0 + δ0) × (y0, y0 + δ), ÿêà ¹ ¨¨ îêîëîì â
åâêëiäîâié òîïîëîãi¨, ïðè÷îìó W ⊆ W0. Òî-
ìó ωfn(W0) ≥ ωfn(W ) ≥ 1. Îñêiëüêè ôóí-
êöiÿ fn íåâiä'¹ìíà, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
iñíó¹ òàêà òî÷êà q ∈ W0, ùî fn(q) > 1/3.
Àëå f(q) ≥ fn(q). Êðiì òîãî , f(p0) = 0, áî
p0 ∈ A. Òîìó |f(q) − f(p0)| = f(q) > 1/3,
çâiäêè é îòðèìó¹ìî, ùî p0 ∈ D(f).
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