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Âñòàíîâëåíî êðèòåðié åêâiâàëåíòíîñòi äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî
ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè âiäíîñíî óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ, ùî äiþòü ó ïðî-
ñòîði ìíîãî÷ëåíiâ. Çà äîïîìîãîþ öüîãî êðèòåðiþ âèâ÷àþòüñÿ äåÿêi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ
óçàãàëüíåíîãî çñóâó.

The criterion of equivalence of two di�erential operators of in�nite order with �xed coe�cients
respectively to generalized di�erentiations in spaces of polynomialsis obtained. Some properties of
operators generalized shift with the help of this criterion is investigated.

Ó [1] âèâ÷åíi óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi äèôå-
ðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà íåñêií÷åííîãî ïî-
ðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè äî ñòåïå-
íÿ îïåðàòîðà äèôåðåíöiþâàííÿ â êëàñi ëi-
íiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó
ïðîñòîðàõ ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ â êðóãîâèõ
îáëàñòÿõ. Ó öüîìó ïîâiäîìëåííi äîñëiäæå-
íi óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ
îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî
óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ çi ñòàëèìè
êîåôiöi¹íòàìè ó ïðîñòîði ìíîãî÷ëåíiâ.

×åðåç S ïîçíà÷àòèìåìî ëiíiéíèé ïðîñòið
óñiõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷è-
ñåë, à ÷åðåç L(S) � ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ
îïåðàòîðiâ, ÿêi äiþòü â S. Äëÿ ôiêñîâàíî¨
ïîñëiäîâíîñòi íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷è-
ñåë {αn : n ≥ 0} ÷åðåç Dα ïîçíà÷àòèìå-
ìî îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàí-
íÿ, ÿêèé äi¹ íà ìíîãî÷ëåí P (z) =

m∑
n=0

pnz
n

çà ïðàâèëîì (DαP )(z) =
m∑

n=1

pn
αn−1

αn
zn−1. Âi-

äîìî, ùî îïåðàòîð T ∈ L(S) ¹ ïåðåñòàâíèì ç
îïåðàòîðîì Dα òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíîãî
îïåðàòîðà íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó çi ñòàëè-
ìè êîåôiöi¹íòàìè, òîáòî ó âèãëÿäi

(TP )(z) =
∞∑

k=0

ck(D
k
αP )(z),

äå {ck : k ≥ 0} � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü êîì-

ïëåêñíèõ ÷èñåë [2].
Íàâåäåìî ñïî÷àòêó äåÿêi äîïîìiæíi òâåð-

äæåííÿ.
Ëåìà 1. Íåõàé (an)∞n=0 � äîâiëüíà ïîñëi-

äîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ïðè÷îìó a0 6=
0. Òîäi äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð íåñêií-
÷åííîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè
A =

∞∑
k=0

akD
k
α ¹ içîìîðôiçìîì â L(S).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a(t) =
∞∑

k=0

akt
k � ôîð-

ìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä (ô.ñ.ð.), ùî âiä-
ïîâiäà¹ îïåðàòîðó A. ×åðåç b(t) ïîçíà÷èìî
ô.ñ.ð., ÿêèé ¹ îáåðíåíèì äî a(t), òîáòî b(t) =
∞∑

k=0

bkt
k i äîáóòîê çà Êîøi a(t) òà b(t) äîðiâ-

íþ¹ îäèíèöi. Òîäi îïåðàòîð A1 =
∞∑

k=0

bkD
k
α ¹

îáåðíåíèì äî îïåðàòîðà A. Äiéñíî, îñêiëüêè
a(t)b(t) = 1, òî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n

n∑
i=0

aibn−i = 0 (1)

i, êðiì òîãî, a0b0 = 1. Òîìó, ÿêùî P (z) �
ìíîãî÷ëåí, ñòåïiíü ÿêîãî íå ïåðåâèùó¹ m,
òî, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (1) i òîé ôàêò,
ùî Dk

αP (z) = 0 ïðè k > m, îäåðæèìî:
a(Dα)b(Dα)P (z) =

=

(
m∑

k=0

akD
k
α

)(
m∑

k=0

bkD
k
α

)
P (z) =
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= P (z) +
m∑

k=1

(
k∑

i=1

aibk−i

)
Dk

αP (z)+

+
2m∑

k=m+1

dkD
k
αP (z) = P (z).

(Òóò dk, k = m + 1, 2m � äåÿêi êîìïëåêñíi
÷èñëà.) Òàêèì ÷èíîì, AA1 = A1A = E,äå
E � îäèíè÷íèé îïåðàòîð. Îòæå, A1 äiéñíî ¹
îáåðíåíèì îïåðàòîðîì äî A.

Íàãàäà¹ìî, ùî ëiíiéíi îïåðàòîðè A òà B
íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè â S (A ∼ B),
ÿêùî iñíó¹ içîìîðôiçì T ∈ L(S), äëÿ ÿêîãî
TA = BT.

Ëåìà 2. Íåõàé A =
∞∑

k=n

akD
k
α, ïðè÷îìó

n ≥ 1 i an 6= 0. Òîäi îïåðàòîð A åêâiâàëåí-
òíèé â S äî Dn

α.
Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî içîìîðôiçì T ∈

L(S) äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

TA = Dn
αT. (2)

Îïåðàòîð T ∈ L(S) øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi

TQ(z) =
∞∑

k=0

Q(k)(0)

k!
Pk(z), (3)

äå Q(z) � äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí, à Pk(z) =
Tzk äåÿêi ìíîãî÷ëåíè, k = 0, 1, . . .. Ïî-
êàæåìî, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ìíîãî÷ëå-
íiâ (Pk(z))∞k=0, ïðè÷îìó ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà
Pk(z) äîðiâíþ¹ k, i äëÿ êîæíîãî k = 0, 1, . . .
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(TA)zk = (Dn
αT )zk. (4)

Ïîêëàäåìî Pk(z) = zk ïðè k = 0, n− 1.
Òîäi ðiâíiñòü (4) áóäå âèêîíóâàòèñÿ ïðè
k = 0, n− 1. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîãî÷ëåíè
P0(z), P1(z), . . . , Ps−1(z) âæå âèáðàíî, äå s ≥
n− 1. Ïîêëàäåìî

Ps(z) =
s∑

k=n

ak
αs−k

αs

J n
α Ps−k(z), (5)

äå Jα � îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî iíòåãðó-
âàííÿ, ùî ïîáóäîâàíèé çà ïîñëiäîâíiñòþ
(αn)∞n=0 i äi¹ íà ìíîãî÷ëåí P (z) =

m∑
n=0

pnz
n

çà ïðàâèëîì: (JαP )(z) =
∞∑

n=0

αn+1

αn
pnz

n+1 .
Îñêiëüêè an 6= 0 i ñòåïiíü êîæíîãî ìíîãî-
÷ëåíà Ps−k(z) äîðiâíþ¹ s − k, k = n, . . . , s,
òî ç (5) îäåðæó¹ìî, ùî ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà
Ps(z) äîðiâíþ¹ s. Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâið-
êîþ ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî ðiâíiñòü (4) áóäå âè-
êîíóâàòèñÿ ïðè k = s. Äiéñíî,

(TA)zs = T

(
s∑

k=n

ak
αs−k

αs

zs−k

)
=

=
s∑

k=n

ak
αs−k

αs

Ps−k(z) =

=
s∑

k=n

ak
αs−k

αs

Dn
αJ n

α Ps−k(z) =

= Dn
αPs(z) = (Dn

αT )zk.

Òàêèì ÷èíîì, ìè iíäóêòèâíèì ñïîñîáîì
ïîáóäóâàëè òàêó ïîñëiäîâíiñòü ìíîãî÷ëå-
íiâ (Pk(z))∞k=0, ùî âiäïîâiäíèé îïåðàòîð T ,
ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (3) çàäîâîëüíÿ¹
ñïiââiäíîøåííÿ (2). Îñêiëüêè Tzk = Pk(z)
i ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà Pk(z) äîðiâíþ¹ k, k =
0, 1, . . ., òî ïîáóäîâàíèé îïåðàòîð T ¹ içîìîð-
ôiçìîì â L(S).

Âèâ÷èìî äàëi óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi â
L(S) äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íå-
ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ç ïîñòiéíèìè êîåôi-
öi¹íòàìè. Äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà
íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó A =

∞∑
n=0

anDn
α ïîçíà-

÷èìî N(A) = min{n ∈ N : an 6= 0}. ßêùî
an = 0 ïðè n ≥ 1, òî ïîêëàäà¹ìî N(A) = ∞.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ùîá îïåðàòîð A =
∞∑

n=0

anD
n
α áóâ åêâiâàëåíòíèì â S äî îïåðà-

òîðà B =
∞∑

n=0

bnDn
α, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,

ùîá âèêîíóâàëèñÿ óìîâè: a0 = b0 i N(A) =
N(B).

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé A ∼
B â S. Òîäi iñíó¹ içîìîðôiçì T ∈ L(S), äëÿ
ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

TA = BT. (6)
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Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî a0 = b0. Íåõàé a0 6=
b0. Òîäi ç ðiâíîñòi (6) âèïëèâà¹, ùî

T (A− a0E) = (B − a0E)T, (7)

òîáòî îïåðàòîðè A− a0E òà B − a0E òàêîæ
åêâiâàëåíòíi â S. Îñêiëüêè b0− a0 6= 0, òî çà
ëåìîþ 1 îïåðàòîð B − a0E ¹ içîìîðôiçìîì
â L(S), à îïåðàòîð A − a0E � íi, îñêiëüêè
âií ìà¹ íåòðèâiàëüíèé íóëü. Îäåðæàíî ñó-
ïåðå÷íiñòü, îòæå a0 = b0. Âèêîðèñòîâóþ÷è
ëåìó 2 îäåðæó¹ìî, ùî (A − a0E) ∼ D

N(A)
α ,

(B − a0E) ∼ D
N(B)
α . Âíàñëiäîê òðàíçèòèâ-

íîñòi åêâiâàëåíòíîñòi îïåðàòîðiâ çâiäñè i ç
ðiâíîñòi (7) âèïëèâà¹, ùî D

N(A)
α ∼ D

N(B)
α â

S. Òîìó N(A) = N(B), áî ó åêâiâàëåíòíèõ
îïåðàòîðiâ ðîçìiðíîñòi ÿäåð îäíàêîâi.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé a0 = b0 i N(A) =
N(B) = N . Òîäi, çà ëåìîþ 2, êîæåí ç îïå-
ðàòîðiâ A − a0E òà B − a0E åêâiâàëåíòíèé
â S äî DN

α , à çíà÷èòü âîíè åêâiâàëåíòíi ìiæ
ñîáîþ. Ç åêâiâàëåíòíîñòi öèõ îïåðàòîðiâ âè-
ïëèâà¹, ùîA ∼ B â S.

Íàâåäåìî íàñëiäêè ç äîâåäåíî¨ òåîðåìè.
Äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî êîìïëåêñíî-

ãî ÷èñëà h îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî çñóâó
Th, ùî âiäïîâiäà¹ îïåðàòîðó Dα, ëiíiéíî
äi¹ â ïðîñòîði S çà ïðàâèëîì (ThP )(z) =
∞∑

k=0

αkh
k(Dk

αP )(z).

Íàñëiäîê 1. Íåõàé h1 i h2 � äîâiëüíi
ôiêñîâàíi íåíóëüîâi êîìïëåêñíi ÷èñëà. Òîäi
îïåðàòîðè óçàãàëüíåíîãî çñóâó Th1 òà Th2 ¹
åêâiâàëåíòíèìè â S.

Îïèøåìî äàëi ðîçâ'ÿçêè T ∈ L(S) îïåðà-
òîðíîãî ðiâíÿííÿ âèäó

TTh1 = Th2T. (8)

Çà äîâåäåííÿì ëåìè 2 iñíóþòü içîìîðôiçìè
T1 i T2 ç êëàñó L(S), äëÿ ÿêèõ

T1(Th1 − α0E) = DαT1, (9)

T2(Th2 − α0E) = DαT2. (10)

Ðiâíiñòü (8) ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî
T (Th1 − α0E) = (Th2 − α0E)T. (11)

Iç ñïiââiäíîøåíü (9)-(10) âèïëèâà¹, ùî
(T2TT−1

1 )Dα = Dα(T2TT−1
1 ).

Òîìó îïåðàòîð T2TT−1
1 ¹ ïåðåñòàâíèì ç Dα

i çíà÷èòü âií ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi äèôåðåí-
öiàëüíîãî îïåðàòîðà íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó
çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè [2], òîáòî

T2TT−1
1 = C(Dα),

äå C(Dα) =
∞∑

k=0

ckD
k
α, à (ck)

∞
k=0 � äåÿêà ïîñëi-

äîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Çâiäñè âèïëè-
âà¹, ùî

T = T−1
2 C(Dα)T1. (12)

Òàêèì ÷èíîì, ¹ ïðàâèëüíèì íàñòóïíå òâåð-
äæåííÿ.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé h1 i h2 � äîâiëüíi
íåíóëüîâi êîìïëåêñíi ÷èñëà. Äëÿ òîãî, ùîá
îïåðàòîð T ∈ L(S) áóâ ðîçâ'ÿçêîì îïåðà-
òîðíîãî ðiâíÿííÿ (8), íåîáõiäíî i äîñèòü,
ùîá âií ïîäàâàâñÿ ó âèãëÿäi (12), äå T1, T2 �
içîìîðôiçìè ç L(S), ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ðiâ-
íîñòÿìè (9)�(10), à C(Dα) � äåÿêèé äèôå-
ðåíöiàëüíèé îïåðàòîð íåñêií÷åííîãî ïîðÿä-
êó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ó âèïàäêó h1 = h2 = h îäåðæó¹ìî òâåð-
äæåííÿ.

Íàñëiäîê 3. Íåõàé h � ôiêñîâàíå íåíó-
ëüîâå êîìïëåêñíå ÷èñëà. Äëÿ òîãî, ùîá îïå-
ðàòîð T ∈ L(S) áóâ ïåðåñòàâíèì ç îïåðà-
òîðîì Th, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá âií ïîäà-
âàâñÿ ó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà
íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî Dα çi ñòà-
ëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Iíøèì ñïîñîáîì öå òâåðäæåííÿ äîâåäåíå
â [3].
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