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ÇÎÁÐÀÆÅÍÍß ÐÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÄÅßÊÈÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ, ÙÎ
ÌIÑÒßÒÜ ÏÐÀÂI ÎÁÅÐÍÅÍI ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ ÄÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÏÎÌÌ'�

Ó êëàñi ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòîðàõ ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ ó
äîâiëüíèõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ, îïèñàíî ðîçâ'ÿçêè îäíîãî êëàñó îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü, ÿêi
ìiñòÿòü ïðàâi îáåðíåíi îïåðàòîðè äî îïåðàòîðà Ïîìì'¹.

The solutions of one class of operator equations which contain right inverse to Pomme operator
in the class of linear continuous operators acting in spaces of functions which are analytic in
arbitrary simply connected domains are described.

Ïðè âèâ÷åííi ðiçíèõ êëàñiâ ëiíiéíèõ íå-
ïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi äiþòü ó ïðîñòîðàõ
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié, âàæëèâå ìiñöå çàéìà-
þòü îïåðàòîðè, ùî ïîâ'ÿçàíi ç îïåðàòîðîì
ìíîæåííÿ íà àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ [1�3]. Íå-
õàé G � äîâiëüíà îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü ó C.
×åðåç H(G) � ïîçíà÷èìî ïðîñòið óñiõ àíàëi-
òè÷íèõ ó G ôóíêöié, ùî íàäiëåíèé òîïîëî-
ãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi [4]. ÍåõàéH′(G) �
ïðîñòið óñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiî-
íàëiâ íà H(G). Ïðîñòið H′(G) içîìîðôíèé
ïðîñòîðó H({G) � ëîêàëüíî àíàëiòè÷íèõ íà
ìíîæèíi {G ôóíêöié [4]. ßêùî G1 i G2 �
îáëàñòi â C, òî ñèìâîëîì L(H(G1),H(G2))
ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâ-
íèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi äiþòü ç H(G1) â H(G2).

Äëÿ ôiêñîâàíîãî ôóíêöiîíàëà L ∈ H′(G)
â [5] âèâ÷àëèñÿ ðiçíi âëàñòèâîñòi îïåðà-
òîðà A, ÿêèé äi¹ â H(G) çà ïðàâèëîì
(Af)(z) = zf(z) + L(f). Ó äàíié ñòàòòi äå-
ÿêi ðåçóëüòàòè ç [5] óçàãàëüíþþòüñÿ íà âè-
ïàäîê ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ T ∈
L(H(G1),H(G2)).

Íåõàé G1 òà G2 � äîâiëüíi îäíîçâ'ÿçíi
îáëàñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Íàäàëi ââà-
æàòèìåìî, ùî G1

⋂
G2 6= ∅. Íåõàé l(λ) �

ôóíêöiÿ, ÿêà ëîêàëüíî àíàëiòè÷íà íà ìíî-
æèíi { (G1

⋂
G2). Òîäi ôóíêöiÿ l(λ) ¹ õàðà-

êòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ äåÿêîãî ëiíiéíîãî
íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà L, ÿêèé äi¹ ÿê íà
ïðîñòîði H(G1), òàê i íà ïðîñòîði H(G2) [4].

Îïèøåìî ðîçâ'ÿçêè îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ
T (Uz + L) = (Uz + L)T (1)

ó êëàñi ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ T ∈
L(H(G1),H(G2)). Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð
T ∈ L(H(G1),H(G2)) ç õàðàêòåðèñòè÷íîþ
ôóíêöi¹þ t(λ, z) = T

[
1

λ−z̃

]
çàäîâîëüíÿ¹ ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (1). Ïîäiÿâøè îáîìà ÷àñòèíàìè
ðiâíîñòi (1) íà ôóíêöiþ 1

λ−z
îäåðæèìî, ùî

õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ t(λ, z) îïåðàòîðà
T íà ìíîæèíi F=

∞⋃
n=1

{G
(N(n))
1 ×G

(n)
2 [3] çàäî-

âîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ
(λ− z)t(λ, z) = (1− l(λ))ϕ(z) + l̃(λ), (2)

äå ϕ(z) = T1 ∈ H(G2), à l̃(λ) = L
z
(t(λ, z)) ∈

H({G1). Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi âèïàäêè.
I. G2 ⊂ G1. Ó öüîìó âèïàäêó ç (2) îäåð-

æó¹ìî, ùî íà ìíîæèíi F

t(λ, z) =
l̃(λ)

λ− z
+ (1− l(λ))

ϕ(z)

λ− z
. (3)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ l̃(λ) ïîäi¹ìî ôóíêöiîíà-
ëîì L íà ðiâíiñòü (3). Îäåðæèìî, ùî
(1− l(λ))l̃(λ) = (1− l(λ))L

ζ

(
ϕ(ζ)
λ−ζ

)
. Îñêiëüêè

1 − l(λ) 6≡ 0 íà {G1 (áî l(∞) = 0 çà îçíà÷å-
ííÿì ëîêàëüíî àíàëiòè÷íî¨ íà ìíîæèíi {G1

ôóíêöi¨ l(λ)), òî l̃(λ) = L
ζ

(
ϕ(ζ)
λ−ζ

)
. Òîìó

t(λ, z) =
1

λ− z
L
ζ

(
ϕ(ζ)

λ− ζ

)
+

(1− l(λ))ϕ(z)

λ− z
.

(4)
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Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð T1 ∈ L(H(G1),H(G2)),
ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì (T1f)(z) =

= ϕ(z)f(z)+L
ζ

[
(ϕ(ζ)− ϕ(z))(f(ζ)− f(z))

ζ − z

]
.

Áåñïîñåðåäíiìè îá÷èñëåííÿìè ïåðåêîíó¹ìî-
ñÿ â òîìó, ùî õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ îïå-
ðàòîðà T1 çáiãà¹òüñÿ ç ôóíêöi¹þ t(λ, z), ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4). Òîìó T = T1, i
ìè äîâåëè íåîáõiäíiñòü óìîâ íàñòóïíî¨ òåî-
ðåìè.

Òåîðåìà 1. Íåõàé G1 i G2 � äîâiëüíi
îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè,
ïðè÷îìó G1 ⊂ G2, à ôóíêöiîíàë L ïîðîäæå-
íèé õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ l(λ), ÿêà
ëîêàëüíî àíàëiòè÷íà íà ìíîæèíi {G1. Äëÿ
òîãî, ùîá îïåðàòîð T ∈ L(H(G1),H(G2))
áóâ ðîçâ'ÿçêîì îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ (1),
íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá âií ïîäàâàâñÿ ó
âèãëÿäi

(Tf)(z) = ϕ(z)f(z)+

+L
ζ

[
(ϕ(ζ)− ϕ(z))(f(ζ)− f(z))

ζ − z

]
, (5)

äå ϕ ∈ H(G2).
Äîñòàòíiñòü óìîâ òåîðåìè 1 âñòàíîâëþ¹-

òüñÿ áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ.
II. Íåõàé G2 6⊂ G1, òîäi G2

⋂
{G1 6= ∅. Òî-

ìó iñíó¹ òî÷êà z0 òàêà, ùî z0 ∈ G2 i z0 6∈ G1.
Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi, íàäàëi ââàæàòè-
ìåìî, ùî z0 ∈ G

(n)
2 ïðè n = 1, 2, . . .. Çàôiêñó-

¹ìî äîâiëüíå íàòóðàëüíå n. Òîäi iñíó¹ îêië
Vδ = {z ∈ C : |z − z0| < δ} òî÷êè z0, ÿêèé
ìiñòèòüñÿ îäíî÷àñíî â G

(n)
2 i {G

(N(n))
1 . Ïîêëà-

äàþ÷è â (2) äîâiëüíå λ ∈ Vδ(z0) i z = λ, îäåð-
æèìî, ùî ïðè λ ∈ Vδ(z0):

(1− l(λ))ϕ(λ) + l̃(λ) = 0. (6)

Ç (6) âèïëèâà¹, ùî ϕ(λ) = l̃(λ)
l(λ)−1

ïðè λ ∈
G

(n)
2

⋂
{G

(N(n))
1 .

Íåõàé λ1, λ2, . . . , λm � âñi íóëi ôóíêöi¨ 1−
l(λ), ÿêi ëåæàòü â {G1

⋂
{G2, i êðàòíîñòi öèõ

íóëiâ âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü n1, n2, . . . , nm

(íóëiâ ¹ ñêií÷åííà êiëüêiñòü çà âëàñòèâiñòþ
àíàëiòè÷íîñòi ôóíêöi¨ 1 − l(λ) i òîãî, ùî

l(∞) = 0). Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââà-
æàòèìåìî, ùî íà ìíîæèíi G1\G(N(n))

1 ôóí-
êöiÿ 1− l(λ) íå ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü. Òîäi
ôîðìóëîþ ϕ(λ) = l̃(λ)

l(λ)−1
ôóíêöiÿ ϕ(λ) àíà-

ëiòè÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ äî àíàëiòè÷íî¨ ôóí-
êöi¨ íà ìíîæèíi

(
G

(n)
2

⋃
{G

(N(n))
1

)
\{λi : i =

1,m} i ϕ(∞) = 0. Òî÷êè λi ìîæóòü áóòè
ïîëþñàìè äëÿ ôóíêöi¨ ϕ(λ), ïðè÷îìó ïîðÿ-
äîê ïîëþñà λi íå ïåðåâèùó¹ ni, i = 1,m.
ßêùî ïîçíà÷èòè P (λ) =

m∏
i=1

(λ−λi)
ni , òî ôóí-

êöiþ ϕ(λ) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ϕ(λ) =
ϕ1(λ)
P (λ)

, äå ϕ1(λ) � àíàëiòè÷íà íà ìíîæèíi
G

(n)
2

⋃
{G

(N(n))
1 i ϕ(∞) = 0. Â ñèëó äîâiëü-

íîñòi n îäåðæó¹ìî, ùî ðiâíiñòü ϕ(λ) = ϕ1(λ)
P (λ)

âèêîíó¹òüñÿ ïðè λ ∈ G2

⋃
{G

(N(n))
1 i ôóíêöiÿ

ϕ1(λ) ¹ àíàëiòè÷íîþ íà öié ìíîæèíi. Ç ðiâ-
íîñòi (6) îäåðæó¹ìî, ùî

l̃(λ) = −(1− l(λ))ϕ(λ) (7)

ïðè λ ∈
(
{G

(N(n))
1

)
\S, äå S = {λi : i = 1,m}.

Òîìó ç (2) îäåðæó¹ìî, ùî ïðè z ∈ G
(n)
2 i

λ ∈
(
{G

(N(n))
1

)
\S:

t(λ, z) = (1− l(λ))
ϕ(z)− ϕ(λ)

λ− z
. (8)

Îñêiëüêè l̃(λ) = L
z
(t(λ, z)), òî ç (8) îäåðæó¹-

ìî, ùî

l̃(λ) = (1− l(λ))L
z

(
ϕ(z)− ϕ(λ)

λ− z

)
. (9)

Ç (7) i (9) îäåðæó¹ìî, ùî ïðè λ ∈(
{G

(N(n))
1

)
\S

ϕ(λ) = L
z

(
ϕ(z)− ϕ(λ)

λ− z

)
. (10)

Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíî íåîáõiäíiñòü óìîâ
íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé G1 i G2 � äîâiëü-
íi îäíîçâ'ÿçíi îáëàñòi êîìïëåêñíî¨ ïëîùè-
íè, ïðè÷îìó G2

⋂
G1 6= ∅ i G2

⋂
{G1 6= ∅,
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à l(λ) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ôóíêöiî-
íàëà L, ÿêà ëîêàëüíî àíàëiòè÷íà íà ìíîæè-
íi {(G1

⋂
G2). Äëÿ òîãî ùîá ôóíêöiÿ t(λ, z)

áóëà õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ îïåðàòî-
ðà T ∈ L(H(G1),H(G2)), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹
îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ (1), íåîáõiäíî é äîñòà-
òíüî, ùîá t(λ, z) ïîäàâàëàñÿ ó âèãëÿäi (8),
äå ϕ(z) � äåÿêà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó H(G2),
ÿêà àíàëiòè÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ íà ìíîæè-
íó

(
G2

⋃
{G1

) \S, ïðè÷îìó ϕ(∞) = 0, à
P (λ)ϕ(λ) àíàëiòè÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ íà ìíî-
æèíó G2

⋃
{G1 i, êðiì òîãî, ïðè λ ∈ {G1\S

ôóíêöiÿ ϕ(λ) çàäîâîëüíÿ¹ (10).
Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Ïðè âèêî-

íàííi óìîâ òâåðäæåííÿ ôîðìóëîþ (8) âè-
çíà÷à¹òüñÿ äåÿêà ëîêàëüíî àíàëiòè÷íà íà
ìíîæèíi {G1 × G2 ôóíêöiÿ t(λ, z). Òîäi
iñíó¹ ¹äèíèé îïåðàòîð T ∈ L(H(G1),H(G2)),
äëÿ ÿêîãî t(λ, z) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ, òîá-
òî t(λ, z) = T [ 1

λ−z̃
]. Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè,

ùî T çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü (1). Äiéñíî, íåõàé
t1(λ, z) i t2(λ, z) � öå õàðàêòåðèñòè÷íi ôóí-
êöi¨ âiäïîâiäíî äî îïåðàòîðiâ T (Uz + L) òà
(Uz + L)T . Òîäi íà ìíîæèíi F ìàòèìåìî:

t1(λ, z) = λt(λ, z) + (l(λ)− 1)ϕ(z) =

= (1− l(λ))

(
λ

ϕ(z)− ϕ(λ)

λ− z
− ϕ(z)

)
=

= (1− l(λ))
zϕ(z)− λϕ(λ)

λ− z
;

t2(λ, z) = z(1− l(λ))
ϕ(z)− ϕ(λ)

λ− z
+

+(1− l(λ))L
z

(
ϕ(z)− ϕ(λ)

λ− z

)
=

= (1− l(λ))

(
z
ϕ(z)− ϕ(λ)

λ− z
− ϕ(λ)

)
=

= (1− l(λ))
zϕ(z)− λϕ(λ)

λ− z
.

Òîìó îïåðàòîð T çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü (1).
Âiäíîâëþþ÷è îïåðàòîð T çà éîãî õàðà-

êòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ [4], îäåðæó¹ìî, ùî
ïðàâèëüíîþ ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïðè âèêîíàííi óìîâ òâåð-
äæåííÿ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îïåðàòîðíî-
ãî ðiâíÿííÿ (1) â êëàñi îïåðàòîðiâ T ∈

L(H(G1),H(G2)) äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(Tf)(z) =
1

2πi

∫

γz

t(λ, z)f(λ)dλ,

äå ôóíêöiÿ t(λ, z) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ
(8), à êîíòóð γz âèáèðà¹òüñÿ çãiäíî ç îçíà-
÷åííÿì ëîêàëüíî àíàëiòè÷íî¨ íà ìíîæèíi
{G1 ×G2 ôóíêöi¨ t(λ, z) [4].

Äëÿ iëþñòðàöi¨ òåîðåìè 2 ðîçãëÿíåìî
îäèí ÷àñòèííèé âèïàäîê îïåðàòîðíîãî ðiâ-
íÿííÿ (1). Íåõàé G1 i G2 � äîâiëüíi îäíî-
çâ'ÿçíi îáëàñòi â C, ïðè÷îìó 0 ∈ G1

⋂
G2,

G2

⋂
{G1 6= ∅ i 1 6∈ G2. Íåõàé, êðiì òîãî,

L(f) = f(0), òîáòî l(λ) = 1
λ
. Òîäi ôóíêöiÿ

ϕ(λ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (10) â öüîìó âè-
ïàäêó òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ϕ(λ) = C

λ−1
, äå

C � äîâiëüíà ñòàëà. Îòæå, t(λ, z) = C
(z−1)λ

.
Òîìó â êëàñi T ∈ L(H(G1),H(G2)) çàãàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ T (Uz+
δ0) = (Uz + δ0)T, äå δ0(f) = f(0), äà¹òüñÿ
ôîðìóëîþ (Tf)(z) = C f(0)

z−1
, äå C � äîâiëüíà

ñòàëà.
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