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Äîâîäèòüñÿ, ùî êîæíå âiäîáðàæåííÿ f : X → T ïåðøîãî ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó Ëåáå à,
ÿêå äi¹ ç òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó çâ'ÿçíó i ëîêàëüíî ñòÿãóâàííó ïiäìíîæèíó T ïðîñòîðó
Rn, íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà.

It is proved that every mapping f : X → T of the �rst functional Lebesgue class which acts
from topological space X to a connected and locally contractible subset T of Rn belongs to the
�rst Baire class.

1. Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y
ïîçíà÷èìî ÷åðåç B1(X, Y ) ñóêóïíiñòü âñiõ
ôóíêöié f : X → Y ïåðøîãî êëàñó Áå-
ðà, òîáòî ïîòî÷êîâèõ ãðàíèöü ïîñëiäîâíî-
ñòåé íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn : X → Y , ÷å-
ðåç H1(X, Y ) � ñóêóïíiñòü âñiõ âiäîáðàæåíü
f : X → Y ïåðøîãî êëàñó Ëåáå à, äëÿ
ÿêèõ f−1(F ) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ïåðåòèíó
ïîñëiäîâíîñòi âiäêðèòèõ ìíîæèí â X äëÿ
äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ â Y ìíîæèíè F , à ÷å-
ðåç H∗

1 (X, Y ) � ñóêóïíiñòü âñiõ âiäîáðàæåíü
f : X → Y ïåðøîãî ôóíêöiîíàëüíîãî êëà-
ñó Ëåáå à, äëÿ ÿêèõ f−1(F ) ïîäà¹òüñÿ ó âè-
ãëÿäi ïåðåòèíó ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöiîíàëü-
íî âiäêðèòèõ ìíîæèí â X äëÿ äîâiëüíî¨
çàìêíåíî¨ â Y ìíîæèíè F . Çðîçóìiëî, ùî
H∗

1 (X, Y ) ⊆ H1(X,Y ), ïðè÷îìó äëÿ äîñêî-
íàëî íîðìàëüíîãî ïðîñòîðó X öi êëàñè çái-
ãàþòüñÿ.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ëåáå à-Ãàóñäîðôà
[7, c. 402] âêëþ÷åííÿ H1(X,Y ) ⊆ B1(X, Y )
âèêîíó¹òüñÿ ó âèïàäêó, êîëè X � ìåòðèçîâ-
íèé ïðîñòið, à Y = [0, 1]n, äå n ≤ ℵo.

Â [5] áóëî ïîêàçàíî, ùî âêëþ÷åííÿ
H∗

1 (X, Y ) ⊆ B1(X,Y ) âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî
X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ìåòðè-
çîâíèé ñåïàðàáåëüíèé òîïîëîãi÷íèé âåêòîð-
íèé ïðîñòið. Êðiì òîãî, â [5] áóëî ââåäå-
íî ïîíÿòòÿ ñëàáêîãî ëîêàëüíîãî ãîìåîìîð-
ôiçìó, òîáòî òàêîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðà-
æåííÿ ϕ : X → Y , ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè
y ∈ Y iñíóþòü îêië V öi¹¨ òî÷êè i âiäêðè-
òà â X ìíîæèíà U , òàêi, ùî ϕ|U : U → V

� ãîìåîìîðôiçì, i ç'ÿñîâàíî, ùî ìà¹ ìiñöå
âêëþ÷åííÿ H∗

1 (X,Y ) ⊆ B1(X, Y ), ÿêùî X
� òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ëiíäåëåôîâèé
ïðîñòið i Z � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, òàêi, ùî
H∗

1 (X,Z) ⊆ B1(X, Z) i iñíó¹ ñëàáêèé ëîêàëü-
íèé ãîìåîìîðôiçì ϕ : Z → Y .

Íàãàäà¹ìî [2], ùî ñiì'ÿ B ïiäìíîæèí ïðî-
ñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ áàçîþ äëÿ âiäîáðàæåí-
íÿ f : X → Y , ÿêùî ïðîîáðàç f−1(G) äî-
âiëüíî¨ âiäêðèòî¨ â Y ìíîæèíè G ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ ìíîæèí ç B.
ßêùî ñiì'ÿ B ¹ σ-äèñêðåòíîþ, òî ìè íà-
çèâà¹ìî ¨¨ σ-äèñêðåòíîþ áàçîþ äëÿ f i êà-
æåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ¹ σ-
äèñêðåòíèì. Çàóâàæèìî, ùî äîâiëüíå âiä-
îáðàæåííÿ f : X → Y , ÿêå äi¹ ç òîïîëîãi÷íî-
ãî ïðîñòîðó X â ìåòðè÷íèé ñåïàðàáåëüíèé
ïðîñòið Y , ¹ σ-äèñêðåòíèì.

Ì. Ôîñ åðàó â [1] ïîêàçàâ, ùî êîæíå
σ-äèñêðåòíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ïåð-
øîãî êëàñó Ëåáå à íàëåæèòü äî ïåðøîãî
êëàñó Áåðà, ÿêùî X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið,
à Y � ëiíiéíî çâ'ÿçíèé i ëîêàëüíî ëiíiéíî
çâ'ÿçíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið.

Â öié ðîáîòi ìè, âèêîðèñòîâóþ÷è iíøèé
ïiäõiä, äîâîäèìî, ùî ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ
H∗

1 (X,Y ) ⊆ B1(X,Y ), ÿêùî X � òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið, Y � çâ'ÿçíà i ëîêàëüíî ñòÿãó-
âàííà ïiäìíîæèíà Rn.

2. Â öüîìó ïóíêòi ìè íàâåäåìî äåÿêi äî-
ïîìiæíi òâåðäæåííÿ.

2.1. Ïî÷íåìî ç óòî÷íåíî¨ ðåäàêöi¨ ëåìè
4.1 ç [5].
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Íàãàäà¹ìî [5], ùî ìíîæèíà A ¹ ôóíêöiî-
íàëüíîþ òèïó Fσ â X, ÿêùî âîíà ïîäà¹-
òüñÿ ó âèãëÿäi çëi÷åííîãî îá'¹äíàííÿ ôóí-
êöiîíàëüíî çàìêíåíèõ ìíîæèí â X. Ìíîæè-
íó A áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöiîíàëüíîþ òè-
ïó Gδ â X, ÿêùî äîïîâíåííÿ äî íå¨ ¹ ôóí-
êöiîíàëüíîþ Fσ-ìíîæèíîþ. ßêùî ìíîæèíà
A îäíî÷àñíî ¹ ôóíêöiîíàëüíîþ òèïó Gδ i Fσ,
òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíî äâîñòî-
ðîííüîþ.

Ëåìà 1. Íåõàé X, Y � òîïîëîãi÷íi ïðî-
ñòîðè, (Fn)∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöiî-
íàëüíèõ ìíîæèí òèïó Fσ â X, X =

∞⋃
n=1

Fn i
f : X → Y � òàêå âiäîáðàæåííÿ, ùî äëÿ äî-
âiëüíî¨ âiäêðèòî¨ â Y ìíîæèíè G ìíîæè-
íà f−1(G)∩Fn ¹ ôóíêöiîíàëüíîþ òèïó Fσ â
X äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òîäi f ∈ H∗

1 (X, Y ).
Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � âiäêðèòà â Y

ìíîæèíà, òîäi

f−1(G) = f−1(G)∩(
∞⋃

n=1

Fn) =
∞⋃

n=1

(f−1(G)∩Fn),

äå ìíîæèíè f−1(G) ∩ Fn ¹ ôóíêöiîíàëüíè-
ìè òèïó Fσ â X, îòæå, i ìíîæèíà f−1(G) ¹
ôóíêöiîíàëüíîþ òèïó Fσ â X. ♦

Íàñòóïíà òåîðåìà ïðî ïiäíÿòòÿ (òåîðåìà
4.2 ç [5]) ëåæèòü â îñíîâi íàøîãî ìåòîäó. Ïî-
êàæåìî, ùî äëÿ ¨¨ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî ëåìè
1, âèïðàâèâøè òèì ñàìèì íåòî÷íiñòü ç [5].

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið, Y � ëiíäåëåôîâèé ïðîñòið,
f ∈ H∗

1 (X, Y ) i Z � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,
òàêèé, ùî iñíó¹ ñëàáêèé ëîêàëüíèé ãîìåî-
ìîðôiçì ϕ : Z → Y . Òîäi iñíó¹ âiäîáðàæå-
ííÿ g ∈ H∗

1 (X, Z), òàêå, ùî f(x) = ϕ(g(x))
äëÿ âñiõ x ∈ X.

Äîâåäåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ ϕ : Z → Y
¹ ñëàáêèì ëîêàëüíèì ãîìåîìîðôiçìîì, òî-
ìó äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Y iñíóþòü âiäêðèòèé
îêië Vy òî÷êè y i âiäêðèòà â Z ìíîæèíà Uy,
òàêi, ùî ϕ|Uy : Uy → Vy � ãîìåîìîðôiçì. Íå-
õàé V = {Vy : y ∈ Y }, U = {Uy : y ∈ Y }.
Ñèñòåìà V óòâîðþ¹ âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ëií-
äåëåôîâîãî ïðîñòîðó Y , òîìó iñíó¹ âiäêðè-
òå çëi÷åííå ïiäïîêðèòòÿ Ṽ = {Vyn : n ∈ N}
ïðîñòîðó Y . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Un âiäïîâiäíi

ìíîæèíè ç U , òàêi, ùî ϕn = ϕ|Un : Un → Vyn

� ãîìåîìîðôiçì.
Îñêiëüêè f ∈ H∗

1 (X, Y ), òî An = f−1(Vyn)
¹ ôóíêöiîíàëüíèìè Fσ-ìíîæèíàìè â X

i X =
∞⋃

n=1

An. Ç [5, ëåìà 3.2] âèïëèâà¹,
ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (Fn)∞n=1 äèç'þíêòíèõ
ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííiõ ìíîæèí â X,
òàêèõ, ùî Fn ⊆ An i X =

∞⊔
n=1

Fn. Íåõàé
Bn = f(Fn) ⊆ Vyn i Cn = ϕ−1

n (Bn) ⊆ Un. Òîäi
ϕn|Cn : Cn → Bn � ãîìåîìîðôiçì. Ïîçíà÷è-
ìî ψn = (ϕn|Cn)−1 : Bn → Cn i ïîêëàäåìî
g(x) = ψn(f(x)), ÿêùî x ∈ Fn. Ïîêàæåìî,
ùî f(x) = ϕ(g(x)). Ñïðàâäi, ÿêùî x ∈ X, òî
iñíó¹ n, òàêå, ùî x ∈ Fn. Îñêiëüêè f(x) ∈ Bn,
òî ψn(f(x)) = ϕ−1

n (f(x)), òîäi

ϕ(g(x)) = ϕ(ψn(f(x))) = ϕ(ϕ−1
n (f(x))) =

= ϕ(ϕ−1(f(x))) = f(x).

Íåõàé G � âiäêðèòà â Z ìíîæèíà i n ∈ N.
Ïåðåâiðèìî, ùî

g−1(G) ∩ Fn = f−1(ϕ(G ∩ Un)) ∩ Fn.

ßêùî x ∈ g−1(G) ∩ Fn, òî g(x) ∈ G i f(x) ∈
Bn. Òîäi g(x) = ψn(f(x)) ∈ Cn ⊆ Un, çâiäêè
g(x) ∈ G ∩ Un i f(x) = ϕ(g(x)) ⊆ ϕ(G ∩ Un).

Íåõàé òåïåð x íàëåæèòü äî ïðàâî¨ ÷àñòè-
íè ðiâíîñòi. Òîäi f(x) = ϕ(g(x)) ∈ ϕ(G∩Un).
Ç òîãî, ùî x ∈ Fn âèïëèâà¹, ùî g(x) =
ψn(f(x)) ∈ Cn ⊆ Un, à f(x) ∈ Bn ⊆ Vyn . Âiä-
îáðàæåííÿ ϕ|Uyn

: Un → Vyn � ái¹êöiÿ, òîìó
g(x) ∈ G ∩ Un, îòæå, g(x) ∈ G.

Îñêiëüêè ϕn : Un → Vyn � ãîìåîìîðôiçì,
òî ìíîæèíà ϕ(G∩Un) âiäêðèòà â Vyn , à çíà-
÷èòü i â Y , îòæå, ìíîæèíà f−1(ϕ(G ∩ Un)) ¹
ôóíêöiîíàëüíîþ òèïó Fσ â X, òîäi i ìíîæè-
íà g−1(G)∩Fn ¹ òàêîþ æ. Ç ëåìè 1 âèïëèâà¹,
ùî g ∈ H∗

1 (X, Z). ♦
2.2.Íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ óçàãàëüíþ-

þòü ëåìè 3.5 i 3.6 ç [5] íà âèïàäîê ëiíiéíî
çâ'ÿçíîãî ïðîñòîðó Y .

Ëåìà 3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, Y � ëiíiéíî çâ'ÿçíèé ïðîñòið,
F1, . . . , Fn � äèç'þíêòíi ôóíêöiîíàëüíî çà-
ìêíåíi ìíîæèíè â X i y1, . . . , yn ∈ Y .
Òîäi iñíó¹ òàêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ
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f : X → Y , ùî f(x) = yi ïðè x ∈ Fi äëÿ âñiõ
i = 1, . . . , n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé n = 2. Îñêiëüêè ìíî-
æèíè F1 òà F2 äèç'þíêòíi i ôóíêöiîíàëü-
íî çàìêíåíi, òî iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
g : X → [0, 1], òàêà, ùî F1 = g−1(0) i F2 =
g−1(1). Ïðîñòið Y ëiíiéíî çâ'ÿçíèé, òîìó
iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ γ : [0, 1] →
Y , òàêå, ùî γ(0) = y1 i γ(1) = y2. Ïîêëàäà-
þ÷è f = γ ◦ g, îòðèìà¹ìî øóêàíó ôóíêöiþ.

Íåõàé òåïåð n > 2. Çãiäíî ç [5, ëåìà 3.4]
iñíóþòü äèç'þíêòíi ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòi
â X ìíîæèíè U1, . . . , Un, òàêi, ùî Fi ⊆ Ui

äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , n. Âèáåðåìî äîâiëü-
íó òî÷êó yo ∈ Y i ïîêëàäåìî Fo = X \

n⋃
i=1

Ui,
fo(x) = yo äëÿ âñiõ x ∈ X. Ç äîâåäåíîãî âè-
ùå âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , n
iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ fi : X → Y ,
òàêå, ùî fi(x) = yo íà Fo i fi(x) = yi íà Fi.
Ïîêëàäåìî

f(x) =





fi(x), ÿêùî x ∈
n⋃

i=1

Ui,

fo(x), ÿêùî x ∈ Fo.

Ïîçíà÷èìî F̃o = Fo, F̃i = U i ïðè i =
1, . . . , n. Ïîêàæåìî, ùî fi|F̃i∩F̃j

= fj|F̃i∩F̃j
äëÿ

âñiõ i 6= j. Íåõàé i, j > 0. ßêùî x ∈ F̃i ∩ F̃j,
i 6= j, òî x ∈ U i, çâiäêè x 6∈ Uk äëÿ âñiõ
k 6= i. Àíàëîãi÷íî x 6∈ Uk äëÿ âñiõ k 6= j.
Òîäi fi(x) = fj(x) = yo íà U i ∩ U j. Íå-
õàé òåïåð j = 0. ßêùî x ∈ U i ∩ Fo, òî
fi(x) = fo(x) = yo. Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç
[9, c. 119] âiäîáðàæåííÿ f ¹ íåïåðåðâíèì. ♦

Ëåìà 4.Íåõàé X�òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,
Y �ëiíiéíî çâ'ÿçíèé ïðîñòið,f :X→Y � âiä-
îáðàæåííÿ ïåðøîãî ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó
Ëåáå à ç äèñêðåòíèì íå áiëüø íiæ çëi÷åí-
íèì îáðàçîì imf = {yk : k ∈ N}. Òîäi
f ∈ B1(X, Y ).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìíîæèíà imf äèñ-
êðåòíà, òî äëÿ êîæíîãî k ìíîæèíè Ak =
f−1(yk) ¹ ôóíêöiîíàëüíèìè òèïó Fσ â
X, îòæå iñíóþòü çðîñòàþ÷i ïîñëiäîâíîñòi
(Fk,n)∞n=1 ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíèõ ìíî-
æèí, òàêi, ùî Ak =

∞⋃
n=1

Fk,n. Çãiäíî ç ëåìîþ

3 äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ fn : X → Y , òàêà, ùî fn(x) = yk, ÿêùî
x ∈ Fk,n, 1 ≤ k ≤ n.

Ïîêàæåìî, ùî f(x) = lim
n→∞

fn(x). Íåõàé

x ∈ X. Îñêiëüêè X =
∞⋃

k=1

Ak, òî iñíó¹ òàêå
k ∈ N, ùî x ∈ Ak. Òîäi iñíó¹ no ≥ k, òàêå,
ùî äëÿ âñiõ n ≥ no âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ
x ∈ Fk,n. Îòæå, fn(x) = yk i f(x) = fn(x) äëÿ
âñiõ n ≥ no. ♦

2.3. Äîáðå âiäîìî [7, c. 395], ùî ðiâíîìið-
íà ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi âiäîáðàæåíü fn ∈
H1(X, Y ) äëÿ äîâiëüíèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòî-
ðiâ X i Y ñàìà íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó
Ëåáå à. Ïðèðîäíî ïîñòà¹ ïèòàííÿ: ÷è âiðíå
öå òâåðäæåííÿ i äëÿ âiäîáðàæåíü ç ïåðøîãî
êëàñó Áåðà? Ïîêè ùî íàì âäàëîñÿ îòðèìà-
òè ñòâåðäíó âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ ëèøå
äëÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ Y , ÿêi ïiäëÿãàþòü
ïåâíèì îáìåæåííÿì.

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ γε : Y ×Y → Y
íàçâåìî ε-ðåòðàêöi¹þ íà ïðîñòîði Y , ÿêùî
äëÿ êîæíîãî y ∈ Y âiäîáðàæåííÿ γε(·, y) ¹
ðåòðàêöi¹þ ïðîñòîðó Y íà êóëþ B[y, ε]. Ìå-
òðè÷íèé ïðîñòið Y íàçâåìî R-ïðîñòîðîì,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ ε-ðåòðàêöiÿ
íà Y .

Iíøèìè ñëîâàìè, (Y, d) ¹ R-ïðîñòîðîì,
ÿêùî ùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ γε : Y × Y → Y , ÿêå äëÿ âñiõ
y, y′ ∈ Y ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

(i) d(y, y′) ≤ ε ⇒ γε(y, y′) = y,

(ii) d(γε(y, y′), y′) ≤ ε.

Ïðèêëàäîì R-ïðîñòîðó ¹ íîðìîâàíèé
ïðîñòið Y , äå ε-ðåòðàêöiÿ áóäó¹òüñÿ íàñòó-
ïíèì ÷èíîì:

γε(y, y′) =

{
y, ‖y − y′‖ ≤ ε
y′ + ε

‖y−y′‖(y − y′), ‖y − y′‖ > ε.

Òåîðåìà 5. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, (Y, d) � R-ïðîñòið i âiäîáðàæåííÿ
f : X → Y ¹ ðiâíîìiðíîþ ãðàíèöåþ ïîñëi-
äîâíîñòi âiäîáðàæåíü fn ∈ B1(X,Y ). Òîäi
f ∈ B1(X, Y ).
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Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî εn = 1
2n . Îñêiëü-

êè fn ⇒ f , òî ìîæíà ââàæàòè, ùî
d(fn(x), fn+1(x)) ≤ εn+1, n ≥ 1.

Äëÿ êîæíîãî n iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (gn,m)∞m=1

íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü gn,m : X → Y , òà-
êà, ùî lim

m→∞
gn,m(x) = fn(x) íà X.

Ïîêëàäåìî äëÿ x ∈ X i m ∈ N
ϕ1,m(x) = g1,m(x),

ϕn,m(x) = γεn−1(gn,m(x), ϕn−1,m(x)),

ïðè n > 1. Âiäîáðàæåííÿ ϕn,m : X → Y
íåïåðåðâíi. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî n ∈ N
äëÿ âñiõ x ∈ X âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

d(ϕn+1,m(x), ϕn,m(x)) ≤ εn.

Íåõàé x ∈ X. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ êî-
æíîãî n ∈ N iñíó¹ íîìåð mn, òàêèé, ùî
ϕn,m(x) = gn,m(x) äëÿ âñiõ m ≥ mn. Ïðè
n = 1 òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ. Ïðèïóñòè-
ìî, ùî n > 1 i ϕn−1,m(x) = gn−1,m(x) ïðè
m ≥ mn−1. Îñêiëüêè gn,m(x) → fn(x), à
gn−1,m(x) → fn−1(x), òî iñíó¹ íîìåð m0, òà-
êèé, ùî äëÿ âñiõ m ≥ m0

d(gn,m(x), fn(x)) < εn+1,

d(gn−1,m(x), fn−1(x)) < εn+1.

Ïîêëàäåìî mn = max{m0,mn−1}. Òîäi äëÿ
âñiõ m ≥ mn

d(gn,m(x), ϕn−1,m(x)) = d(gn,m(x), gn−1,m(x)) ≤
≤ d(gn,m(x), fn(x)) + d(fn(x), fn−1(x))+

d(fn−1(x), gn−1,m(x)) ≤ εn+1+εn+εn+1 = εn−1.

Òîäi ϕn,m(x) = γεn−1(gn,m(x), ϕn−1,m(x)) =
gn,m(x) äëÿ âñiõ m ≥ mn. Çâiäñè íåãàéíî âè-
ïëèâà¹, ùî lim

m→∞
ϕn,m(x) = fn(x) äëÿ êîæíî-

ãî n ∈ N.
Äàëi, ïîêàæåìî, ùî lim

m→∞
ϕm,m(x) = f(x).

Âiçüìåìî ε > 0. Iñíó¹ íîìåð n0 ∈ N, òàêèé,
ùî εno−1 < ε

3
i d(fn0(x), f(x)) ≤ ε

3
. Îñêiëü-

êè lim
m→∞

ϕn0,m(x) = fn0(x), òî iñíó¹ m0 > n0,
òàêå, ùî äëÿ âñiõ m ≥ m0 âèêîíó¹òüñÿ íå-
ðiâíiñòü

d(ϕn0,m(x), fn0(x)) ≤ ε

3
.

Òîäi ïðè m ≥ m0 ìà¹ìî

d(ϕm,m(x), f(x)) ≤ d(ϕm,m(x), ϕm−1,m(x))+

+ · · ·+ d(ϕn0+1,m(x), ϕn0,m(x))+

+d(ϕn0,m(x), fn0(x) + d(fn0(x), f(x)) <

< εm−1 + · · ·+ εno +
ε

3
+

ε

3
<

< εno−1 +
ε

3
+

ε

3
< ε.

Îòæå, f ∈ B1(X,Y ). ♦
3. Íàãàäà¹ìî [4, c. 31], ùî ïðîñòið X íà-

çèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ñòÿãóâàííèì â òî÷öi
xo , ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè
xo iñíóþòü îêië Uo ⊆ U òî÷êè xo i íåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ λ : Uo × [0, 1] → Uo, òà-
êi, ùî λ(x, 0) = x i λ(x, 1) = xo äëÿ äîâiëüíî¨
òî÷êè x ∈ Uo.

Ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ñòÿãó-
âàííèì, ÿêùî âií ¹ òàêèì ó êîæíié ñâî¨é
òî÷öi.

Òåîðåìà 6. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, T ⊆ Rn � çâ'ÿçíà ëîêàëüíî ñòÿãó-
âàííà ìíîæèíà. Òîäi H∗

1 (X, T ) ⊆ B1(X, T ).
Äîâåäåííÿ. Ìè ââàæà¹ìî, ùî |T | > 1.

Íåõàé Bn+1 = {p ∈ Rn+1 : ‖p‖ < 1},
Sn = {p ∈ Rn+1 : ‖p‖ = 1}, R = R2n+2.

Äëÿ ÷èñëà δ > 0 i òî÷êè po ∈ R ïîçíà÷èìî

B(po, δ) = {p ∈ R : ‖p− po‖ < δ},
B[po, δ] = {p ∈ R : ‖p− po‖ ≤ δ}.

Çãiäíî ç [8, c. 126] ìîæíà ââàæàòè, ùî
T ⊆ S2n+1. Ïîêëàäåìî Y = T ∪ B2n+2.
Ìíîæèíà T ëîêàëüíî ñòÿãóâàííà, òîìó ç
[8, c. 378] âèïëèâà¹, ùî T ¹ îêîëîâèì ðåòðà-
êòîì ïðîñòîðó Y , òîáòî iñíóþòü âiäêðèòà â
Y ìíîæèíà G̃, ÿêà ìiñòèòü T , i ðåòðàêöiÿ
r̃ : G̃ → T . Ìíîæèíà T çâ'ÿçíà, òîìó iñíó¹
¹äèíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi G ìíîæèíè G̃,
òàêà, ùî T ⊆ G. Îñêiëüêè Y � ëîêàëüíî çâ'ÿ-
çíèé ïðîñòið, òî, çãiäíî ç [3, c. 126] ìíîæèíà
G ¹ âiäêðèòîþ â G̃, à çíà÷èòü, i â Y . Ïî-
êëàäàþ÷è r = r̃|G : G → T , ìè îòðèìà¹ìî
ðåòðàêöiþ ìíîæèíè G íà T .

Âèáåðåìî äîâiëüíi ðiçíi òî÷êè y1 i y2 ç
ìíîæèíè T . Iñíó¹ ÷èñëî δ > 0, òàêå, ùî
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B[y1, δ]∩B[y2, δ] = Ø i C1 = B(y1, δ) ∩ Y ⊆ G,
C2 = B(y2, δ) ∩ Y ⊆ G. Ïîçíà÷èìî D1 =
B(y1,

δ
2
) ∩ Y i D2 = B(y2,

δ
2
) ∩ Y . Ìíîæè-

íà Go = G \ (B[y1,
δ
2
] ∪ B[y2,

δ
2
]) âiäêðèòà â

Y . Òîìó iñíóþòü âiäêðèòi â Y îïóêëi ìíî-
æèíè Gn, òàêi, ùî Go =

∞⋃
n=1

Gn. Ïîêëàäåìî

Cn = Gn−2 ïðè n ≥ 3. Òîäi G =
∞⋃

n=1

Cn, äå
ìíîæèíè Cn îïóêëi i âiäêðèòi â Y äëÿ âñiõ
n ≥ 1.

Ïîáóäó¹ìî ïðîñòið Z íàñòóïíèì ÷èíîì.
Ïîçíà÷èìî W2 = Y , c2 = 0, z2 = y1. Íåõàé
uo � äîâiëüíèé âåêòîð, îðòîãîíàëüíèé äî âå-
êòîðà z2 i òàêèé, ùî ‖uo‖ = 1. Ïîêëàäåìî

zn = z2 + 3(n− 2)uo, cn = 3(n− 2)uo

äëÿ âñiõ n ≥ 1. Íåõàé Y1 = W2 + c1 i
h : Y1 → h(Y1) � ãîìåîìîðôiçì, òàêèé, ùî
h(y2 + c1) = z1, h(c1) = c1 i ‖h(y′)− h(y′′)‖ =
‖y′ − y′′‖ äëÿ âñiõ y′, y′′ ∈ Y1. Òîäi ïîêëàäå-
ìî W1 = h(Y1), Wn = W2 + cn, ÿêùî n ≥ 2,
F = {λuo + z2 : λ ∈ [−3, +∞)}, W =

∞⋃
n=1

Wn i
Z = F ∪W .

Äîâåäåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Wn)∞n=1 äèñ-
êðåòíà. Íåõàé u ∈ Wn, v ∈ Wm i m 6= n.
Îñêiëüêè

‖u− v‖ ≥ ‖cn − cm‖ − ‖cn − u‖ − ‖v − cm‖ i

‖cn−cm‖ = ‖3n−3uo−3m+3uo‖ = 3|n−m|,
òî ‖u − v‖ ≥ 3|n − m| − 2 ≥ 1, îòæå
d(Wn,Wm) ≥ 1, äå d � ìåòðèêà íà ïðîñòî-
ði Z, iíäóêîâàíà ç R.

Çàóâàæèìî, ùî F ∩ [Wn]R = {zn} äëÿ âñiõ
n ≥ 1, äå [Wn]R � öå çàìèêàííÿ ìíîæèíè
Wn â ïðîñòîði R. Äiéñíî, ÿêùî n ≥ 1 i u ∈
F ∩ [Wn]R, òî u = λuo +z2 i ‖u−cn‖ ≤ 1. Òîäi

‖u− cn‖2 = (u− cn, u− cn) =

= (λuo−3(n−2)uo+z2, λuo−3(n−2)uo+z2) =

= (λuo − 3(n− 2)uo, λuo − 3(n− 2)uo)+

+(λuo − 3(n− 2)uo, z2)+

+(z2, λuo − 3(n− 2)uo) + (z2, z2) =

= (λuo−3(n−2)uo, λuo−3(n−2)uo)+(z2, z2),

àäæå (z2, λuo−3(n−2)uo) = 0. Ç iíøîãî áîêó

‖u− zn‖2 + ‖zn − cn‖2 = (u− zn, u− zn)+

+(zn − cn, zn − cn) =

= (λuo−3(n−2)uo, λuo−3(n−2)uo)+(z2, z2).

Òàêèì ÷èíîì,

‖u− zn‖2 + ‖zn − cn‖2 = ‖u− cn‖2 ≤ 1.

Àëå ‖zn − cn‖ = 1, òîìó ‖u− zn‖ = 0, çâiäêè
âèïëèâà¹, ùî u = zn.

Äëÿ âñiõ n ≥ 1 ïîêëàäåìî Bn = Wn \ {zn}
i ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíè Bn âiäêðèòi â
Z. Ñïðàâäi, äëÿ êîæíîãî n ≥ 1 ìíîæèíà
(

⋃
m6=n

[Wm]R) ∪ F çàìêíåíà â R, òîìó ìíîæè-

íà Un = R \ (F ∪ (
⋃

m6=n

[Wm]R)) âiäêðèòà â R.

Òîäi Bn = Un ∩ Z. Äiéñíî, ÿêùî z ∈ Bn, òî
z ∈ Wn i z 6= zn, òîäi z 6∈ F i z 6∈ [Wm]R äëÿ
âñiõ m 6= n, áî ïîñëiäîâíiñòü (Wm)∞m=1 äèñ-
êðåòíà. Íàâïàêè, ÿêùî z ∈ Un∩Z, òî z 6∈ F ,
z 6∈ [Wm]R äëÿ âñiõ m 6= n i z ∈ Z, îòæå,
z ∈ Wn. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíè Bn âiäêðèòi
â Z äëÿ êîæíîãî n ≥ 1.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ìíîæèíè Wn çà-
ìêíåíi â Z, áî Wn = B[cn, 1] ∩ Z.

Íåõàé ψn(y) = y+cn äëÿ âñiõ y ∈ Y , n ≥ 2,
i ψ1(y) = h(y + c1). Òîäi ψn : Y → Wn � ãî-
ìåîìîðôiçì äëÿ êîæíîãî n ≥ 1. Ïîêëàäåìî
An = ψn(Cn), n ≥ 1.

Äîâåäåìî, ùî zn 6∈ [An]Z äëÿ âñiõ n ≥ 1.
Ñïðàâäi, y1 ∈ D1, à D1 ∩ Cn = Ø ïðè n 6= 1 i
ìíîæèíè D1 òà Cn âiäêðèòi â Y , òîìó D1 ∩
[Cn]Y = Ø, çâiäêè y1 6∈ [Cn]Y . Àíàëîãi÷íî
y2 6∈ [Cn]Y äëÿ âñiõ n 6= 2. Òîäi zn = ψn(y1) 6∈
ψn([Cn]Y ) = [An]Wn äëÿ âñiõ n ≥ 2. ßêùî
n = 1, òî z1 = ψ1(y2) = h(y2 + c1). Ç òîãî,
ùî y2 + c1 6∈ [C1]Y + c1 i âiäîáðàæåííÿ h � öå
içîìåòðiÿ, âèïëèâà¹, ùî z1 6∈ h([C1]Y + c1) =
[A1]W1 . Îñêiëüêè ìíîæèíè Wn çàìêíåíi â Z,
òî zn 6∈ [An]Z .

Ìíîæèíè Cn âiäêðèòi â Y , à âiäîáðàæå-
ííÿ ψn : Y → Wn ãîìåîìîðôiçì, òîìó ìíî-
æèíè An âiäêðèòi â Wn. Àëå zn 6∈ An, òîìó
ìíîæèíè An âiäêðèòi â Bn, à çíà÷èòü i â Z.

Äîâåäåìî, ùî [An]Z ⊆ Bn äëÿ âñiõ n ≥ 1.
Íåõàé z ∈ [An]Z \ An, òîäi z 6= zn, àäæå zn 6∈
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[An]Z , Ç òîãî, ùî [An]Z = [An]R∩Z âèïëèâà¹,
ùî z ∈ [An]R i z ∈ Z. Òîäi z ∈ F àáî z ∈ W .
Àëå F ∩ [An]R ⊆ F ∩ [Wn]R = {zn}, çâiäêè z 6∈
F , òîáòî z ∈ W . Òîäi z 6∈ Wm äëÿ âñiõ m 6= n,
áî d(Wn,Wm) ≥ 1. Îòæå, z ∈ Wn\{zn} = Bn.

Âiäîáðàæåííÿ ϕn = ψ−1
n : Wn → Y � ãî-

ìåîìîðôiçì, ïðè÷îìó ϕn|[An+1]Z : [An+1]Z →
[Cn+1]Y � ãîìåîìîðôiçì äëÿ âñiõ n ≥ 1.
Îñêiëüêè ìíîæèíè [Cn+1]Y îïóêëi, òî çãiäíî
ç òåîðåìîþ Äó óíäæi [4, c. 86] äëÿ êîæíî-
ãî n ≥ 1 iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ hn :
Z → [Cn+1]Y , òàêå, ùî hn|[An+1]Z = ϕn|[An+1]Z .
Ç òîãî, ùî âiäîáðàæåííÿ ϕn|An+1 : An+1 →
Cn+1 òàêîæ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì i ç [6, ëåìà
3] âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ñëàáêèé ëîêàëüíèé ãî-
ìåîìîðôiçì ϕ : Z → G.

Íåõàé f ∈ H∗
1 (X, T ). Òîäi f ∈ H∗

1 (X, G).
Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2 iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ g ∈
H∗

1 (X, Z), òàêå, ùî f = ϕ ◦ g. Ïðîñòið Z ñå-
ïàðàáåëüíèé, òîìó ç [5] âèïëèâà¹, ùî iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü (gn)∞n=1 ïðîñòèõ ôóíêöié gn ∈
H∗

1 (X, Z), òàêà, ùî gn ⇒ g. Ç ëåìè 4 âèïëè-
âà¹, ùî gn ∈ B1(X, Z), àäæå ïðîñòið Z ëiíié-
íî çâ'ÿçíèé.

Äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê z′, z′′ ∈ Z ïîçíà÷èìî

[z′, z′′] = {λ1z
′ + µ1u, λ2u + µ2v, λ3v + µ3z

′′ :

λi + µi = 1, λi, µi ≥ 0, i = 1, 2, 3},
äå

(u, v) =





(zn, zm), z′ ∈ Wn, z′′ ∈ Wm,
(z′, z′′), z′, z′′ ∈ F,
(z′, z′′), z′, z′′ ∈ Wn,
(zn, z

′′), z′ ∈ Wn, z′′ ∈ F,
(z′, zm), z′ ∈ F, z′′ ∈ Wm.

Iíøèìè ñëîâàìè [z′, z′′] � öå: âiäðiçîê â Z,
ÿêèé ç'¹äíó¹ òî÷êè z′ i z′′, ÿêùî z′, z′′ ∈ Wn,
àáî z′, z′′ ∈ F ; ëàìàíà z′znzmz′′, ÿêùî z′ ∈
Wn i z′′ ∈ Wm; ëàìàíà z′znz

′′, ÿêùî z′ ∈ Wn

i z′′ ∈ F ; i ëàìàíà z′zmz′′, ÿêùî z′ ∈ F i
z′′ ∈ Wm.

Ïîêëàäåìî

ρ(z′, z′′) = d(z′, u) + d(u, v) + d(v, z′′).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ρ � öå ìåòðèêà íà Z. Çà-
óâàæèìî, ùî ρ ïîðîäæó¹ íà Z éîãî âèõiäíó

òîïîëîãiþ, àäæå íà F i íà âñiõ Wn ìåòðèêà
ρ çáiãà¹òüñÿ ç ìåòðèêîþ ç ïðîñòîðó R.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî ïðîñòið (Z, ρ) ¹ R-
ïðîñòîðîì.

Äëÿ z′, z′′ ∈ Z i t ≥ 0 ïîêëàäåìî

ψ(z′, z′′, t) = z ⇐⇒ z ∈ [z′, z′′] i

ρ(z, z′′)
ρ(z′, z′′)

= t, ÿêùî z′ 6= z′′,

i ψ(z′, z′, t) = z′ äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, 1],

à ïðè t > 1 ïîêëàäåìî ψ(z′, z′′, t) = z′.
Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ ψ : Z ×

Z × [0, +∞) → Z íåïåðåðâíå. Îñêiëüêè
ψ(z′, z′′, 1) = z′ i ïðè t > 1 âiäîáðàæåííÿ
ψ íåïåðåðâíå, òî äîñèòü ïåðåâiðèòè éîãî íå-
ïåðåðâíiñòü ïðè t ∈ [0, 1].

Çàôiêñó¹ìî z′o, z
′′
o ∈ Z i to ∈ [0, 1]. Íåõàé

(z′n)∞n=1 i (z′′n)∞n=1 � äîâiëüíi ïîñëiäîâíîñòi, òà-
êi, ùî z′n → z′o i z′′n → z′′o â (Z, ρ), i (tn)∞n=1

� ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë ç âiäðiçêà [0, 1], òàêà,
ùî tn → to. Ïîçíà÷èìî un = ψ(z′n, z′′n, tn),
zo = ψ(z′o, z

′′
o , to) i ïîêàæåìî, ùî un → zo â

(Z, ρ).
Íåõàé z′o = zk i z′′o = zm äëÿ äåÿêèõ

k, m ≥ 1, k < m. Ìîæíà ââàæàòè, ùî z′n 6= z′′n
äëÿ âñiõ n ≥ 1. Òîäi zo ∈ [zk, zm], ρ(zk, zm) =

d(zk, zm), to =
d(zo, zm)

d(zk, zm)
, un ∈ [z′n, z

′′
n] i tn =

ρ(un, z′′n)

ρ(z′n, z′′n)
. Êðiì òîãî, ρ(z′n, z′′n) = ρ(z′n, un) +

ρ(un, z
′′
n) i d(zk, zm) = d(zk, zo) + d(zo, zm).

Ç òîãî, ùî tn → to âèïëèâà¹, ùî
ρ(un, zm) → d(zo, zm) i ρ(un, zk) → d(zo, zk).
ßêùî to = 0, òî zo = zk i ρ(un, zk) → 0, òîá-
òî un → zo. ßêùî æ to = 1, òî zo = zm i
ρ(un, zm) → 0, òîáòî un → zo.

Íåõàé 0 < to < 1. Îñêiëüêè zk 6= zo i zo 6=
zm, òî iñíó¹ ÷èñëî λ > 0, òàêå, ùî B(zk, λ) ∩
B(zm, λ) = Ø, ïðè÷îìó B(zk, λ) ∩ Wn = Ø
äëÿ âñiõ n 6= k i B(zm, λ) ∩Wn = Ø äëÿ âñiõ
n 6= m. Ïîçíà÷èìî U = B(zk, λ) ∩ Z, V =
B(zm, λ) ∩ Z. Ç òîãî, ùî z′n → zk, à z′′n →
zm âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ íîìåð no, òàêèé, ùî
z′n ∈ U , z′′n ∈ V äëÿ âñiõ n ≥ no. Îñêiëüêè
un ∈ [z′n, z

′′
n], òî un ∈ U ∪ [zk, zm]∪ V äëÿ âñiõ

n ≥ no.
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Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ íîìåð n1 ≥ no, òà-
êèé, ùî un ∈ [zk, zm] äëÿ âñiõ n ≥ n1. Íå-
õàé öå íå òàê. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà
U\[zk, zm] ìiñòèòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü åëå-
ìåíòiâ ç ïîñëiäîâíîñòi (un), òîáòî iñíó¹ çðî-
ñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü íîìåðiâ (np)

∞
p=1, òàêà,

ùî unp ∈ U \ [zk, zm]. Òîäi

ρ(unp , zm) = d(unp , zk) + d(zk, zm) =

= d(unp , zk) + d(zk, zo) + d(zo, zm),

çâiäêè

lim
p→∞

d(unp , zk) = d(zo, zm)− d(zk, zo)−

−d(zo, zm) = −d(zk, zo),

ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè d(zk, zo) > 0. Àíà-
ëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî ìíîæèíà V \ [zk, zm]
ìiñòèòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ïîñëi-
äîâíîñòi (un).

Îñêiëüêè un ∈ [zk, zm] äëÿ âñiõ n ≥ n1, òî

d(zk, zm) = d(zk, zo) + d(zo, un) + d(un, zm)

àáî

d(zk, zm) = d(zk, un) + d(un, zo) + d(zo, zm).

Òîäi lim
n→∞

d(un, zo) = 0, îòæå, un → zo.
Íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ ψ â iíøèõ

âèïàäêàõ ðîçòàøóâàííÿ òî÷îê z′o i z′′o ïåðå-
âiðÿ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Äëÿ ÷èñëà ε > 0 ïîêëàäåìî

γε(z
′, z′′) = ψ

(
z′, z′′,

ε

ρ(z′, z′′)

)
,

ÿêùî z′ 6= z′′, i γε(z
′, z′) = z′. Âiäîáðàæåííÿ

γε : Z × Z → Z òàêîæ íåïåðåðâíå.
Ïåðåâiðèìî óìîâè (i) òà (ii) äëÿ ôóíêöi¨

γε. Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó z′ = z′′ öi óìîâè
âèêîíóþòüñÿ.

Íåõàé 0 < ρ(z′, z′′) ≤ ε. Òîäi t =
ε

ρ(z′, z′′)
≥ 1 i γε(z

′, z′′) = ψ(z′, z′′, t) = z′,
òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (i). Êðiì òîãî, äëÿ
òàêèõ z′ i z′′ ìà¹ìî

ρ(γε(z
′, z′′), z′′) = ρ(z′, z′′) ≤ ε,

òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (ii).

Çàëèøèëîñÿ ïåðåâiðèòè (ii) ó âèïàäêó,
êîëè ρ(z′, z′′) > ε. Òîäi t = ε

ρ(z′,z′′) <

1 i γε(z
′, z′′) = ψ(z′, z′′, t) = z, äå z ∈

[z′, z′′] i ρ(z, z′′) = tρ(z′, z′′) = ε. Îòæå,
ρ(γε(z

′, z′′), z′′) = ε.
Òîäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ 5, g ∈ B1(X, Z)

òîáòî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü hn : X → Z, ùî hn(x) → g(x).
Ïîêëàäåìî fn = ϕ ◦ hn, fn : X → G, òîäi
fn(x) → ϕ(g(x)) = f(x), òàêèì ÷èíîì, f ∈
B1(X,G). Âiäîáðàæåííÿ r ◦ fn : X → T , ¹
íåïåðåðâíèìè i r(fn(x)) → r(f(x)) = f(x),
àäæå ìíîæèíà T ¹ ðåòðàêòîì ìíîæèíè G.
Îòæå, f ∈ B1(X,T ). ♦

ÑÏÈÑÎÊ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ
1. Fosgerau, M. When are Borel functions Baire

functions? // Fund. Math.� 1993.� 143.� P. 137�
152.

2. Hansell, R.W. Borel measurable mappings for
nonseparable metric spaces // Trans. Amer. Math.
Soc.� 1971.� 161.� P.145�169.

3. Àëåêñàíäðîâ Ï.Ñ. Ââåäåíèå â òåîðèþ ìíî-
æåñòâ è îáùóþ òîïîëîãèþ.� Ì.: Íàóêà, 1977.�
368 ñ.

4. Áîðñóê Ê. Òåîðèÿ ðåòðàêòîâ.� Ì.: Ìèð,
1971.� 292 ñ.

5. Êàðëîâà Î.Î. Ïåðøèé ôóíêöiîíàëüíèé ëåáå-
 iâñüêèé êëàñ i áåðiâñüêà êëàñèôiêàöiÿ íàðiçíî íåïå-
ðåðâíèõ âiäîáðàæåíü // Íàóê. âiñí. ×åðíiâåöüêîãî
óí-òó. Âèï. 191-192. Ìàòåìàòèêà.� ×åðíiâöi: Ðóòà,
2004.� C.52�60.

6. Êàðëîâà Î.Î. Ïðî íàëåæíiñòü äî ïåðøîãî êëà-
ñó Áåðà âiäîáðàæåíü çi çíà÷åííÿìè â îáëàñòÿõ // ó
äðóöi.

7. Êóðàòîâñêèé Ê. Òîïîëîãèÿ. Ò.1.� Ì.: Ìèð,
1966.� 594 ñ.

8. Êóðàòîâñêèé Ê. Òîïîëîãèÿ. Ò.2.� Ì.: Ìèð,
1969.� 624 ñ.

9. Ýíãåëüêèíã Ð. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ.� Ì.: Ìèð,
1986.� 752 ñ.

Ñòàòòÿ íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi�� 25.02.2005

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2005. Âèïóñê 239. Ìàòåìàòèêà. 65


