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БАГАТОТОЧКОВА ЗАДАЧА ДЛЯ ЕВОЛЮЦIЙНИХ РIВНЯНЬ З
ПСЕВДО-БЕССЕЛЕВИМИ ОПЕРАТОРАМИ НЕСКIНЧЕННОГО

ПОРЯДКУ

У класi узагальнених функцiй типу розподiлiв встановлено коректну розв’язнiсть не-
локальної багатоточкової за часом задачi у випадку, коли гранична умова мiстить псевдо-
Бесселевi оператори, побудованi за рiзними однорiдними i негладкими у точцi 0 символами.

We prove the well solvability of a nonlocal multipoint, with respect to time, problem in
the case where the boundary condition involves pseudo-Bessel operators constructed by different
homogeneous and non-smooth at the origin characters, in the class of generalized functions of a
distribution type.

Багато прикладних задач моделюються
крайовими задачами для рiвнянь з частин-
ними похiдними з нелокальними умовами
(теорiя фiзики плазми, ядерних реакцiй, во-
логопереносу, коливання рiзних систем, по-
ширення електромагнiтних хвиль, демогра-
фiчнi дослiдження тощо). Такi задачi вини-
кають також при описi всiх коректних за-
дач для конкретного оператора, при побу-
довi загальної теорiї крайових задач. В [1-3]
вивчалися нелокальнi багатоточковi задачi
для рiвнянь з псевдодиференцiальними опе-
раторами та багатоточковi сингулярнi пара-
болiчнi задачi.

У працi [4] дослiджено властивостi опера-
тора A = F−1

Bν
[aFBν ], де FBν , F−1

Bν
– пряме та

обернене перетворення Бесселя, a – однорi-
дний, негладкий у точцi 0 символ (A в [4] на-
звано псевдо-Бесселевим оператором), вста-
новлено коректну розв’язнiсть задачi Кошi
для еволюцiйного рiвняння ∂u/∂t+Au = 0 з
початковою функцiєю, яка є елементом про-
стору узагальних функцiй типу розподiлiв
Соболєва-Шварца. В [5] аналогiчнi резуль-
тати отриманi у випадку задачi Кошi для
еволюцiйного рiвняння

∂u

∂t
+ f(A)u = 0, f(A) =

∞∑

k=1

ckA
k, (1)

де f(x) =
∞∑

k=1

ckx
k – функцiя, що задоволь-

няє певнi умови.
В.В. Городецьким та В.I. Мироником в

[6, 7] обґрунтовано зображення оператора
f(A) у виглядi F−1

Bν
[f(a)FBν ], дослiджено

структуру та властивостi фундаментально-
го розв’язку двоточкової задачi для рiвнян-
ня (1), доведено коректну розв’язнiсть за-
дачi у випадку, коли гранична функцiя є
узагальненою функцiєю скiнченного поряд-
ку. В [8] аналогiчнi результати встановленi
у випадку m-точкової за t задачi (m ≥ 2)
для рiвняння (1). В данiй роботi встанов-
лено розв’язнiсть нелокальної багатоточко-
вої за часом задачi для рiвняння (1) у ви-
падку, коли гранична умова мiстить псевдо-
Бесселевi оператори, побудованi за рiзними
однорiдними i негладкими у точцi 0 симво-
лами.

1. Попереднi вiдомостi та позначен-
ня. Нехай γ – фiксоване число з множини
(1, +∞) \ {2, 3, 4, . . . }, ν – фiксоване число
з множини {3/2, 5/2, 7/2, . . . }, p̃0 := 2ν + 1,
γ0 := 1 + [γ] + p̃0, M(x) := 1 + |x|, x ∈ R,

Φ =
{

ϕ ∈ C∞(R) : |Dk
xϕ(x)| ≤

≤ ck(1 + |x|)−(γ0+k), k ∈ Z+

}
,

Φ = lim
p→∞

pr Φp, де Φp, p ∈ Z+, – банахiв про-

144 Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 1-2.



стiр вiдносно норми

‖ϕ‖p := sup
x∈R

{
p∑

k=0

M(x)γ0+k−ε0|Dk
xϕ(x)|

}
,

ϕ ∈ Φ, p ∈ Z+,

де 0 < ε0 < 1 – фiксований параметр.
Символом

◦
Φ позначимо сукупнiсть усiх

парних функцiй з простору Φ з вiдповiд-
ною топологiєю. Цей простiр називатимемо
основним, а його елементи – основними фун-
кцiями.

У просторi
◦
Φ визначена операцiя узагаль-

неного зсуву аргументу T ξ
x , яка вiдповiдає

оператору Бесселя Bν = d2/dx2 + (2ν +
+1)x−1d/dx, ν > −1/2:

T ξ
xϕ(x) = bν

π∫

0

ϕ(
√

x2 + ξ2 − 2xξ cos ω)×

× sin2ν ωdω, ϕ ∈ ◦
Φ,

де bν = Γ(ν + 1)/(Γ(1/2)Γ(ν + 1/2)). Ця опе-
рацiя є нескiнченно диференцiйовною у про-
сторi

◦
Φ [9]. На функцiях з простору

◦
Φ визна-

чене перетворення Бесселя

FBν [ϕ](ξ) ≡ FB[ϕ](ξ) :=

∞∫

0

ϕ(x)jν(xξ)x2ν+1dx,

ϕ ∈ ◦
Φ,

де jν – нормована функцiя Бесселя. При
цьому FB[ϕ] – парна, обмежена, неперервна
на R функцiя. Наведемо ще деякi властиво-
стi функцiї FB[ϕ], встановленi в працi [9]: 1)
якщо ϕ ∈ ◦

Φ, то FB[ϕ] – нескiнченно дифе-
ренцiйовна на R \ {0} функцiя; 2) у функцiї
Dk

ξ FB[ϕ](ξ), ξ 6= 0, k ∈ N, iснують скiнченнi
одностороннi границi lim

ξ→±0
Dk

ξ FB[ϕ](ξ), фун-

кцiї D2k
ξ FB[ϕ](ξ), ξ 6= 0, k ∈ N, у точцi ξ = 0

мають усувний розрив; 3) функцiї з просто-
ру

◦
Ψ := FB[

◦
Φ] задовольняють умову: ∀s ∈

Z+ ∃cs > 0 : sup
ξ∈R\{0}

|ξsDs
ξψ(ξ)| ≤ cs, ψ ∈ ◦

Ψ;

4) ξsDs
ξFB[ϕ] ∈ L1(R), s ∈ Z+, для довiльної

функцiї ϕ ∈ ◦
Φ; 5) якщо |ξ| ≥ 1, то

∀{m, s} ⊂ Z+, m ≥ s, ∃cm > 0 ∃cs > 0 :

sup
ξ:|ξ|≥1

|ξmDs
ξFB[ϕ](ξ)| ≤ cmcs, ϕ ∈ ◦

Φ,

де cm ≤ c0B
mmm (cталi c0, B залежать ли-

ше вiд функцiї FB[ϕ]); 6) перетворення Бес-
селя взаємно однозначно i неперервно вiд-
ображає

◦
Φ на

◦
Ψ, при цьому F−1

B визначає-
ться формулою

F−1
B [ψ](x) = cν

∞∫

0

ψ(ξ)jν(xξ)ξ2ν+1dξ,

ψ ∈ ◦
Ψ, cν = (22νΓ2(ν + 1))−1.

У просторi
◦
Ψ вводиться структура

злiченно-нормованого простору за допомо-
гою системи норм [9]

‖ψ‖p := sup
ξ∈(0,∞)

{ p∑

k=0

ξ2k|D2k
ξ ψ(ξ)|

}
,

ψ ∈ ◦
Ψ, p ∈ Z+.

Символом (
◦
Φ)′ позначимо простiр усiх лi-

нiйних неперервних функцiоналiв, заданих
на

◦
Φ, зi слабкою збiжнiстю. Елементи з

(
◦
Φ)′ називатимемо узагальненими функцiя-
ми. Оскiльки в просторi

◦
Φ визначена опера-

цiя узагальненого зсуву аргументу, то згор-
тку узагальненої функцiї f ∈ (

◦
Φ)′ з основ-

ною функцiєю задамо формулою

(f ∗ ϕ)(x) = 〈fξ, T
ξ
xϕ(x)〉 ≡ 〈fξ, T

x
ξ ϕ(ξ)〉,

при цьому f ∗ϕ є нескiнченно диференцiйов-
ною на R функцiєю [10].

Нагадаємо, що F−1
B [ϕ] ∈ ◦

Φ, якщо ϕ ∈
FB[

◦
Φ]. Отже, перетворення Бесселя узагаль-

неної функцiї f ∈ (
◦
Φ)′ визначимо так:

〈FB[f ], ϕ〉 = 〈f, F−1
B [ϕ]〉, ∀ϕ ∈ ◦

Ψ.

Iз властивостей лiнiйностi та неперервно-
стi функцiоналу f та перетворення Бесселя
(прямого та оберненого) випливає лiнiйнiсть
i неперервнiсть функцiоналу FB[f ], визначе-
ного на просторi основних функцiй FB[

◦
Φ].
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Якщо f ∈ (
◦
Φ)′, f ∗ ϕ ∈ ◦

Φ, ∀ϕ ∈ ◦
Φ, та iз

спiввiдношення ϕj → 0 при j → ∞ за топо-
логiєю простору

◦
Φ випливає спiввiдношення

f ∗ϕj → 0 при j →∞ за топологiєю просто-
ру

◦
Φ, то функцiонал f називається згорту-

вачем у просторi
◦
Φ. Надалi клас усiх згорту-

вачiв у просторi
◦
Φ позначатимемо символом

(
◦
Φ∗)′. В [10] доведено, що якщо f ∈ (

◦
Φ∗)′, то

для довiльної функцiї ϕ ∈ ◦
Φ правильною є

формула FB[f ∗ϕ] = FB[f ] ·FB[ϕ], при цьому
FB[f ] – мультиплiкатор у просторi FB[

◦
Φ].

Нехай a: R→ [0, +∞) – неперервна, пар-
на на R функцiя, однорiдна порядку γ > 1,
тобто a(λx) = λγa(x), λ > 0, яка:
1) нескiнченно диференцiйовна при x 6= 0;
2) її похiднi задовольняють умову

∀k ∈ N∃ck > 0∀x ∈ R \ {0} :

|Dk
xa(x)| ≤ ck|x|γ−k;

3) iснують сталi c′0, c̃0 > 0, δ ≥ γ такi, що

c′|x|γ ≤ a(x) ≤ c̃0(1 + |x|δ), x ∈ R
(прикладом такої функцiї може служити
функцiя a(x) = |x|γ).

Видiлимо тут клас нескiнченно диферен-

цiйовних функцiй f(x) =
∞∑

k=1

ckx
k, x ∈ R,

за допомогою яких можна будувати псевдо-
Бесселевi оператори нескiнченного порядку
вигляду

f(A) :=
∞∑

k=1

ckA
k,

де A = F−1
B [aFb] – псевдо-Бесселевий опе-

ратор, побудований за функцiєю-символом
a. Вважатимемо, що оператор f(A) визначе-
ний коректно в просторi

◦
Φ, якщо для кожної

основної функцiї ϕ ∈ ◦
Φ ряд

(f(A)ϕ)(x) :=
∞∑

k=1

ck(A
kϕ)(x)

зображає деяку основну функцiю з просто-
ру

◦
Φ. Слiдуючи [6] припустимо, що функцiя

f допускає аналiтичне продовження у всю
комплексну площину i задовольняє умови:

а) ∃β0 > 0 ∀x ∈ R: f(x) ≥ β0|x|;
б) ∀k ∈ Z+ ∃pk > 0 ∃bk > 0 ∀x ∈ R:

|Dk
xf(x)| ≤ bk(1 + |x|)pk , p0 < [γ] · γ−1(ν +

+3/2 + [γ])−1 (p0 – стала з умови б));
в) ∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀z = x+ iy ∈ C: |f(z)| ≤

cε(1 + |x|)p0 exp{ε|y|1/[δ]}
(δ – стала з умови 3), [δ] – цiла частина числа
δ).

У працi [6] встановлено, що при виконан-
нi вказаних умов оператор f(A) визначений
коректно, є лiнiйним i неперервним у про-
сторi

◦
Φ, при цьому f(A) = F−1

Bν
[f(a)FBν ].

2. Основнi результати. Для еволюцiй-
ного рiвняння

∂u

∂t
+ f(A)u = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R+ ≡ Ω+,

(2)
де f(A) – оператор, побудований у п. 1, роз-
глянемо нелокальну багатоточкову за часом
задачу

µu(t, ·)|t=0 −
m∑

k=1

µkBku(t, ·)|t=tk = ϕ, ϕ ∈ ◦
Φ,

(3)
де m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0, ∞),
{t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] – фiксованi параметри,
t1 < t2 < . . . < tm ≤ T , B1, . . . , Bm-псевдо-
Бесселевi оператори, побудованi за функцi-
ями b1, . . . , bm вiдповiдно, якi задовольня-
ють наступнi умови: bk : R → [0, ∞), k ∈
{1, . . . , m}, – неперервнi, парнi на R фун-
кцiї, нескiнченно диференцiйовнi при x 6= 0,
однорiднi порядку βk > 1 вiдповiдно, β1 ≤
β2 ≤ . . . ≤ βm < γ (γ > 1 –порядок однорi-
дностi функцiї a) такi, що:
1
′) ∀k ∈ {1, . . . , m} ∀s ∈ N ∃dks > 0 ∀x ∈
R\{0}: |Ds

xbk(x)| ≤ dks|x|βk−s;
2
′) ∀k ∈ {1, . . . , m} ∃αk, α̃k > 0 ∀x ∈ R:

αk|x|βk ≤ bk(x) ≤ α̃k|x|βk .

Iз наведених обмежень випливає, що фун-
кцiї b1, . . . , bm є мультиплiкаторами в про-
сторi

◦
Φ, а B1, . . . , Bm – лiнiйнi неперервнi

оператори в цьому просторi. Вважаємо та-
кож, що

µ > Λ
m∑

k=1

µk,
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Λ = max{1, L1, . . . , Lm, α̃1, . . . , α̃m},

Lk =
α̃k

β0c
′
otk

, k ∈ {1, . . . , m},

де c
′
o – стала з умови 3) п.1, а β0 – стала з

умови а) п.1.
Класичний розв’язок u ∈ C1((0, T ],

◦
Φ)

задачi (2), (3) шукаємо за допомогою пере-
творення Бесселя. У образах цього перетво-
рення вказана задача набуває вигляду

∂v(t, σ)

dt
+ f(a(σ))v(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ Ω,

(4)

µv(t, σ)|t=0 −
m∑

k=1

µkbk(σ)v(t, σ)|t=tk = ϕ̃(σ),

σ ∈ R, (5)

де v(t, σ) = FB[u(t, x)](σ), ϕ̃(σ) = FB[ϕ](σ).
Загальний розв’язок рiвняння (4) має ви-
гляд

υ(t, σ) = c exp{−tf(a(σ))}, (t, σ) ∈ Ω,

де c знаходимо з умови (5):

c = ϕ̃(σ)

(
µ−

m∑

k=1

µkbk(σ) exp{−tkf(a(σ))}
)−1

,

σ ∈ R.

Отже,

v(t, σ) = ϕ̃(σ) exp{−tf(a(σ))}×

×
(

µ−
m∑

k=1

µkbk(σ) exp{−tkf(a(σ))}
)−1

.

Тодi розв’язок задачi (2), (3) має вигляд:

u(t, x) = cν

∞∫

0

v(t, σ)jν(σx)σ2ν+1dσ, (t, x) ∈ Ω.

Якщо ввести позначення G(t, x) :=
F−1

B [Q(t, σ)](x), де

Q(t, σ) = exp{−tf(a(σ))}×

×
(

µ−
m∑

k=1

µkbk(σ) exp{−tkf(a(σ))}
)−1

,

то, як i в [8], для розв’язку задачi (2), (3)
дiстаємо наступне зображення:

u(t, x) =

∞∫

0

T ξ
xG(t, x)ϕ(ξ)ξ2ν+1dξ =

= G(t, x) ∗ ϕ(x), (t, x) ∈ Ω.

Зауважимо, що iз обмежень на функцiї
a, f , b1, . . . , bm випливають нерiвностi: якщо
σ ≥ 1, то

bk(σ) exp{−tkf(a(σ))} ≤ bk(σ)

β0tka(σ)
≤

≤ αk|σ|γ
β0tkc

′
0|σ|γ

=
α̃k

β0tkc
′
0

≡ Lk ≤ Λ,

k ∈ {1, . . . , m};
якщо 0 < σ < 1, то

bk(σ) exp{−tkf(a(σ))} ≤ bk(σ) ≤
≤ α̃k|σ|βk ≤ α̃k ≤ Λ.

Отже,

µ−
m∑

k=1

µkbk(σ) exp{−tkf(a(σ))} >

> µ− Λ
m∑

k=1

µk > 0, σ ∈ (0, ∞].

У точцi σ = 0 маємо

µ−
m∑

k=1

µkbk(0)e−tkf(a(0)) = µ > 0.

Тодi
(

µ−
m∑

k=1

µkbk(σ) exp{−tkf(a(σ))}
)−1

> 0,

σ ∈ [0, +∞),

при цьому

µ−
m∑

k=1

µkbk(σ)e−tkf(a(σ)) =

= µ

(
1− 1

µ

m∑

k=1

µkbk(σ)e−tkf(a(σ))

)
,

1

µ

m∑

k=1

µkbk(σ)e−tkf(a(σ)) ≤ Λ

µ

m∑

k=1

µk < 1, σ ≥ 0.
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Скориставшись останньою нерiвнiстю та по-
лiномiальною формулою знайдемо, що

(
µ−

m∑

k=1

µkbk(σ)e−tkf(a(σ))

)−1

=

=
1

µ

∞∑
r=0

µ−r

(
m∑

k=1

µkbk(σ)e−tkf(a(σ))

)r

=

=
∞∑

r=0

µ−(r+1)
∑

r1+...+rm=r

r!

r1! . . . rm!
×

× (
µ1b1(σ)e−t1f(a(σ))

)r1 × . . .×
× (

µmbm(σ)e−tmf(a(σ))
)rm

=

=
∞∑

r=0

µ−(r+1)
∑

r1+...+rm=r

r!µr1
1 . . . µrm

m

r1! . . . rm!
×

×br1
1 (σ) . . . brm

m (σ)e−(t1r1+...+tmrm)f(σ).

Звiдси дiстаємо наступне зображення для
функцiї G:

G(t, x) =
∞∑

r=0

1

µr+1
×

×
∑

r1+...+rm=r

r!µr1
1 . . . µrm

m

r1! . . . rm!
G̃(λ + t, x), (51)

де

G̃(λ + t, x) = cν

∞∫

0

br1
1 (σ) . . . brm

m (σ)×

×e−(λ+t)f(a(σ))jν(xσ)σ2ν+1dσ, (52)

λ := t1r1 + . . . + tmrm, G̃(t, x) – фундамен-
тальний розв’язок задачi Кошi для рiвняння
(2), для якого правильними є оцiнки, отри-
манi в [5]:

|Ds
xG̃(t, x)| ≤ αst

−ωs/γ(1 + |x|)−(s+γ0),

t ∈ (0, 1], x ∈ R, s ∈ N.

Скориставшись властивостями функцiй f ,
a, b1, . . . , bm встановлюємо, що G(t, x) є
неперервно диференцiйовною на промiжку
(0, T ] функцiєю (при фiксованому x ∈ R) i
нескiнченно диференцiйовною по аргументу
x (при фiксованому t ∈ (0, T ]).

Оцiнки функцiї G та її похiдних по ар-
гументу x (з видiленою при цьому залежнi-
стю вiд параметра t) даються в наступному
твердженнi.

Лема 1. Для функцiї G та її похiдних
(по x) правильними є оцiнки

|Ds
xG(t, x)| ≤ cst

−(s+q)/γ(1 + |x|)−(γ0+s),

t ∈ (0, T ∗], (6)

T ∗ = min{1, T}, x ∈ R, s ∈ Z+, γ0 = 2ν+2+[γ],

q = ωα + (γ + ωα)α− [γ], α = ν + 3/2 + [γ],

стала cs > 0 не залежить вiд t.
Доведення. Передусiм розглянемо ви-

падок s = 0 i використаємо методику оцi-
нювання фундаментального розв’язку зада-
чi Кошi для рiвняння (2), розвинену в пра-
цi [5]. Отже, врахувавши вигляд нормованої
функцiї Бесселя jν , подамо G(t, x), x 6= 0, у
виглядi

G(t, x) = Λ1(t, x) + Λ2(t, x),

де

Λ1(t, x) = cn

n∑
j=0

dj

xn+j+1
J1,j(t, x), n = ν−1/2,

J1,j(t, x) =

∞∫

0

Q1(t, σ)Q2(σ)σn−j+1×

× sin(xσ − nπ

2
)dσ,

Λ2(t, x) = cn

n−1∑
j=1

d̃j

xn+j+1
J2,j(t, x),

J2,j(t, x) =

∞∫

0

Q1(t, σ)Q2(σ)σn−j+1×

× cos(xσ − nπ

2
)dσ,

Q1(t, σ) = e−tf(a(σ)),

Q2(σ) =

(
µ−

m∑

k=1

µkbk(σ)e−tkf(a(σ))

)−1

.

Оцiнимо J1,j(t, x). Для цього iнтеграл
J1,j(t, x), x 6= 0, зiнтегруємо частинами mj
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разiв, де mj = n − j + 2 + [γ], 0 ≤ j ≤ n, i
подамо цей iнтеграл у наступному виглядi

J1,j(t, x) =
(−1)mj

xmj
×

× lim
ε→+0

[ +∞∫

ε

Dmj
σ (Q1(t, σ)Q2(σ)σn−j+1)×

× sin(xσ − nπ

2
+ mj

π

2
)dσ + Φ(ε, x)

]
, x 6= 0.

(7)
Врахувавши формулу Лейбнiца диферен-

цiювання добутку двох функцiй знайдемо,
що

Dmj
σ (Q1(t, σ)Q2(σ)σn−j+1) =

=

mj∑

l=0

C l
mj

Dl
σ(Q1(t, σ)σn−j+1)Dmj−l

σ Q2(σ) =

=

n−j+1∑

l=0

C l
mj

Dl
σ(Q1(t, σ)σn−j+1)Dmj−l

σ Q2(σ).

Оцiнимо |Dmj−l
σ Q2(σ)|. Для цього заува-

жимо, що

D1
σQ2(σ) = Q2

2(σ)
m∑

k=1

µk(b
′
k(σ)− tkbk(σ)×

×f
′
(a(σ)))e−tkf(a(σ)) = −Q2

2(σ)D1
σR(σ),

де

R(σ) = µ−
m∑

k=1

µkbk(σ)e−tkf(a(σ)).

Отже, для l ∈ Z+

Dl
σD

1
σQ2(σ) = −Dl

σ(Q2
2(σ)D1

σR(σ)) =

= −
l∑

s=0

C l
sD

s
σQ

2
2(σ) ·Dl+1−s

σ R(σ).

Оскiльки Q2
2(σ) = R−2(σ), то для обчислен-

ня i оцiнки похiдної Ds
σQ

2
2(σ) скористаємося

формулою Фаа де Бруно диференцiювання
складної функцiї

Ds
σF (g(σ)) =

s∑
m=1

dm

dgm
F (g)×

×
∑

m1+...+ml=m
m1+2m2+...+lml=s

s!

m1! . . . ml!

(
D1

σg(σ)
)m1 ×

×
(

1

2!
D2

σg(σ)

)m2

. . .

(
1

l!
Dl

σg(σ)

)ml

.

У цiй формулi покладемо F = g−2, g = R.
Тодi

|Ds
σQ

2
2(σ)| =

∣∣∣∣
s∑

j=1

dj

dRj
R−2×

×
∑

j1+...+jν=j
j1+2j2+...+νjν=s

s!

j1! . . . jν !
× (D1

σR(σ))j1×

×
(

1

2!
D2

σR(σ)

)j2

. . .

(
1

ν!
Dν

σR(σ)

)jν
∣∣∣∣.

Далi, скориставшись умовою 1
′
), яку задо-

вольняють функцiї b1, . . . , bm, нерiвнiстю

1

|R2+j(σ)| ≤
(

µ− Λ
m∑

k=1

µk

)−(2+j)

≡ β̃j

та нерiвностями з [8]:

|Ds
σQ1(t, σ)| ≤ cst

se−β0t|σ|γ |σ|ωs−s,

s ∈ N, (t, σ) ∈ Ω, (8)

де β0 > 0, cs > 0 – сталi, не залежнi вiд t,
ωs визначається умовою з леми 1 працi [8],
безпосередньо встановлюємо, що

|Ds
σQ

2
2(σ)| ≤ δs|σ|γ−s, |σ| < 1, σ 6= 0,

|Ds
σQ

2
2(σ)| ≤ δ̃s|σ|(γ+ωs−1)s, |σ| ≥ 1.

Урахувавши формулу Лейбнiца диференцi-
ювання добутку двох функцiй дiстанемо, що

|Dl
σ(Q1(t, σ)σn−j+1)| =

=

∣∣∣∣
l∑

s=0

C l
sD

s
σQ1(t, σ)Dl−s

σ σn−j+1

∣∣∣∣ ≤

≤ |Dl
σQ1(t, σ)|σn−j+1 + l(n− j + 1)×
×|Dl−1

σ Q1(t, σ)|σn−j + . . . +

+(n− j + 1− l)|Q1(t, σ)|σn−j+1−l,

σ > 0, 1 ≤ l ≤ n− j + 1, t ∈ (0, T ∗]. (9)

При оцiнцi доданкiв у сумi (9) знову скори-
стаємося нерiвностями (8):

|Dl
σ(Q1(t, σ)σn−j+1)| ≤

≤ c̃lσ
n−j+1+γ−l + c̃σn−j+1−l.
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Якщо |σ| < 1, σ 6= 0, то

χ(σ) := |Dmj
σ (Q1(t, σ)Q2(σ)σn−j+1)| ≤

≤ |Q1(t, σ)σn−j+1| · |Dmj
σ Q2(σ)|+

+

n−j+1∑

l=1

C l
mj
|Dl

σ(Q1(t, σ)σn−j+1)|×

×|Dmj−l
σ Q2(σ)| ≤ c(σα + σα̃ + σ

˜̃α),

де

α = n−j+1+γ−mj = −1+γ− [γ] = {γ}−1,

α̃ = n−j+1+γ−l+γ−mj+l = γ+{γ}−1 > 0,

˜̃α = n− j + 1− l + γ −mj + l = {γ} − 1,

mj = n− j + 2 + [γ].

Оскiльки 0 < 1 − {γ} < 1, то функцiя
σα + σα̃ + σ

˜̃α iнтегровна в околi нуля. Отже,
iнтегровною в околi нуля є функцiя χ(σ). Iз
наведених вище мiркувань випливає також,
що lim

ε→+0
Φ(ε, x) = 0 для кожного x 6= 0, де

Φ(ε, x) – функцiя з формули (7).
Випадок σ ≥ 1 розглядається анало-

гiчно, при цьому у вiдповiдних оцiнках
функцiї Q1(t, σ) слiд зберiгати множник
exp{−β0t|σ|γ} (див.(8)), який забезпечує iн-
тегровнiсть функцiї χ(σ) на нескiнченностi.
З (9), з урахуванням (8), дiстаємо нерiвнiсть

|Dl
σ(Q1(t, σ)σn−j+1)| ≤ cσn−j+1−l+ωle−β0t|σ|γ ,

з якої випливає оцiнка функцiї χ(σ):

χ(σ) ≤ cσn−j+1+ωmj +(γ+ωmj )mj−mje−β0t|σ|γ ≤
≤ cσωα+(γ+ωα)α−[γ]−1e−β0tσγ

,

α = ν + 3/2 + [γ], σ ≥ 1.

Зазначимо також, що на нескiнченностi
позаiнтегральнi вирази у формулi (7) пе-
ретворюються в нуль за рахунок функцiї
exp{−β0tσ

γ}, яку всi вони мiстять як мно-
жник. При цьому

∞∫

1

χ(σ)dσ ≤ c

∞∫

0

σpαe−β0tσγ

dσ
t1/γσ=z

=

= ct−(p2+1)/γ

∞∫

0

zpαe−β0zγ

dz =

= c1t
−(pα+1)/γ, pα = ωα + (γ + ωα)α− [γ]− 1.

Оскiльки t ∈ (0, T ∗], то з отриманих резуль-
татiв випливає оцiнка

|J1,j(t, x)| ≤ L̃jt
−(pα+1)/γ

|x|n−j+2+[γ]
, x 6= 0.

Тодi

|Λ1(t, x)| ≤ cnt−(pα+1)/γ

n∑
j=0

djL̃j|x|−(n+j+1)×

×|x|−(n−j+2+[γ]) =

= c̃nt
−(pα+1)/γ|x|−(2ν+2+[γ]), x 6= 0.

Аналогiчно оцiнюємо |Λ2(t, x)|, x 6= 0. У ре-
зультатi прийдемо до наступної нерiвностi:

|G(t, x)| ≤ ct−(pα+1)/γ|x|−γ0 ,

x 6= 0, γ0 = 2ν + 2 + [γ].

З iншого боку,

|G(t, x)| ≤ c̃

∞∫

0

e−tf(a(σ))σ2ν+1dσ
σ=t−1/γy

=

= c̃t−(2ν+2)/γ ×
∞∫

0

e−tf(t−1a(y))y2ν+1dy ≤

≤ c̃t−(2ν+2)/γ

∞∫

0

e−β0a(y)y2ν+1dy = ˜̃ct−(2ν+2)/γ.

Оскiльки pα + 1 ≥ 2ν + 2, то звiдси дiстає-
мо, що у кожнiй точцi x ∈ R справджується
нерiвнiсть

|G(t, x)| ≤ ct−q/γ(1 + |x|)−γ0 , t ∈ (0, T ∗],

що й потрiбно було довести.
У випадку s ∈ N маємо, що

Ds
xG(t, x) = Ds

xΨ1(t, x) + Ds
xΨ2(t, x),

де

Ds
xΨ1(t, x) = cn

n∑
j=0

dj

∞∫

0

Q̃j(t, σ)×

×Ds
x

(
x−(n+j+1) sin(xσ − nπ

2
)

)
dσ,
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Ds
xΨ2(t, x) = cn

n−1∑
j=1

d̃j

∞∫

0

Q̃j(t, σ)×

×Ds
x

(
x−(n+j+1) cos(xσ − nπ

2
)

)
dσ,

Q̃j(t, σ) := Q1(t, σ)Q2(σ)σn−j+1.

Скориставшись формулою диференцiюван-
ня добутку двох функцiй знайдемо, що

Ds
xΨ1(t, x) = cn

n∑
j=0

dj

s∑

l=0

C l
sαlx

−(n+j+1+l)×

×
∞∫

0

Q1(t, σ)Q2(σ)σn−j+1+s−l×

× sin

(
xσ − nπ

2
+ (s− l)

π

2

)
dσ ≡

≡ cn

n∑
j=0

dj

s∑

l=0

C l
sαlx

−(n+j+1+l)Γ1(t, x),

де αl = (−1)l(n + j + 1) . . . (n + j + 1 + l),

Γ1(t, x) =

∞∫

0

Q1(t, σ)Q2(σ)σn−j+1+s−l×

× sin

(
xσ − nπ

2
+ (s− l)

π

2

)
dσ.

Оцiнка функцiї Γ1 здiйснюється за схе-
мою, наведеною вище. У результатi для
|Ds

xΨ1(t, x)| отримаємо оцiнку вигляду (6).
Такi ж оцiнки отримуються для фун-
кцiї |Ds

xΨ2(t, x)|, а, отже, i для функцiї
|Ds

xG(t, x)|.
Лема доведена.
Зауваження 1. Iз оцiнок (6) похiдних

функцiї G випливає, що при кожному t ∈
(0, T ] функцiя G, як функцiя аргументу x,
є елементом простору

◦
Φ.

Лема 2. Правильними є наступнi твер-
дження.

1) Функцiя G(t, ·), t ∈ (0, T ], як абстра-
ктна функцiя параметра t iз значеннями в
просторi

◦
Φ, диференцiйовна по t.

2) ∂
∂t

(f ∗G(t, ·)) = f ∗ ∂G(t, ·)
∂t

, ∀f ∈ (
◦
Φ)

′.

3) У просторi (
◦
Φ)

′ справджуються гра-
ничнi спiввiдношення:

а) µ lim
t→+0

G(t, ·)−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

BkG(t, ·) = δ;

б) µ lim
t→+0

ω(t, ·)−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

Bkω(t, ·) = g,

де

ω(t, x) = g ∗G(t, x), g ∈ (
◦
Φ∗)

′
, (t, x) ∈ Ω.

4) Функцiя G(t, ·) задовольняє рiвняння
(2).

Доведення тверджень леми 1 аналогiчнi
доведенням тверджень 1, 2, 3.б), 3.в), 4 леми
2 працi [8].

На пiдставi наведених вище властиво-
стей функцiю G називатимемо фундамен-
тальним розв’язком багатоточкової задачi
для рiвняння (2) з псевдодиференцiальними
умовами.

Iз твердження 3.б) леми 2 випливає, що
для рiвняння (2) m-точкову за часом задачу
з псевдодиференцiальними умовами можна
ставити так. Для (2) розглянемо задачу

µu(t, ·)|t=0 −
m∑

k=1

µkBku(t, ·)|t=tk = g, (10)

де g ∈ (
◦
Φ∗)

′ , параметри µ, µ1, . . . , µm за-
довольняють умови, сформульованi ранiше.
Пiд розв’язком задачi (2), (10) розумiтиме-
мо функцiю u ∈ C1((0, T ],

◦
Φ), яка задоволь-

няє рiвняння (2) у звичайному розумiннi та
граничну умову (10) у тому сенсi, що

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

Bku(t, ·) = g,

де границi розглядаються в просторi (
◦
Φ)

′ .
З тверджень леми 2 випливає наступна
Теорема. m-точкова задача (2), (10) є

розв’язною; розв’язок зображається у ви-
глядi

u(t, x) = g ∗G(t, x), (t, x) ∈ Ω,

де G – фундаментальний розв’язок багато-
точкової задачi, при цьому u(t, ·) ∈ ◦

Φ при
кожному t ∈ (0, T ].
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