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ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß ÒÈÏÓ ÃÀÓÑÑÀ-ÂÅÉ�ÐØÒÐÀÑÑÀ ÔÎÐÌÀËÜÍÈÕ
ÐßÄIÂ ÔÓÐ'�-ËÀÃÅÐÐÀ

Äîñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹-Ëàãåððà, ïðîñóìîâàíèõ ìåòîäàìè
òèïó Ãàóññà-Âåé¹ðøòðàññà.

The properties of formal Fourier-Laguerre series are studied. These series are summed with
the help of Gauss-Weierstrass methods.

Ïðè äîñëiäæåííi áàãàòüîõ çàäà÷ àíà-
ëiçó òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè âèíèêàþòü
äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíi ðiâíÿííÿ ç íå-
âiä'¹ìíèì ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì A â
ïåâíîìó ñåïàðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðî-
ñòîði H, ñïåêòð ÿêîãî ¹ ñóòî äèñêðåòíèì.
Îïåðàòîð A áóäó¹òüñÿ çà îðòîíîðìîâàíèì
áàçèñîì {ek, k ≥ 1} ïðîñòîðó H òàê, ùî
âåêòîðè ek, k ∈ N, ¹ éîãî âëàñíèìè âåêòî-
ðàìè, à âëàñíi ÷èñëà ìàþòü íàïåðåä çà-
äàíi âëàñòèâîñòi. Ïðè öüîìó ïîçèòèâíi òà
íåãàòèâíi ïðîñòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü îïå-
ðàòîðó A, òà ïðîñòið H âêëàäàþòüñÿ â
ïðîñòið ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹ (Ôóð'¹-
Åðìiòà, Ôóð'¹-Ëàãåððà, Ôóð'¹-ßêîái òà ií.)

âèãëÿäó
∞∑

k=1

ckek, ÿêi îòîòîæíþþòüñÿ ç ëi-

íiéíèìè íåïåðåðâíèìè ôóíêöiîíàëàìè íàä
ïðîñòîðîì îñíîâíèõ åëåìåíòiâ

Φ = lim
m→∞

ind Φm,

Φm = {ϕ ∈ H |ϕ =
m∑

k=1

bkek,

bk ∈ C, m ∈ N}.
Ðîçãëÿäóâàíi ïèòàííÿ òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç ñó-
ìóâàííÿì âêàçàíèõ ðÿäiâ ðiçíèìè ìåòîäà-
ìè (Àáåëÿ-Ïóàññîíà, Ãàóññà-Âåé¹ðøòðàññà
òà ií.), îñêiëüêè ðîçâ'ÿçêè âêàçàíèõ äèôå-
ðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü ïîäàþòüñÿ
ó âèãëÿäi ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ôóð'¹, ïðîñó-
ìîâàíèõ ïåâíèìè ìåòîäàìè. Òóò ðîçãëÿäà-
þòüñÿ ôîðìàëüíi ðÿäè Ôóð'¹-Ëàãåððà, ÿêi

âiäïîâiäàþòü íåâiä'¹ìíîìó ñàìîñïðÿæåíîìó
îïåðàòîðó â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H =
L2((0, +∞)), ñïåêòð ÿêîãî ¹ äèñêðåòíèì i
ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ çíà÷åíü λn = 4n + 1,
n ∈ Z+, ç ¹äèíîþ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ â íå-
ñêií÷åííîñòi; äîâåäåíî, ùî ïðîñòîðè òèïó
S

β/2
β/2 , β ≥ 1, çáiãàþòüñÿ ç êëàñàìè Æåâ-

ðå ïîðÿäêó β öüîãî îïåðàòîðà. Äîñëiäæóþ-
òüñÿ âëàñòèâîñòi ïåðåòâîðåíü òèïó Ãàóññà-
Âåé¹ðøòðàññà òàêèõ ðÿäiâ òà ¨õíiõ ÿäåð.

1. Ïðîñòîðè îñíîâíèõ òà óçàãàëüíå-
íèõ ôóíêöié. Íåõàé H = L2((0,∞)). Îð-
òîíîðìîâàíèé áàçèñ ó öüîìó ïðîñòîði óòâî-
ðþþòü ôóíêöi¨ Ëàãåððà

ln,α(x) = e−x/2L̂n,α(x),

x ∈ (0,∞), n ∈ Z+,

äå L̂n,α � îðòîíîðìîâàíi ìíîãî÷ëåíè Ëàãåð-
ðà, ïîáóäîâàíi çà âàãîâîþ ôóíêöi¹þ hα(x) =
xαe−x, x ∈ (0, +∞), α > −1 (α � ôiêñîâàíèé
ïàðàìåòð),

L̂n,α(x) =
(−1)nxαex

√
n!Γ(n + α + 1)

(xα+ne−x)(n),

n ∈ Z+, x ∈ (0,∞), α > −1.

Ïðîñòið Φ ó äàíîìó âèïàäêó ñêëàäà¹òüñÿ ç
ôóíêöié âèãëÿäó

ϕ(x) =
m∑

k=0

ck,ϕlk(x),

ck,ϕ ∈ C, x ∈ (0,∞), m ∈ Z+.
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Äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ L̂n,α âiäîìi òàêi ðåêóðåíòíi
ñïiââiäíîøåííÿ [1]:

√
(n + 1)(n + α + 1)L̂n+1,α(x)−
−(x− 2n− α− 1)L̂n,α(x)+

+
√

n(n + α)L̂n−1,α(x) = 0. (1)

Äîìíîæèâøè (1) íà exp(−x/2), äiñòàíå-
ìî, ùî

xln,α(x) =
√

(n + 1)(n + α + 1)ln+1,α(x)+

+
√

n(n + α)ln−1,α(x) + (2n + 1 + α)ln,α(x).

Çâiäñè âæå âèïëèâà¹, ùî îïåðàöiÿ Φ 3 ϕ 7→
xϕ ∈ Φ âèçíà÷åíà é íåïåðåðâíà â ïðîñòîði
Φ.

Ó ïðîñòîði Φ âèçíà÷åíà òà íåïåðåðâíà òà-
êîæ îïåðàöiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ. Öÿ âëàñòè-
âiñòü âèïëèâà¹ iç ñïiââiäíîøåíü [1]:

L̂n,α = L0,α + L1,α + ... + Ln−1,α,

äå Lk,α � ñòàíäàðòèçîâàíèé ìíîãî÷ëåí Ëà-
ãåððà, òîáòî Lk,α = (−1)k(Γ(k+α+1)/k!)1/2 ·
L̂k,α. Âðàõóâàâøè òåïåð çâ'ÿçîê ìiæ ìíîãî-
÷ëåíàìè Lk,α i L̂k,α, à òàêîæ âèãëÿä ôóíêöié
Ëàãåððà, äiñòà¹ìî ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. Îò-
æå, åëåìåíòè ïðîñòîðó Φ ¹ íåñêií÷åííî äè-
ôåðåíöiéîâàíèìè íà (0,∞) ôóíêöiÿìè.

Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè ìíîãî÷ëåíè
L̂n,−1/2, ÿêi áóäóþòüñÿ çà âàãîâîþ ôóíêöi¹þ
h−1/2(x) = x−1/2e−x, x ∈ (0,∞). Âiäïîâiäíi
ôóíêöi¨ Ëàãåððà ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì
ln, n ∈ Z+, òîáòî ln(x) = e−x/2L̂n,−1/2(x). Âi-
äîìî, ùî îðòîíîðìîâàíi ìíîãî÷ëåíè Ëàãåð-
ðà L̂n,−1/2 çîáðàæàþòüñÿ ÷åðåç îðòîíîðìîâà-
íi ìíîãî÷ëåíè Åðìiòà Ĥ2n òàê [1]:

L̂n,−1/2(x) =
π1/4

2n

√
(2n)!

n!Γ(n + 1/2)
Ĥ2n(

√
x),

x ∈ [0,∞), n ∈ Z+.

Îñêiëüêè Γ(n + 1/2) = (2n)!2−2n(n!)−1
√

π,
n ∈ Z+, òî ëåãêî ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî

π1/42−n((2n)!)1/2(n!Γ(n + 1/2))−1/2 = 1,

n ∈ Z+.

Îòæå, çâiäñè äiñòà¹ìî òàêå ñïiââiäíîøåííÿ:
ln(x2) = h2n(x), n ∈ Z+, x ∈ [0, +∞).

Ó ïðîñòîði Φ′ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöiîíàëiâ íà Φ çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ çà çà-
ãàëüíîþ ñõåìîþ (äèâ. [2]) ïîáóäó¹ìî îïåðà-
òîð Â çà ôóíêöi¹þ G(x) = 4x+1, x ∈ [0,∞).
Çâóæåííÿ îïåðàòîðà Â íà L2((0,∞)) ïîçíà-
÷èìî ñèìâîëîì A. Òîäi ôóíêöi¨ ln, n ∈ Z+, ¹
âëàñíèìè äëÿ îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäàþòü
âëàñíèì çíà÷åííÿì λn = 4n+1, n ∈ Z+. Êî-
æíå âëàñíå çíà÷åííÿ λn, n ∈ Z+, ¹ ïðîñòèì.

ßê âèïëèâà¹ iç çàãàëüíî¨ òåîði¨ íåâiä'-
¹ìíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ ó ãiëüáåð-
òîâîìó ïðîñòîði, ïðîñòîðè H∞(A), G{β}(A),
(H∞(A))′, (G{β}(A)), β > 0 (îçíà÷åííÿ öèõ
ïðîñòîðiâ äèâ. ó [2]), ïîáóäîâàíi çà äàíèì
îïåðàòîðîì A, ç òî÷êè çîðó ïîâåäiíêè êîåôi-
öi¹íòiâ Ôóð'¹-Ëàãåððà ¨õíiõ åëåìåíòiâ îïè-
ñóþòüñÿ òàê [2]:

à) (f ∈ H∞(A)) ⇔ (∀α > 0 ∃ c = cα > 0 :
|ck(f)| ≤ c(4k + 1)−α, k ∈ Z+);

á) (f ∈ (H∞(A))′) ⇔ (∃α > 0 ∃ c > 0 :
|ck(f)| ≤ c(4k + 1)α, k ∈ Z+);

â) (f ∈ G{β}(A)) ⇔ (∃α > 0 ∃ c > 0 :

|ck(f)| ≤ c exp{−α(4k + 1)1/β, k ∈ Z+);
ã) (f ∈ (G{β}(A))′) ⇔ (∀α > 0 ∃ c = cα >

0 : |ck(f)| ≤ c exp{α(4k + 1)1/β}, k ∈ Z+)
(òóò ck(f) =< f, lk >, k ∈ Z+).

Ñèìâîëîì Sβ,+
β,+ , β ≥ 1/2, β � ôiêñîâàíå,

ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü ôóíêöié ψ : (0,∞) →
R òàêèõ, ùî âiäïîâiäíî äî ôóíêöi¨ ϕ : R →
R, ϕ(x) := ψ(x2), x ∈ R, ¹ åëåìåíòàìè ïðî-
ñòîðó Sβ

β :

Sβ
β := {ϕ ∈ S | ∃ c > 0 A > 0 ∃B > 0

∀ {k, m} ⊂ Z+ ∀x ∈ R :

|xkϕ(m)(x)| ≤ cAkBmkkβmmβ}.
Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ ϕ ¹ ïàðíîþ. Çðîçóìiëî,
ùî ìíîæèíó Sβ,+

β,+ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ñó-
êóïíiñòü óñiõ ôóíêöié ψ(x) = ϕ(

√
x), x ∈

[0,∞), äå ϕ � ïàðíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó
Sβ

β , çâóæåíà íà ïiââiñü (0,∞). Íàïðèêëàä,
ôóíêöi¨ Ëàãåððà ln, n ∈ Z+, ¹ åëåìåíòàìè
ìíîæèíè S

1/2,+
1/2,+ , îñêiëüêè ln(x2) = h2n(x),

x ∈ R, n ∈ Z+, äå h2n � ôóíêöi¨ Åðìi-
òà, ÿêi íàëåæàòü äî ïðîñòîðó S

1/2
1/2 . Çîêðåìà,
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e−x ∈ S
1/2,+
1/2,+ , îñêiëüêè e−x2 ∈ S

1/2
1/2 . Î÷åâèäíî,

ùî Sβ,+
β,+ óòâîðþ¹ ëiíiéíèé ïðîñòið âiäíîñíî

çâè÷àéíèõ îïåðàöié. Çáiæíiñòü â Sβ,+
β,+ âèçíà-

÷èìî òàê: ïîñëiäîâíiñòü {ψν , ν ≥ 1} ⊂ Sβ,+
β,+

çáiãà¹òüñÿ â Sβ,+
β,+ äî ôóíêöi¨ ψ ∈ Sβ,+

β,+ , ÿêùî
ϕν → ϕ ïðè ν → ∞ ó ïðîñòîði Sβ

β , äå
ϕν(x) := ψν(x

2), ϕ(x) := ψ(x2), x ∈ R, ν ∈ N.
Íàãàäà¹ìî ùå, ùî íåîáõiäíîþ é äîñòàòíüîþ
óìîâîþ íàëåæíîñòi ôóíêöi¨ ϕ äî ïðîñòîðó
Sβ

β ó òåðìiíàõ ¨¨ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹-Åðìiòà
¹ óìîâà [2]:

∃µ > 0 ∃ c > 0 ∀ k ∈ Z+ :

|ck| ≤ c exp{−µ(2k + 1)1/β}. (2)

Òåîðåìà 1. Ïðè β ≥ 1 ïðàâèëüíîþ ¹ òî-
ïîëîãi÷íà ðiâíiñòü

G{β}(A) = S
β/2,+
β/2,+ .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ψ ∈ S
β/2,+
β/2,+ . Òîäi

ψ(x) = ϕ(
√

x) =
∞∑

k=0

ckhk(
√

x), x > 0,

ïðè÷îìó, îñêiëüêè ϕ � ïàðíà ôóíêöiÿ, òî

ck(ϕ) =

{
a2m(ϕ), k = 2m,

0, k = 2m + 1, m ∈ Z+,

äå

a2m(ϕ) = (ϕ, h2m) =

∫

R

ϕ(x)h2m(x)dx.

Âðàõóâàâøè ñïiââiäíîøåííÿ

ln(x) = h2n(
√

x), x > 0, n ∈ Z+,

äiñòà¹ìî, ùî

ψ(x) =
∞∑

m=0

a2mh2m(
√

x) =
∞∑

m=0

a2mlm(x),

x > 0,

ïðè÷îìó |a2m| ≤ x exp{−µ(4m + 1)1/β}, m ∈
Z+. Îòæå, ψ ∈ G{β}(A), òîáòî S

β/2,+
β/2,+ ⊆

G{β}(A).

Íàâïàêè, ÿêùî ψ ∈ G{β}(A), òî ψ(x) =
∞∑

m=0

cmlm(x), x > 0, ïðè÷îìó

∃µ > 0 ∃ c > 0 ∀m ∈ Z+ :

|cm| ≤ c exp{−µ(4m + 1)1/β}.
Òîäi, âðàõóâàâøè ñïiââiäíîøåííÿ lm(x) =
h2m(

√
x), m ∈ Z+, x > 0, îäåðæèìî ðîçêëàä:

ψ(x) =
∞∑

m=0

cmh2m(
√

x), x > 0.

Íåõàé ϕ(x) := ψ(x2), àáî æ ϕ(
√

x) = ψ(x).
Òîäi

ϕ(x) =
∞∑

m=0

cmh2m(x), x ∈ R.

Îòæå, ôóíêöiÿ ϕ ïàðíà, ïðè÷îìó cm = b2m,
m ∈ Z+, äå b2m = (ϕ, h2m), m ∈ Z+. Òàêèì

÷èíîì, ϕ(x) =
∞∑

m=0

b2mh2m(x), à äëÿ êîåôiöi-

¹íòiâ b2m, m ∈ Z+, Ôóð'¹-Åðìiòà ôóíêöi¨ ϕ
ïðàâèëüíèìè ¹ îöiíêè:

∃µ 0 ∃ c > 0 ∀m ∈ Z+ :

|cm| = |b2m| ≤ c exp{−µ(4m + 1)1/β}.
Çâiäñè âæå âèïëèâà¹, ùî ϕ ∈ S

β/2
β/2 . Öèì äî-

âåäåíî, ùî ψ ∈ S
β/2,+
β/2,+ , òîáòî, G{β}(A) ⊂

S
β/2,+
β/2,+ .
Äîâåäåìî òåïåð, ùî G{β}(A) i S

β/2,+
β/2,+ çái-

ãàþòüñÿ íå ëèøå ÿê ìíîæèíè, àëå é òîïî-
ëîãi÷íî. Äëÿ öüîãî ñèìâîëîì

◦
Sβ ïîçíà÷èìî

ñóêóïíiñòü óñiõ çáiæíèõ äî íóëÿ ïîñëiäîâíî-
ñòåé, åëåìåíòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
(2). Âiäîáðàæåííÿ

G{β}(A) 3 ψ
F1→{ck(ψ), k ∈ Z+} ∈

◦
Sβ,

äå ck(ψ) � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹-Ëàãåððà ôóí-
êöi¨ ψ çà áàçèñîì {lk, k ∈ Z+}, ¹ ái¹êòèâíèì.
Ïðè öüîìó çáiæíiñòü ó ïðîñòîði G{β}(A) ðiâ-
íîñèëüíà ïîêîîðäèíàòíié çáiæíîñòi âiäïî-
âiäíèõ ïîñëiäîâíîñòåé äî íóëÿ â ïðîñòîði
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◦
Sβ çi øâèäêiñòþ, ÿêà çàáåçïå÷ó¹òüñÿ îöií-
êîþ (2). Âiäîáðàæåííÿ

S
β/2,+
β/2,+ 3 ϕ

F27→{ck(ϕ), k ∈ Z+} ∈
◦
Sβ,

äå ck(ϕ) � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹-Åðìiòà ôóí-
êöi¨ ϕ: ϕ(x) = ψ(x2), x ∈ R, çà áàçèñîì
{hk, k ∈ Z+} ¹ òàêîæ ái¹êòèâíèì. Ïðè öüîìó
çáiæíiñòü ó ïðîñòîði S

β/2,+
β/2,+ ðiâíîñèëüíà ïî-

êîîðäèíàòíié çáiæíîñòi âiäïîâiäíèõ ïîñëi-
äîâíîñòåé äî íóëÿ â ïðîñòîði

◦
Sβ çi øâèäêi-

ñòþ, ÿêà òàêîæ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ îöiíêîþ (2).
Çâiäñè âæå äiñòà¹ìî, ùî ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü
{ψν , ν ≥ 1} ⊂ G{β}(A) çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ â
ïðîñòîði G{β}(A), òî öÿ æ ïîñëiäîâíiñòü çái-
ãà¹òüñÿ äî íóëÿ é ó ïðîñòîði Sβ/2,+

β/2,+ . Ñïðàâäi,
ÿêùî ψν → 0, ν → ∞, ó ïðîñòîði G{β}(A),
òî F1[ψν ] → 0, ν → ∞, ó ïðîñòîði

◦
Sβ. Àëå

F1[ψν ] = F2[ϕν ], äå ϕν(x) = ψν(x
2), ν ≥ 1,

x ∈ R. Îòæå, F2[ϕν ] → 0, ν →∞, ó ïðîñòîði
◦
Sβ. Ïðàâèëüíèì ¹ é îáåðíåíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ñèìâîëîì S+ ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü ôóí-
êöié ψ : [0,∞) → R òàêèõ, ùî âiäïîâiäíî äî
ôóíêöi¨ ϕ : R → R, ϕ(x) = ψ(x2), x ∈ R, ¹
åëåìåíòàìè ïðîñòîðó Øâàðöà S. Çáiæíiñòü
â S+ îçíà÷èìî òàê: ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié
{ψν , ν ≥ 1} ⊂ S+ çáiãà¹òüñÿ â S+ äî ôóíêöi¨
ψ ∈ S+, ÿêùî ϕν → ϕ, ν → ∞, ó ïðîñòîði
S, äå ϕν(x) := ψν(x

2), ϕ(x) := ψ(x2), x ∈ R,
ν ≥ 1.

Òåîðåìà 2. Ïðîñòîðè H∞(A) òà S+ çái-
ãàþòüñÿ íå òiëüêè ÿê ìíîæèíè, àëå é òî-
ïîëîãi÷íî.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè àíàëîãi÷íå äîâå-
äåííþ òåîðåìè 1.

2. Ïåðåòâîðåííÿ òèïó Ãàóññà-
Âåé¹ðøòðàññà ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ
Ôóð'¹-Ëàãåððà. Íåõàé f =

∞∑

k=0

cklk ∈ Φ′,

ck(f) =< f, lk >, k ∈ Z+. Ïåðåòâîðåííÿì
òèïó Ãàóññà-Âåé¹ðøòðàññà ðÿäó Ôóð'¹-
Ëàãåððà óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f íàçâåìî

ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó

gt,γ(x) :=
∞∑

k=0

exp{−t(4k + 1)γ}ck(f)lk(x),

x ∈ (0,∞), (3)

äå t > 0, γ > 0 � ôiêñîâàíi ïàðàìåòðè.
Òåîðåìà 3. Ïðàâèëüíèìè ¹ íàñòóïíi

òâåðäæåííÿ.
à) ßêùî f ∈ (Sω,+

ω,+)′ (ω = 1/2, ÿêùî γ ≥ 1;
ω = 1/(2γ), ÿêùî 0 < γ < 1), òî ðÿä (3)
çáiãà¹òüñÿ ïðè êîæíîìó t > 0 ðiâíîìiðíî
çà x; gt,γ ∈ Sω,+

ω,+ ïðè êîæíîìó t > 0 i γ > 0.
á) Íåõàé

Gt,γ,x :=
∞∑

k=0

exp{−t(4k + 1)γ}lk(x)lk(y),

t > 0, γ > 0, {x, y} ⊂ (0,∞).

Òîäi Gt,γ,x ∈ Sω,+
ω,+ ïðè êîæíîìó t > 0 i

γ > 0. ßêùî γ ≥ 1, òî

|Dq
yGt,γ,x2(y2)| ≤ c0ct(cth (t/2))q/2qq/2×

× exp{−1

4
th(t/2)x2}, (4)

äå q ∈ Z+, c0 > 1,

ct = max{eπ−1/2, π−1/4(e2t − 1)−1/4}×
×(e3t − 1)−1e5t/2.

â) Äëÿ ôóíêöi¨ gt,γ ïðàâèëüíèì ¹ çîáðà-
æåííÿ

gt,γ(x) =< f, Gt,γ,x(·) >,

t > 0, γ > 0, x ∈ (0,∞).

ã) gt,γ → f ïðè t → +0 ó ïðîñòîði (Sω,+
ω,+)′.

ä) Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó x ∈ (0,∞)
òà γ > 0 Gt,γ,x, ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïà-
ðàìåòðà t ó ïðîñòîði Sω,+

ω,+ , íåñêií÷åííî äè-
ôåðåíöiéîâíà çà t.

å) Ôóíêöiÿ gt,γ íåñêií÷åííî äèôåðåíöi-
éîâíà çà t, ïðè÷îìó

∂m

∂tm
gt,γ(x) =< f,

∂m

∂tm
Gt,γ,x(·) >, m ∈ N.

Äîâåäåííÿ. à) Íåõàé γ ≥ 1. ßêùî f ∈
(Sω,+

ω,+)′ ≡ (S
1/2,+
1/2,+)′, òî äëÿ äîâiëüíîãî µ > 0
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iñíó¹ ñòàëà c = c(µ) > 0 òàêà, ùî |ck(f)| ≤
c exp(µ(4k + 1)), k ∈ Z+. Ïðè ôiêñîâàíîìó
t > 0 âiçüìåìî µ = t/2 i âðàõó¹ìî òå, ùî
|lk(x)| ≤ 1, ∀ k ∈ Z+, x ∈ (0, +∞). Òîäi

| exp{−t(4k + 1)γ}ck(f)lk(x)| ≤
exp{−t(4k+1)}|ck(f)| ≤ c exp{−t(4k+1)/2},
çâiäêè é âèïëèâà¹ ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü çà
x ðÿäó (3). Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹
òàêîæ, ùî gt,γ ∈ S

1/2,+
1/2,+ ïðè êîæíîìó t > 0

òà γ ≥ 1. Âèïàäîê 0 < γ < 1 ðîçãëÿäà¹òüñÿ
àíàëîãi÷íî.

á) Òå, ùî Gt,γ,x ∈ Sω,+
ω,+ (ïðè êîæíîìó t >

0, x ∈ (0,∞)), âèïëèâà¹ ç îöiíîê:

|ck(Gt,γ,x)| = | exp{−t(4k + 1)γ}lk(x)| ≤
≤ exp{−t(4k+1)γ}, t > 0, γ > 0, x ∈ (0,∞).

Äàëi, îñêiëüêè lk(x) = h2k(
√

x), k ∈ Z+, x ∈
(0,∞), òî

Gt,γ,x2(y2) =

=
∞∑

k=0

exp{−t(4k + 1)γ}lk(x2)lk(y
2) =

=
∞∑

k=0

exp{−t(4k + 1)γ}h2k(x)h2k(y).

Çâiäñè, ç óðàõóâàííÿì îöiíîê ïîõiäíèõ ôóí-
êöi¨ Åðìiòà (äèâ. [3]), äiñòà¹ìî íåðiâíîñòi
(4).

â) Íåõàé

Sn,t,γ,x(y) :=
∞∑

k=0

exp{−t(4k + 1)γ}lk(x)lk(y),

t > 0, {x, y} ⊂ (0,∞).

Äîâåäåìî, ùî Sn,t,γ,x → Gt,γ,x, n →∞, ó ïðî-
ñòîði Sω,+

ω,+ (ïðè ôiêñîâàíèõ t > 0, γ > 0,
x ∈ (0,∞)). Îñêiëüêè Sω,+

ω,+ = G{2ω}(A) =
H{2ω} =

⋃
µ>0

Hµ,2ω, äå Hµ,2ω � ñóêóïíiñòü òèõ

ôóíêöié ϕ ∈ Sω,+
ω,+ , äëÿ ÿêèõ ïðè ôiêñîâàíî-

ìó µ > 0
‖ϕ‖2

Hµ,2ω
:=

:=
∞∑

k=0

exp(2µ(4k + 1)1/(2ω))|ck(ϕ)|2 < ∞,

ck(ϕ) = (ϕ, lk)L2((0,∞)), k ∈ Z+,

òî äîñèòü äîâåñòè, ùî Sn,t,γ,x → Gt,γ,x, n →
∞, ó ïðîñòîði H{2ω} (ïðè ôiêñîâàíèõ t > 0,
γ > 0, x ∈ (0,∞)). Iíøèìè ñëîâàìè, ïîòði-
áíî âñòàíîâèòè, ùî:

1) ïîñëiäîâíiñòü {Sn,t,γ,x, n ≥ 1} îáìåæåíà
â ïðîñòîði H{2ω}, òîáòî

∃ c > 0 ∀n ∈ N : ‖Sn,t,γ,x‖2
Hµ,2ω

≤ c

ïðè äåÿêîìó µ > 0 òà ôiêñîâàíèõ t > 0, γ >
0, x ∈ (0,∞);

2) ‖Sn,t,γ,x −Gt,γ,x‖2
Hµ,2ω

→ 0, n →∞, ïðè
äåÿêîìó µ > 0 òà ôiêñîâàíèõ t > 0, γ > 0,
x ∈ (0,∞).

Äëÿ äîâåäåííÿ 1) çàçíà÷èìî, ùî

ck(Sn,t,γ,x) =

=< Sn,t,γ,x, lk >= (Sn,t,γ,x, lk)L2((0,∞)) =

=

{
exp{−t(4k + 1)γ}lk, k ≤ n,

0, k > n.

Íåõàé 0 < γ < 1, òîáòî ω = 1/(2γ). Òîäi
äëÿ äîâiëüíî ôiêñîâàíîãî µ < t ìà¹ìî:

‖Sn,t,γ,x‖2
Hµ,2ω

=

=
n∑

k=0

exp{2µ(4k + 1)γ}|ck(Sn,t,γ,x)|2 =

=
n∑

k=0

exp{−2(t− µ)(4k + 1)γ}|lk(x)|2 ≤

≤
∞∑

k=0

exp{−2(t− µ)(4k + 1)γ} < ∞

(òóò ìè ñêîðèñòàëèñü òèì, ùî |lk(x)| ≤ 1,
k ∈ Z+, x ∈ (0,∞)). Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü
{Sn,t,γ,x, n ≥ 1} îáìåæåíà â ïðîñòîði H{2ω}.

Äëÿ äîâåäåííÿ 2) äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî

rn,t,γ,x(y) :=

:=
∞∑

k=n+1

exp{−t(4k + 1)γ}lk(x)lk(y) → 0,

n →∞,

ó ïðîñòîði H{2ω}, òîáòî ‖rn,t,γ,x‖2
Hµ,2ω

→ 0,
n → ∞, ïðè äåÿêîìó µ > 0 òà ôiêñîâàíèõ
t > 0, γ > 0, x ∈ (0,∞).
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Îñêiëüêè rn,t,γ,x ∈ Sω,+
ω,+ (ïðè êîæíîìó t >

0, γ > 0, x ∈ (0,∞)), òî

ck(rn,t,γ,x) =

=< rn,t,γ,x, lk >= (rn,t,γ,x, lk)L2((0,∞)) =

=

{
exp{−t(4k + 1)γ}lk, k ≥ n + 1,

0, k < n + 1.

Íåõàé, íàïðèêëàä, 0 < γ < 1. Òîäi äëÿ
µ < t ìà¹ìî:

‖rn,t,γ,x‖2
Hµ,2ω

=

=
∞∑

k=n+1

exp{2µ(4k + 1)γ}|ck(rn,t,γ,x)|2 =

=
∞∑

k=n+1

exp{−2(t− µ)(4k + 1)γ} → 0,

n →∞,

ÿê çàëèøîê çáiæíîãî ðÿäó. Àíàëîãi÷íî ðîç-
ãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê γ ≥ 1 (òîäi ω = 1/2).
Öèì äîâåäåíî, ùî óìîâà 2) âèêîíó¹òüñÿ,
òîáòî Sn,t,γ,x → Gt,γ,x, n → infty, ó ïðîñòî-
ði Sω,+

ω,+ . Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíî-
ñòi ôóíêöiîíàëà f ìà¹ìî, ùî

< f,Gt,γ,x(·) >=< f, lim
n→∞

Sn,t,γ,x(·) >=

= lim
n→∞

< f,

n∑

k=0

exp{−t(4k+1)γ}lk(x)lk(y) >=

= lim
n→∞

n∑

k=0

exp{−t(4k + 1)γ}ck(f)lk(x) =

=
∞∑

k=0

exp{−t(4k + 1)γ}ck(f)lk(x) = gt,γ(x),

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü ã), ä) i å) çäié-

ñíþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äîâåäåííÿì âiäïîâiä-
íèõ òâåðäæåíü ïðî âëàñòèâîñòi ïåðåòâîðåíü
òèïó Ãàóññà-Âåé¹ðøòðàññà ôîðìàëüíèõ ðÿ-
äiâ Ôóð'¹-Åðìiòà [3].

Äëÿ ðÿäiâ Ôóð'¹-Ëàãåððà, ïðîñóìîâàíèõ
ìåòîäàìè òèïó Ãàóññà-Âåé¹ðøòðàññà, ÿê i ó
âèïàäêó ðÿäiâ Ôóð'¹-Åðìiòà, ñïðàâäæó¹òüñÿ
ïðèíöèï ëîêàëiçàöi¨.

Òåîðåìà 4 (ïðèíöèï ëîêàëiçàöi¨).
ßêùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f ∈ (Sβ,+

1/2,+)′, β >

1, i f çáiãà¹òüñÿ íà iíòåðâàëi (a, b) ⊂ (0,∞)
ç íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ g, òî gt,γ → g ïðè
t → +0 ðiâíîìiðíî çà x íà äîâiëüíîìó âiä-
ðiçêó [c, d] ⊂ (a, b), γ ≥ 1.
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