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Ó ïðîñòîði Φ, ÿêèé ¹ ïîâíèì äîñêîíàëèì çëi÷åííî íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì iç òîïîëîãi¹þ
ïðîåêòèâíî¨ ãðàíèöi áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ, áóäóþòüñÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè íåñêií-
÷åííîãî ïîðÿäêó (çîêðåìà ãiïåðñèíãóëÿðíi iíòåãðàëè íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó) ç íåãëàäêèìè â
òî÷öi 0 ñèìâîëàìè. Äîñëiäæó¹òüñÿ òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà ïðîñòîðó Ôóð'¹-îáðàçiâ F [Φ].

The pseudodi�erential operators of in�nite order (particularly, hypersingular integrals of
in�nite order) with non-smooth symbols in point 0 are constructed on the space Φ, which is a
complete perfect �nitely normalized space with topology of projective boundary of Banach space.
The topological structure of Fourier images F [Φ] is investigated.

Âñòóï. Ïðåäìåòîì áàãàòüîõ äîñëiäæåíü
¹ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè (ÏÄÎ) òà
ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ (ÏÄÐ), òåî-
ðiÿ ÿêèõ ó ñó÷àñíié ôîðìi ñòâîðåíà â ñåðå-
äèíi øiñòäåñÿòèõ ðîêiâ ÕÕ ñòîëiòòÿ. �õ êiëü-
êiñòü çíà÷íî çáiëüøèëàñü ïiñëÿ òîãî, ÿê âè-
ÿâèëîñü, ùî ÏÄÎ òà ÏÄÐ òiñíî ïîâ'ÿçàíi
ç âàæëèâèìè çàäà÷àìè àíàëiçó òà ñó÷àñíî¨
ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Ñåðåä íîâèõ ðîçäiëiâ
öi¹¨ òåîði¨ îñîáëèâî¨ óâàãè çàñëóãîâó¹ òåî-
ðiÿ ÏÄÐ ç ÏÄÎ, ïîáóäîâàíèìè çà íåãëàäêè-
ìè îäíîðiäíèìè ñèìâîëàìè. Âèïàäîê îäíî-
ðiäíèõ ñèìâîëiâ ìà¹ âàæëèâi çàñòîñóâàííÿ
â òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ. Òàê, ïîáóäîâi
ðîçðèâíèõ ìàðêîâñüêèõ ïðîöåñiâ çà òâiðíè-
ìè iíòåãðîäèôåðåíöiàëüíèìè îïåðàòîðàìè i,
çîêðåìà, ÏÄÎ ïðèñâÿ÷åíà çíà÷íà ëiòåðàòó-
ðà, â ÿêié âèêîðèñòîâóþòüñÿ àáî ñòîõàñòè÷íi
äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, àáî òåîðiÿ ïiâãðóï
îïåðàòîðiâ.

Òåîðiÿ ÏÄÎ ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè òi-
ñíî ïîâ'ÿçàíà òàêîæ iç ñó÷àñíîþ òåîði¹þ
ôðàêòàëiâ, ÿêà îñòàííiì ÷àñîì áóðõëèâî
ðîçâèâà¹òüñÿ (äèâ. [1�4]). Ó êíèçi [2] îõî-
ïëåíi ìàéæå âñi ãàëóçi ôiçèêè, äå çóñòði-
÷àþòüñÿ ôðàêòàëüíi ñòðóêòóðè � âiä êâàí-
òîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ òà ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè
äî òåîði¨ òóðáóëåíòíîñòi òà õàîñó â äèíà-
ìi÷íèõ ñèñòåìàõ. Äîñëiäæåííÿ ëiíiéíèõ ïà-

ðàáîëi÷íèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
(ÏÏÄÐ) çi ñòàëèì íåãëàäêèì îäíîðiäíèì
ñèìâîëîì áóëî ðîçïî÷àòå Ñ.Ä. Åéäåëüìà-
íîì òà ß.Ì. Äðiíåì ó [5]. Äëÿ ðiâíÿííÿ ç
òàêèì ñèìâîëîì (íåçàëåæíèì âiä ïðîñòîðî-
âèõ êîîðäèíàò i ÷àñîâî¨ çìiííî¨) ôóíäàìåí-
òàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi çíàõîäèòüñÿ
çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Ìàþ÷è
çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi ó âèãëÿ-
äi iíòåãðàëà Ïóàññîíà, â [5] íà ïñåâäîäèôå-
ðåíöiàëüíèé âèïàäîê ïîøèðþ¹òüñÿ ðÿä òåî-
ðåì ïðî ñòàáiëiçàöiþ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi
(çîêðåìà, çíàéäåíî íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìî-
âè ïîòî÷êîâî¨ òà ðiâíîìiðíî¨ ñòàáiëiçàöi¨).
Ì.Â. Ôåäîðþêîì [6] çíàéäåíà òî÷íà àñèì-
ïòîòèêà ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ïðè
|x| → +∞, ÿêà âèÿâèëàñü âæå íå åêñïî-
íåíöiàëüíîþ, ÿê ó âèïàäêó äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü, à ñòåïåíåâîþ. Äëÿ ðiâíÿíü
áiëüø çàãàëüíîãî âèãëÿäó ß.Ì. Äðiíü [7]
îäåðæàâ øàóäåðîâi îöiíêè òà äîñëiäèâ êî-
ðåêòíiñòü çàäà÷i Êîøi ó êëàñàõ ãåëüäåðîâèõ
ôóíêöié. Â.Â. Ãîðîäåöüêèì òà Â.À. Ëiòîâ-
÷åíêîì [8,9] âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿ-
çíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ÏÏÄÐ, ùî ¹ ïîëiíî-
ìàìè ïåâíèõ ÏÄÎ, ïîáóäîâàíèõ çà íåãëàä-
êèìè ñèìâîëàìè, ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè ç
ïðîñòîðiâ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ñêií÷åííî-
ãî àáî íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêiâ, äîñëiäæåíî
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âëàñòèâîñòi ëîêàëiçàöi¨ òà ñëàáêî¨ ñòàáiëiçà-
öi¨ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ âêàçàíèõ ðiâ-
íÿíü.

Îòæå, íà òåïåðiøíié ÷àñ àêòóàëüíèìè ¹:
1) ïèòàííÿ ïðî ðîçøèðåííÿ êëàñó ÏÄÐ ç
ÏÄÎ, ïîáóäîâàíèìè çà íåãëàäêèìè ñèìâî-
ëàìè; çîêðåìà, äîñëiäæåííÿ ÏÄÐ, ÿêi ìi-
ñòÿòü âêàçàíi ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi îïåðà-
òîðè íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ; 2) ðîçâèíåííÿ
òåîði¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü òà òå-
îði¨ äâî¨ñòîñòi (ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹). Ó öié
ðîáîòi áóäó¹òüñÿ ÏÄÎ íåñêií÷åííîãî ïîðÿä-
êó ç íåãëàäêèì ó òî÷öi 0 ñèìâîëîì, ÿêèé äi¹
â ïðîñòîði îñíîâíèõ ôóíêöié Φγ [10]. Îñíîâ-
íèì ìåòîäîì äîñëiäæåíü ¹ ìåòîä ïåðåòâîðå-
ííÿ Ôóð'¹, òîìó ïîïåðåäíüî âèâ÷à¹òüñÿ ïðî-
ñòið Ôóð'¹-îáðàçiâ F [Φγ] (òîïîëîãi÷íà ñòðó-
êòóðà F [Φγ], îñíîâíi îïåðàöi¨ â öüîìó ïðî-
ñòîði).

1. Îçíà÷åííÿ é òîïîëîãi÷íà ñòðóêòó-
ðà ïðîñòîðó Φγ. Íåõàé γ � ôiêñîâàíå ÷è-
ñëî ç ìíîæèíè (1, +∞) \ {2, 3, 4, ...}, γ0 :=
1 + [γ], M(x) := 1 + |x|, x ∈ R. Åëåìåíòà-
ìè ïðîñòîðó Φγ, çà îçíà÷åííÿì, ¹ íåñêií÷åí-
íî äèôåðåíöiéîâíi íà R ôóíêöi¨ ϕ, ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

|Dk
xϕ(x)| ≤ ck

(1 + |x|)γ0+k
, x ∈ R, k ∈ Z+.

Íàäàëi ïðèïóñêàòèìåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü
{ck, k ∈ Z+} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

∃ c > 0 ∃A > 0 ∀ k ∈ Z+ : |ck| ≤ cAkkk.

Ó Φγ ââîäèòüñÿ ñòðóêòóðà çëi÷åííî íîð-
ìîâàíîãî ïðîñòîðó çà äîïîìîãîþ íîðì

‖ϕ‖p = sup
x∈R

{
p∑

k=0

M(x)γ0+k|Dk
xϕ(x)|

}
,

ϕ ∈ Φγ, p ∈ Z+.

Î÷åâèäíî, ùî

‖ϕ‖0 ≤ ‖ϕ‖1 ≤ ‖ϕ‖2 ≤ ..., ϕ ∈ Φγ, (1)

òîáòî öi íîðìè ¹ ïîïàðíî çðiâíÿííèìè.
Çáiæíiñòü ó Φγ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: ïîñëi-

äîâíiñòü ôóíêöié {ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Φγ çáiãà¹-
òüñÿ â Φγ äî ôóíêöi¨ ϕ ∈ Φγ ïðè ν → ∞,

ÿêùî

∀ p ∈ Z+ : ‖ϕν − ϕ‖p → 0, ν →∞.

Çðîçóìiëî, ùî D(R) ⊂ S(R) ⊂ Φγ, ïðè÷î-
ìó öi âêëàäåííÿ ¹ íåïåðåðâíèìè òà ùiëü-
íèìè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Φp ïîïîâíåííÿ Φγ

çà p-îþ íîðìîþ. Φp � áàíàõiâ ïðîñòið, ïðè
öüîìó ïðàâèëüíèìè ¹ âêëàäåííÿ Φ0 ⊃ Φ1 ⊃
... ⊃ Φp ⊃ .... Êîæíå âêëàäåííÿ Φp+1 ⊂ Φp,
p ∈ Z+, íåïåðåðâíå (âíàñëiäîê (1)) i ùiëüíå
(áî ùiëüíèìè ¹ âêëàäåííÿ D(R) ó êîæíèé
ïðîñòið Φp, p ∈ Z+; ñèìâîëîì D(R) ïîçíà-
÷à¹òüñÿ ïðîñòið óñiõ ôiíiòíèõ íåñêií÷åííî
äèôåðåíöiéîâíèõ íà R ôóíêöié). Ó [10] äî-
âåäåíî, ùî Φ � ïîâíèé äîñêîíàëèé çëi÷åí-
íî íîðìîâàíèé ïðîñòið, ïðè÷îìó âêëàäåííÿ
Φp+1 ⊂ Φp, p ∈ Z+, ¹ êîìïàêòíèìè.

Çàçíà÷èìî, ùî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi
{ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Φγ ó ïðîñòîði Φγ äî ôóíêöi¨
ϕ ∈ Φγ ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè ùå é òàê
[10]: {ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Φγ çáiãà¹òüñÿ çà òîïîëîãi-
¹þ ïðîñòîðó Φγ äî ϕ ∈ Φγ òîäi é òiëüêè òîäi,
êîëè âîíà:

1) îáìåæåíà â Φγ, òîáòî

∀ p ∈ Z+ ∃ c = c(p) > 0 ∀ ν ≥ 1 : ‖ϕν‖p ≤ c;

2) ïðàâèëüíî çáiãà¹òüñÿ â Φγ, à ñàìå, äëÿ
äîâiëüíîãî α ∈ Z+ ïîñëiäîâíiñòü {Dα

x (ϕν −
ϕ), ν ≥ 1} çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ðiâíîìiðíî íà
êîæíié îáìåæåíié çàìêíåíié ìíîæèíi K ⊂
R.

Ó ïðîñòîði Φγ âèçíà÷åíi òà íåïåðåðâíi
îïåðàöi¨ çñóâó àðãóìåíòó òà äèôåðåíöiþâà-
ííÿ. Îñêiëüêè Φγ � äîñêîíàëèé ïðîñòið, òî
íà ïiäñòàâi çàãàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ òåîði¨ äî-
ñêîíàëèõ ïðîñòîðiâ (äèâ. [11]) òâåðäèìî, ùî
îïåðàöiÿ çñóâó àðãóìåíòó â ïðîñòîði Φγ íå
ëèøå íåïåðåðâíà, àëå é íåñêií÷åííî äèôå-
ðåíöiéîâíà, òîáòî ãðàíè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ
âèãëÿäó

ϕ(x + ∆x)− ϕ(x)

∆x
→

∆x→0
ϕ′(x)

âèêîíóþòüñÿ â ðîçóìiííi çáiæíîñòi â ïðîñòî-
ði Φγ.

2. Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöié iç
ïðîñòîðó Φγ. Ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó Φγ àáñî-
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ëþòíî iíòåãðîâíi íà R, òîìó íà íèõ âèçíà-
÷åíà îïåðàöiÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F :

F [ϕ](ξ) =

∫

R

ϕ(x)eixξdx, ϕ ∈ Φγ.

Ñèìâîëîì Ψγ ïîçíà÷àòèìåìî Ôóð'¹-îáðàç
ïðîñòîðó Φγ: Ψγ = F [Φγ]. Î÷åâèäíî, ùî êî-
æíà ôóíêöiÿ F [ϕ], ϕ ∈ Φγ îáìåæåíà é íåïå-
ðåðâíà íà R. Ðîçãëÿíåìî îñíîâíi âëàñòèâî-
ñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöié iç ïðîñòîðó
Φγ.

1. ßêùî ϕ ∈ Φγ, òî F [ϕ] ∈ L1(R).
2. ßêùî ϕ ∈ Φγ, òî F [ϕ] � íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíà íà R \ {0} ôóíêöiÿ.
Äîâåäåííÿ. ßêùî ξ 6= 0, òî, iíòåãðóþ÷è

÷àñòèíàìè m ðàçiâ (m � äîâiëüíî ôiêñîâàíå
íàòóðàëüíå ÷èñëî) îäåðæèìî, ùî

F [ϕ](ξ) =
c

ξm

∫

R

ϕ(m)(x)eixξdx.

Iç âëàñòèâîñòåé îñíîâíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ Φγ

âèïëèâà¹, ùî çà óìîâè m ≥ s iíòåãðàë∫

R

(ix)sϕ(m)(x)eixξdx ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì i

ðiâíîìiðíî çáiæíèì çà ïàðàìåòðîì ξ; âíà-
ñëiäîê ÷îãî

Ds
ξ

(∫

R

ϕ(m)(x)eixξdx

)
=

=

∫

R

(ix)sϕ(m)(x)eixξdx,

òîáòî
∀ s ∈ N ∃Ds

ξF [ϕ](ξ) =

=

(
c

ξm

∫

R

ϕ(m)(x)eixξdx

)(s)

=

= c

[
ξ−m

∫

R

(ix)sϕ(m)(x)dx−

−msξ−(m+1)

∫

R

(ix)s−1ϕ(m)(x)eixξdx+

+m(m + 1)
s(s− 1)

1 · 2 ξ−(m+2)×

×
∫

R

(ix)s−2ϕ(m)(x)eixξdx + · · ·+

+(−1)sm(m+1) · · · (m+ s)

∫

R

ϕ(m)(x)eixξdx

]
,

ξ 6= 0, m ≥ s.

Îòæå, F [ϕ] ∈ C∞(R \ {0}) ∩ C(R).
Çàóâàæåííÿ 1. Ó òî÷öi ξ = 0 ôóí-

êöiÿ F [ϕ] ìîæå áóòè íåäèôåðåíöiéîâíîþ.
ßêùî, íàïðèêëàä, γ ∈ (1, 2), òî [γ] = 1,
òîáòî ôóíêöiÿ ϕ ∈ Φγ çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âó: |ϕ(x)| ≤ c

(1 + |x|)2
, ∀x ∈ R. Çâiä-

ñè âèïëèâà¹, ùî äèôåðåíöiþâàííÿ iíòåãðà-
ëà

∫

R

ϕ(x) exp{ixξ}dx çà ïàðàìåòðîì ξ ìî-

æå ïðèâåñòè äî ðîçáiæíîãî iíòåãðàëà. Ií-
òåãðóâàííÿ æ ÷àñòèíàìè âiäðàçó âèìàãà¹
âèêîíàííÿ óìîâè ξ 6= 0. Öåé ôàêò ïiä-
òâåðäæó¹ òàêèé ïðèêëàä. Ôóíêöiÿ ϕ(x) =
(1 + x2)−1, x ∈ R, ¹ åëåìåíòîì ïðîñòî-
ðó Φγ ç ïàðàìåòðîì γ ∈ (1, 2). Âiäîìî, ùî
F [ϕ](ξ) = πe−|ξ|, ξ ∈ R. Ôóíêöiÿ F [ϕ], î÷å-
âèäíî, íå ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi ξ = 0.

3. Ó ôóíêöi¨ Dk
ξ F [ϕ](ξ), ξ 6= 0, k ∈

Z+ iñíóþòü ñêií÷åííi îäíîñòîðîííi ãðàíè-
öi lim

ξ→0+0
Dk

ξ F [ϕ](ξ), lim
ξ→0−0

Dk
ξ F [ϕ](ξ), ϕ ∈ Φγ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòî-
äîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äëÿ k = 0 òâåð-
äæåííÿ ¹ î÷åâèäíèì, îñêiëüêè F [ϕ] íåïå-
ðåðâíà íà R ôóíêöiÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òâåð-
äæåííÿ ¹ ïðàâèëüíèì äëÿ ôóíêöi¨ g(ξ) :=
Dk

ξ F [ϕ](ξ), òîáòî iñíó¹ ñêií÷åííà ïðàâîñòî-
ðîííÿ ãðàíèöÿ lim

ξ→0+0
g(ξ) (âèïàäîê ñêií÷åí-

íî¨ ëiâîñòîðîííüî¨ ãðàíèöi ðîçãëÿäà¹òüñÿ
àíàëîãi÷íî). Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ g′(ξ) =
Dk+1

ξ F [ϕ](ξ) òàêîæ ìà¹ ñêií÷åííó ïðàâîñòî-
ðîííþ ãðàíèöþ â òî÷öi ξ = 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê, òîáòî
lim

ξ→0+0
g′(ξ) = +∞. Iíøèìè ñëîâàìè,

∀M > 1 ∃ δ = δ(M) > 0 ∀ ξ :
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0 < ξ < δ ⇒ g′(ξ) > M.

Iç îçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi âèïëè-
âà¹, ùî

∀ ε0 ∈ (0,M) ∃ δ0 = δ0(ε) : |∆ξ| < δ0 ⇒

⇒
∣∣∣∣∣
g(ξ + ∆ξ)− g(ξ)

∆ξ
− g′(ξ)

∣∣∣∣∣ < ε0, ξ 6= 0.

Îòæå,

g(ξ + ∆ξ)− g(ξ)

∆ξ
> g′(ξ)− ε0 > M − ε0.

Äëÿ ∆ξ ∈ (0, δ0) ïðàâèëüíîþ ¹ íåðiâíiñòü:

g(ξ + ∆ξ) > (M − ε0)∆ξ + g(ξ).

Çà óìîâîþ lim
ξ→0+0

g(ξ) = c < ∞, òîáòî

∀ ε1 > 0 ∃ δ1 = δ1(ε) > 0 ∀ ξ :

0 < ξ < δ1 ⇒ |g(ξ)− c| < ε1,

òîáòî g(ξ) > c − ε1. Îòæå, äëÿ ∆ξ ∈ (0, δ̃),
δ̃ = min{δ1, δ0} ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

g(ξ + ∆ξ) > (M − ε0)∆ξ + c− ε1. (2)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ g íåïåðåðâíà íà R \ {0},
òî lim

ξ→0+0
g(ξ + ∆ξ) = g(∆ξ). Âðàõóâàâøè öå

ñïiââiäíîøåííÿ, ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè
ξ → 0+0 â íåðiâíîñòi (2); â ðåçóëüòàòi îäåð-
æèìî, ùî

g(∆ξ) ≥ (M − ε0)∆ξ + c− ε1,

äå M > 1 � äîâiëüíå ÷èñëî. Öå ÷èñëî çàâ-
æäè ìîæíà ïiäiáðàòè òàê, ùî g(∆ξ) > c+ε1,
∆ξ ∈ (0, δ̃), ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ
lim

ξ→0+0
g(ξ) = c < ∞ (áî òîäi g(ξ) < c + ε1,

ξ ∈ (0, δ̃)).
ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî lim

ξ→0+0
g′(ξ) = −∞,

òî, ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, äiéäåìî äî ñóïå-
ðå÷íîñòi ç ïðèïóùåííÿì ïðî iñíóâàííÿ ñêií-
÷åííî¨ ãðàíèöi ó ôóíêöi¨ g(ξ) ïðè ξ → 0 + 0.
Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

4. Êîæíà ôóíêöiÿ F [ϕ] ∈ Ψγ, ϕ ∈ Φγ, â
òî÷öi 0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Äiíi.

Äîâåäåííÿ. Óìîâà Äiíi äëÿ iíòåãðîâíî¨
ôóíêöi¨ f ó òî÷öi ξ ∈ R ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî
ïðè äåÿêîìó δ > 0 çáiæíèì ¹ iíòåãðàë

δ∫

−δ

∣∣∣∣∣
f(ξ + t)− f(ξ)

t

∣∣∣∣∣dt.

Ó äàíîìó âèïàäêó ξ = 0, f = F [ϕ]; ïî-
òðiáíî äîâåñòè, ùî ïðè äåÿêîìó δ > 0 iñíó¹
iíòåãðàë

δ∫

−δ

∣∣∣∣∣
F [ϕ](t)− F [ϕ](0)

t

∣∣∣∣∣dt ≡
δ∫

−δ

|ψ(t)|dt. (3)

Iíòåãðàë (3) ðîçóìi¹ìî ÿê íåâëàñíèé, òîá-
òî

δ∫

−δ

|ψ(t)|dt = lim
ε→+0

( δ∫

ε

|ψ(t)|dt +

−ε∫

−δ

|ψ(t)|dt

)
.

Äî iíòåãðàëà
δ∫

ε

|ψ(t)|dt çàñòîñó¹ìî òåîðåìó

ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ, âðàõóâàâøè ïðè öüî-
ìó, ùî íà ïðîìiæêó [ε, δ] ôóíêöiÿ |ψ| íåïå-
ðåðâíà:

δ∫

ε

|ψ(t)|dt = (δ − ε)|ψ(δ̃)|, ε < δ̃ < δ.

Îñêiëüêè

ψ(δ̃) =
|F [ϕ](δ̃)− F [ϕ](0)|

δ̃
= F ′[ϕ](

≈
δ),

ε <
≈
δ < δ,

òî
δ∫

0

|ψ(t)|dt = lim(δ − ε)|F ′|[ϕ](
≈
δ)||.

Íà ïðîìiæêó [ε, δ] ôóíêöiÿ |F ′[ϕ]| îáìå-
æåíà ÿê íåïåðåðâíà; çà ðàõóíîê óìîâè
lim

ξ→+0
F ′[ϕ](ξ) < ∞ âîíà áóäå îáìåæåíîþ é íà
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ïðîìiæêó [0, δ], òîáòî
δ∫

0

|ψ(t)|dt < ∞. Àíà-

ëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî
0∫

−δ

|ψ(t)|dt < ∞. Îòæå,

óìîâà Äiíi â òî÷öi 0 äëÿ F [ϕ] âèêîíó¹òüñÿ.
Çàóâàæåííÿ 2. Ó âñiõ òî÷êàõ ξ ∈

R \ {0} ôóíêöiÿ F [ϕ] íåïåðåðâíî äèôåðåí-
öiéîâíà (íàâiòü íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâ-
íà), òîìó â òàêèõ òî÷êàõ óìîâà Äiíi äëÿ
F [ϕ] òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ. Îòæå, â êîæíié
òî÷öi ξ ∈ R äëÿ ôóíêöi¨ F [ϕ], ϕ ∈ Φγ, óìîâà
Äiíi âèêîíó¹òüñÿ. Êðiì òîãî, ïåðåòâîðåí-
íÿ Ôóð'¹ F [ϕ] ôóíêöi¨ ϕ ∈ Φγ ¹ iíòåãðîâíîþ
íà R ôóíêöi¹þ. Iç çàãàëüíî¨ òåîði¨ ïåðåòâî-
ðåííÿ Ôóð'¹ âèïëèâà¹, ùî òîäi ôóíêöiÿ ϕ
çîáðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹
F [ϕ] çà äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ îáåðíåíîãî ïåðå-
òâîðåííÿ Ôóð'¹ F−1:

ϕ = F−1[F [ϕ]] = F [F−1[ϕ]], (4)

äå
F−1[ψ](x) =

=
1

2π

∫

R

ψ(ξ)e−ixξdξ =
1

2π
F [ψ](−x) =

=
1

2π

∫

R

ψ(−ξ)eiξxdξ =
1

2π
F [ψ(−ξ)](x). (5)

Iç ôîðìóë (4), (5) âèïëèâà¹, ùî êîæíà ôóí-
êöiÿ ϕ ç Ψγ ¹ ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹ ôóíêöi¨
ψ = F−1[ϕ] ç Φγ, ϕ = F [ψ]. Äëÿ ïåðåòâîðå-
ííÿ Ôóð'¹ âiäîìà òåîðåìà ¹äèíîñòi: ÿêùî
ϕ ∈ L1(R) i ϕ êóñêîâî-íåïåðåðâíà íà R ôóí-
êöiÿ, òî ç óìîâè F [ϕ] = 0 âèïëèâà¹, ùî
ϕ = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹
F âiäîáðàæà¹ Φγ íà Ψγ, ïðè÷îìó öå âiäîáðà-
æåííÿ ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì.

5. Äëÿ ôóíêöié ç ïðîñòîðó Ψγ ïðàâèëü-
íèìè ¹ íåðiâíîñòi
∀ {k, m} ⊂ Z+, k ≥ m, ∃ ck > 0 ∃ cm > 0 :

sup
ξ∈R\{0}

|ξkF (m)[ϕ](ξ)| ≤ ckcm, ϕ ∈ Φγ,

ïðè÷îìó ck ≤ cAkkk (c, A > 0; ñòàëi c, A
çàëåæàòü ëèøå âiä ôóíêöi¨ F [ϕ]).

Ñïðàâäi, ÿêùî ξ 6= 0, òî ñêîðèñòà¹ìîñü
ñïiââiäíîøåííÿì

ξkF (m)[ϕ](ξ) = F [(xmϕ(x))(k)](ξ) =

=

∫

R

(xmϕ(x))(k)eixξdx.

Çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó Ëåéáíiöà äèôåðåí-
öiþâàííÿ äîáóòêó äâîõ ôóíêöié, çíàéäåìî,
ùî îöiíêà âèðàçó |ξkF (m)[ϕ](ξ)|, ξ 6= 0 çâîäè-
òüñÿ äî îöiíêè ñêií÷åííî¨ ñóìè iíòåãðàëiâ
∫

R

|xmϕ(k)(x)|dx + km

∫

R

|xm−1ϕ(k−1)(x)|dx+

+
1

2
m(m− 1)k(k − 1)

∫

R

|xm−2ϕ(k−2)(x)|dx+

+... + m!Cm
k

∫

R

|ϕ(k−m)(x)|dx. (6)

Ðîçãëÿíåìî îäèí iç iíòåãðàëiâ ó ñóìi (6):
∫

R

|xm−iϕ(k−i)(x)|dx, 0 ≤ i ≤ m.

Çà óìîâè k ≥ m âêàçàíèé iíòåãðàë ¹ çái-
æíèì, áî

|xm−iϕ(k−i)(x)| ≤ ck−i
|x|m−i

(1 + |x|)k−i+1+[γ]
≤

≤ ck−i
1

(1 + |x|)1+[γ]
, γ > 1.

Çâiäñè, ç óðàõóâàííÿì îöiíêè
m∑

j=0

Cj
k ≤

k∑
j=0

Cj
k = 2k,

âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

ξ 6= 0 : |ξkF (m)[ϕ](ξ)| ≤ ckcm,

ïðè÷îìó ck ≤ cAkkk. Îñêiëüêè, çà äîâåäå-
íèì ðàíiøå, ó ôóíêöi¨ F (m)[ϕ] â òî÷öi ξ = 0
iñíóþòü ñêií÷åííi îäíîñòîðîííi ãðàíèöi, òî

sup
ξ∈R\{0}

|ξkF (m)[ϕ](ξ)| ≤ ckcm < ∞,
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∀ϕ ∈ Φγ, {k, m} ⊂ Z+, k ≥ m. (7)

6. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ Φγ

ξkF (m)[ϕ] ∈ L1(R), {k, m} ⊂ Z+, k ≥ m.
Óðàõóâàâøè (7), ââåäåìî â ïðîñòîði Ψγ

ñòðóêòóðó çëi÷åííî íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó,
ïîêëàâøè

‖ϕ‖p := sup
ξ∈R\{0}

{
p∑

k=0

|ξ|k|Dk
ξ ϕ(ξ)|

}
,

ϕ ∈ Ψγ, p ∈ Z+.

Î÷åâèäíî, ùî ‖ϕ‖0 ≤ ‖ϕ‖1 ≤ ... ≤ ‖ϕ‖p ≤ ....
×åðåç Ψp ïîçíà÷èìî ïîïîâíåííÿ ïðîñòîðó
Ψγ çà íîðìîþ ‖ · ‖p. Ïðè öüîìó Ψ0 ⊃ Ψ1 ⊃
... ⊃ Ψp ⊃ ..., âêëàäåííÿ Ψp+1 ⊂ Ψp, p ∈ Z+,

¹ íåïåðåðâíèìè, Ψγ =
∞⋂

p=0

Ψp. Äîâåäåìî, ùî

Ψγ � ïîâíèé çëi÷åííî íîðìîâàíèé ïðîñòið.
Îñêiëüêè Ψγ =

∞⋂
p=0

Ψp, òî äîñèòü âñòàíîâèòè

(äèâ. [11]), ùî íîðìè ‖·‖p òà ‖·‖p+1 óçãîäæå-
íi ìiæ ñîáîþ. Âðàõóâàâøè íåðiâíiñòü ‖·‖p ≤
‖ · ‖p+1, äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi óçãîäæåíîñòi
öèõ íîðì çâîäèòüñÿ äî òàêîãî: íåõàé ïîñëi-
äîâíiñòü {ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Ψγ ôóíäàìåíòàëüíà
çà íîðìîþ ‖ · ‖p+1 i çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ çà
íîðìîþ ‖ · ‖p, ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî äàíà ïî-
ñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ i çà íîðìîþ
‖ ·‖p+1. Îäíàê öå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òî-
ãî, ùî Ψp+1 � áàíàõiâ ïðîñòið.

Çàóâàæåííÿ 3. Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíî-
ñòi {ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Ψγ ó ïðîñòîði Ψγ äî ôóí-
êöi¨ ϕ ∈ Ψγ ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè ùå é
òàê: {ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Ψγ çáiãà¹òüñÿ çà òîïî-
ëîãi¹þ ïðîñòîðó Ψγ äî ϕ ∈ Ψγ òîäi é òiëü-
êè òîäi, êîëè âîíà:

1) îáìåæåíà â Ψγ, òîáòî
∀ p ∈ Z+ ∃ c = cp > 0 ∀ ν ≥ 1 :

‖ϕν‖p ≤ cp, (8)

2) äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ Z+ ïîñëiäîâíiñòü
{Dm

ξ (ϕν −ϕ), ν ≥ 1} çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ðiâ-
íîìiðíî íà êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ R, ÿêèé
íå ìiñòèòü òî÷êó 0.

Ñïðàâäi, íåîáõiäíiñòü öüîãî òâåðäæåííÿ
î÷åâèäíà. Äîâåäåìî éîãî äîñòàòíiñòü, ïðè-
ïóñòèâøè ñïî÷àòêó, ùî ϕ = 0. Çàôiêñó¹ìî,

p ∈ Z+ i äîâiëüíå ε > 0. Âðàõóâàâøè âëàñòè-
âiñòü 6) òà óìîâó (8), çíàéäåìî R = R(ε) > 0
òàêå, ùî

∀ ν ≥ 1

p∑
m=0

|ξ|m|ϕ(m)
ν (ξ)| < ε, |ξ| ≥ R.

Îñêiëüêè ó ôóíêöi¨ Dm
ξ ϕν , ν ≥ 1, â òî÷öi

ξ = 0 iñíóþòü ñêií÷åííi îäíîñòîðîííi ãðà-
íèöi, òî çâiäñè òà ç óìîâè 2) âèïëèâà¹, ùî
äëÿ çàäàíîãî ε > 0 òà m, 0 ≤ m ≤ p,

∃ bm > 0 ∃ ν0 = ν0(ε) ∀ ν ≥ ν0 :

sup
ξ:|ξ|≤R

ξ 6=0

|ϕ(m)
ν (ξ)| < εbm.

Òîäi

sup
ξ∈R\{0}

{
p∑

m=0

|ξ|m|ϕ(m)
ν (ξ)|

}
<

< ε(1 + cp), ∀ ν ≥ ν0,

äå cp =

p∑
m=0

bmRm. Îòæå,

∀ ε > 0 ∃ ν ≥ ν0 : ‖ϕν‖p < ε(1 + cp),

òîáòî ϕν → 0 ïðè ν →∞ ó ïðîñòîði Ψγ.
Çàãàëüíèé âèïàäîê, î÷åâèäíî, çâîäèòüñÿ

äî ïîïåðåäíüîãî, ÿêùî ìè äîâåäåìî, ùî
‖ϕ‖p ≤ cp, p ∈ Z+, äå cp � ñòàëà ç íåðiâíîñòi
(8). Íåõàé J � äåÿêå çëi÷åííå ïîêðèòòÿ R
îáìåæåíèìè ìíîæèíàìè, ÿêi ìîæóòü ìàòè
ìiæ ñîáîþ íåïîðîæíié ïåðåòèí, F ∈ J , α =
sup
ξ∈F

|ξ|. Âíàñëiäîê òîãî, ùî iñíóþòü ñêií÷åííi

îäíîñòîðîííi ãðàíèöi lim
ξ→±0

(ϕ(m)
ν (ξ)−ϕ(m)(ξ)),

0 ≤ m ≤ p,

∀ ε > 0 ∀m : 0 ≤ m ≤ p ∃ dm > 0 ∃ ν0 = ν0(ε)

∀ν ≥ ν0 : sup
ξ∈F,ξ 6=0

|ϕ(m)
ν (ξ)− ϕ(m)(ξ)| < εdm.

Çâiäñè âæå äiñòà¹ìî, ùî

∀ ν ≥ ν0 : sup
ξ∈F,ξ 6=0

{
p∑

m=0

|ξ|m|ϕ(m)(ξ)|
}
≤
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≤ sup
ξ∈F,ξ 6=0

{
p∑

m=0

|ξ|m|ϕ(m)
ν (ξ)− ϕ(m)(ξ)|

}
+

+ sup
ξ∈F,ξ 6=0

{
p∑

m=0

|ξ|m|ϕ(m)
ν (ξ)|

}
<

< ε

p∑
m=0

αmdm + ‖ϕν‖p < c̃pε + cp.

Îñêiëüêè ε > 0 äîâiëüíå, òî

sup
ξ∈F,ξ 6=0

{
p∑

m=0

|ξ|m|ϕ(m)
ν (ξ)|

}
≤ cp,

äå cp íå çàëåæèòü âiä F . Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñü
òèì, ùî

‖ϕ‖p = sup
ξ∈R\{0}

{
p∑

m=0

|ξ|m|ϕ(m)(ξ)|
}
≤

≤ sup
ξ∈J,ξ 6=0

{
p∑

m=0

|ξ|m|ϕ(m)(ξ)|
}
≤ cp.

Îòæå, ‖ϕ‖p ≤ cp.
7. Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ íåïåðåðâíî âiä-

îáðàæà¹ Φγ íà ïðîñòið Ψγ.
3. Ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè

íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó â ïðîñòîði Φγ,
ïîáóäîâàíi çà íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè.
Íåõàé a : R → [0, +∞) íåïåðåðâíà îäíîði-
äíà ïîðÿäêó γ ∈ (1, +∞) \ {2, 3, 4, ...} ôóí-
êöiÿ, òîáòî a(λξ) = λγa(ξ), λ > 0, ÿêà:

1) íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà ïðè ξ 6= 0;
2) ïîõiäíi ôóíêöi¨ a çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-

íîñòi

∀ k ∈ N ∃ ck > 0 ∀ ξ ∈ R \ {0} :

|a(k)(ξ)| ≤ ck|ξ|γ−k,

ïðè÷îìó ïîñëiäîâíiñòü {ck, k ≥ 1} çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâó:

∃ c̃ > 0 ∃ Ã > 0 ∀ k ∈ N : ck ≤ c̃Ãkkk;

3) iñíóþòü ñòàëi c0, c̃0 > 0, δ ≥ γ òàêi, ùî

c0|ξ|γ ≤ a(ξ) ≤ c̃0(1 + |ξ|δ), ξ ∈ R.

Ìåòîþ öüîãî ïóíêòó ¹ ïîáóäîâà ïñåâäî-
äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà íåñêií÷åííîãî

ïîðÿäêó âèãëÿäó
∞∑

k=0

bkA
k, bk = const, ∀ k ∈

Z+, Aϕ = F−1[aF [ϕ]], ϕ ∈ Φγ, ñèìâîëîì ÿêî-
ãî ¹ íåãëàäêà â òî÷öi 0 ôóíêöiÿ.

Çàóâàæåííÿ 4. Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî â
óìîâi 3) ââàæàòè δ = γ, òî, ÿê âèïëèâà¹
ç ðåçóëüòàòiâ, íàâåäåíèõ ó [10], îïåðàòîð
A çáiãà¹òüñÿ ç ãiïåðñèíãóëÿðíèì iíòåãðà-
ëîì ïîðÿäêó γ ç ïåâíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ
Ω, òîáòî

(Aϕ)(x) =

= d−1

∫

R

Ω

(
h

|h|

)
(∆l

hϕ)(x)|h|−(1+γ)dh, ϕ ∈ Φγ,

äå x ∈ R, ïàðàìåòð l > γ, l ∈ N, d � äåÿêà
ñòàëà, çàëåæíà âiä l, γ; Ω ∈ L1((−1; 1)); âå-
ëè÷èíà

(∆l
hϕ)(x) :=

l∑

k=0

(−1)kCk
l ϕ(x− kh)

íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ íåöåíòðîâàíîþ ði-
çíèöåþ ïîðÿäêó l ôóíêöi¨ ϕ ç êðîêîì h i öåí-
òðîì ó òî÷öi x. ßêùî a(ξ) = |ξ|γ, òî A
òðàêòó¹òüñÿ ÿê îïåðàòîð Ëàïëàñà ñòåïå-
íÿ γ/2.

Íåõàé f(x) =
∞∑

n=0

cnxn, x ∈ R, � ôóíêöiÿ,
ÿêà äîïóñêà¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ó âñþ
êîìïëåêñíó ïëîùèíó é çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

À) ∃ d0 > 0 ∀x ∈ R : f(x) ≥ d0|x|;
Á) ∀α ∈ Z+ ∃ pα ∈ N ∃ bα > 0 ∀ ξ ∈ R :

|Dα
ξ f(ξ)| ≤ bα(1 + |ξ|)pα ;
Â) ∀ ε > 0 ∃ cε > 0 ∀ z = ξ + iy ∈ C :

|f(z)| ≤ b0cε(1 + |ξ|)p0eε|y|1/δ

(òóò δ � ñòàëà ç óìîâè 3), p0 � ñòàëà ç óìîâè
Á)).

Çàçíà÷èìî, ùî ç óìîâè Á) âèïëèâà¹ òîé
ôàêò, ùî ôóíêöiÿ f ¹ ìóëüòèïëiêàòîðîì ó
ïðîñòîði Φγ.

Ãîâîðèòèìåìî, ùî â ïðîñòîði Φγ çàäàíî
ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð íåñêií÷åí-

íîãî ïîðÿäêó f(A) :=
∞∑

n=0

cnAn, ÿêùî äëÿ äî-

âiëüíî¨ îñíîâíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ Φγ ðÿä

(f(A)ϕ)(x) :=
∞∑

n=0

cn(Anϕ)(x)
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çîáðàæà¹ äåÿêó îñíîâíó ôóíêöiþ ç ïðîñòî-
ðó Φγ.

Òåîðåìà. ßêùî ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè Á), Â), òî â ïðîñòîði Φγ âèçíà÷åíèé
i ¹ íåïåðåðâíèì ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïå-
ðàòîð íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó f(A) ≡ Af .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ϕ ∈ Φγ,

ψ(x) := (f(A)ϕ)(x) =
∞∑

n=0

cn(Anϕ)(x) =

=
∞∑

n=0

cn(F−1[a(ξ)F [ϕ](ξ)])n(x) =

=
∞∑

n=0

cnF−1[an(ξ)F [ϕ](ξ)](x).

Äîâåäåìî, ùî ψ ∈ Φγ. Iç âëàñòèâîñòåé ïå-
ðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (ïðÿìîãî òà îáåðíåíîãî)
âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ äî-
ñèòü ïîêàçàòè, ùî F [ψ] ∈ Ψγ. Çàïèøåìî (ïî-
êè ùî ôîðìàëüíî) ñïiââiäíîøåííÿ

F [ψ](ξ) =
∞∑

n=0

cna
n(ξ)F [ϕ](ξ) =

= f(a(ξ))F [ϕ](ξ). (9)

Ïåðåäóñiì äîâåäåìî, ùî f(a(ξ)) � ìóëü-
òèïëiêàòîð ó ïðîñòîði Ψγ (çâiäñè áóäå âè-
ïëèâàòè òàêîæ, ùî an ¹ ìóëüòèïëiêàòîðîì ó
ïðîñòîði Ψγ ïðè êîæíîìó n ∈ N). Äëÿ öüî-
ãî ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëîþ Ôàà äå Áðóíî
äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨:

ξ 6= 0 :
ds

dξs
f(a(ξ)) =

s∑
m=1

dm

dam
f(a)×

×
s∑
m

s!

m1!...ml!

(
1

1!

d

dξ
a(ξ)

)m1

...

(
1

l!

dl

dξl
a(ξ)

)ml

(òóò çíàê ñóìè ïîøèðþ¹òüñÿ íà âñi ðîçâ'ÿç-
êè â öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ s =
m1 +2m2 + ...+ lml, m = m1 + ...+mn). Óðà-
õóâàâøè óìîâè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ôóíêöi¨
f òà a, çíàéäåìî, ùî

ξ 6= 0 :

∣∣∣∣∣
ds

dξs
f(a(ξ))

∥∥∥∥∥ ≤
s∑

m=1

bm(1+|a(ξ)|)pm×

×
s∑
m

s!

m1!...ml!
cm1
1

(
c2

2!

)m2

...

(
cl

l!

)ml

×

×(|ξ|γ−1)m1(|ξ|γ−2)m2 ...(|ξ|γ−l)ml .

Çàçíà÷èìî, ùî
cj

j!
≤ c̃Ãjjj

jje−j
√

2πj
≤ c̃(Ãe)j, 0 ≤ j ≤ l.

Òîäi

cm1
1

(
c2

2!

)m2

...

(
cl

l!

)ml

≤

≤ e−m1 c̃m1+...+ml(Ãe)m1+...+mn ≤ (c̃Ãe)m,

(|ξ|γ−1)m1 ...(|ξ|γ−l)ml =

= |ξ|(m1+...+mn)γ−(m1+2m2+...+lml) = |ξ|mγ−s.

Îòæå,

ξ 6= 0 :

∣∣∣∣∣
ds

dξs
f(a(ξ))

∣∣∣∣∣ ≤

≤ s!(2e)s

s∑
m=1

bm(1+c̃0+c̃0|ξ|δ)pm(c̃Ãe)m|ξ|mγ−s.

(10)
ßêùî |ξ| < 1, ξ 6= 0, òîäi

∣∣∣∣∣
ds

dξs
f(a(ξ))

∣∣∣∣∣ ≤ αs|ξ|−s, (11)

äå

αs = s!(1 + 2c̃0)
p̃s(2e)s ·

s∑
m=1

bm(c̃Ãe)m,

p̃s = max{p1, ..., ps}.
ßêùî æ |ξ| ≥ 1, òî íåðiâíîñòi (10) íàáó-

âàþòü âèãëÿäó:
∣∣∣∣∣

ds

dξs
f(a(ξ))

∣∣∣∣∣ ≤ αs|ξ|δp̃s+sγ−s ≤

≤ αs|ξ|δp̃s+s[γ] = αs|ξ|δs , (12)

äå δs = δp̃s + s[γ].
Äàëi ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè |ξ| < 1,

ξ 6= 0, i îöiíèìî âèðàç

ξ 6= 0 :

p∑

k=0

|ξ|k|Dk
ξ (f(a(ξ))ϕ̃(ξ))|, ∀ ϕ̃ ∈ Ψγ.
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Óðàõóâàâøè (11), çíàéäåìî, ùî äëÿ ξ 6= 0,
|ξ| < 1

p∑

k=0

|ξ|k|Dk
ξ (f(a(ξ))ϕ̃(ξ))| ≤

≤
p∑

k=0

|ξ|k
k∑

s=0

Cs
k|Ds

ξf(a(ξ))| · |Dk−s
ξ ϕ̃(ξ)| ≤

≤
p∑

k=0

|ξ|k
k∑

s=0

Cs
k

αs

|ξ|s ·
c2
k−s

|ξ|k−s
=

=

p∑

k=0

k∑
s=0

Cs
kαsc

2
k−s = cp. (13)

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñü òèì, ùî ϕ̃ ∈ Ψγ, òîáòî
äëÿ äîâiëüíîãî ω ∈ Z+ òàêîãî, ùî ω ≥ k− s,
ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ξ 6= 0 : |Dk−s
ξ ϕ̃(ξ)| ≤ cωck−s

|ξ|ω . (14)

ßêùî ïîêëàñòè â (14) ω = k−s, òî ïðèéäåìî
äî íåðiâíîñòåé (13). ßêùî æ |ξ| ≥ 1, òî ç
óðàõóâàííÿì (12) ìà¹ìî, ùî

p∑

k=0

|ξ|k|Dk
ξ (f(a(ξ))ϕ̃(ξ))| ≤

≤
p∑

k=0

|ξ|k
k∑

s=0

Cs
k|ξ|δs|Dk−s

ξ ϕ̃(ξ)| ≤

≤
p∑

k=0

k∑
s=0

Cs
kαs|ξ|k+δs|Dk−s

ξ ϕ̃(ξ)|.

Ó íåðiâíîñòi (14) ïîêëàäåìî ω = k + δs >
k − s. Òîäi

|Dk−s
ξ ϕ̃(ξ)| ≤ ck+δsck−s

|ξ|k+δs
.

Âðàõóâàâøè öi íåðiâíîñòi, çíàéäåìî, ùî äëÿ
ξ : |ξ| ≥ 1 ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

p∑

k=0

|ξ|k|Dk
ξ (f(a(ξ))ϕ̃(ξ))| ≤

≤
p∑

k=0

k∑
s=0

Cs
kαsck+δsck−s = c

′
p. (15)

Iç îáìåæåíü íà ôóíêöi¨ f , a òà ϕ̃(
lim

ξ→±0
ϕ̃(k)(ξ) < ∞, ∀ k ∈ Z+

)
âèïëèâà¹ òà-

êîæ, ùî lim
ξ±0

ξkDk
ξ (f(a(ξ))ϕ̃(ξ)) < ∞. Çâiäñè

òà ç îöiíîê (13), (15) äiñòà¹ìî, ùî

∀ p ∈ Z+ ∃Lp > 0 : ‖f(a)ϕ̃‖p ≤ Lp < ∞.

Öå îçíà÷à¹, ùî f(a)ϕ̃ ∈ Ψγ, ÿêùî ϕ̃ ∈ Ψγ,
òîáòî îïåðàöiÿ ϕ̃ → f(a)ϕ̃ âèçíà÷åíà â ïðî-
ñòîði Ψγ. Âîíà ¹ òàêîæ íåïåðåðâíîþ â öüî-
ìó ïðîñòîði. Ñïðàâäi, íåõàé ïîñëiäîâíiñòü
{ϕ̃n, n ≥ 1} ⊂ Ψγ çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ â ïðî-
ñòîði Ψγ, òîáòî

∀ p ∈ Z+ ∃ cp > 0 ∀n ≥ 1 : ‖ϕ̃n‖p ≤ cp,

i äëÿ êîæíîãî ν ∈ Z+ ïîñëiäîâíiñòü
{Dν

ξ ϕ̃n, n ≥ 1} çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ðiâíîìiðíî
íà êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ R, ÿêèé íå ìi-
ñòèòü òî÷êó 0, òîáòî

∀ ε > 0 ∃n0 = n0(ε) ∀n ≥ n0 :

|Dν
ξ ϕ̃n(ξ)| < ε, ∀ ξ ∈ K ⊂ R. (16)

Àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî çðîáëåíî ïðè
äîâåäåííi òâåðäæåííÿ f(a)ϕ̃ ∈ Ψγ, ÿêùî ϕ̃ ∈
Ψγ, ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî

∀ p ∈ Z+ ∃ c̃p > 0 ∀n ≥ 1 : ‖f(a)ϕ̃n‖p ≤ c̃p.
(17)

Çà äîïîìîãîþ íåðiâíîñòåé (11), (12), (16) òà
ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî äëÿ ξ ∈ K (òî÷êà
0 6∈ K) çíàéäóòüñÿ ñòàëi d1, d2 > 0 òàêi, ùî
d1 ≤ |ξ| ≤ d2, âñòàíîâëþ¹ìî íåðiâíiñòü

|Dν
ξ (f(a(ξ))ϕ̃n(ξ))| ≤ cνε, ∀n ≥ n0.

Çâiäñè òà ç (17) âèïëèâà¹ âiäïîâiäíå òâåð-
äæåííÿ, òîáòî îïåðàöiÿ ϕ̃ → f(a)ϕ̃, ∀ ϕ̃ ∈ Ψγ

¹ íåïåðåðâíîþ â Ψγ, à f(a) � ìóëüòèïëiêà-
òîð ó öüîìó ïðîñòîði. Óðàõóâàâøè öåé ôàêò,
ç (9) äiñòà¹ìî, ùî F [ψ] ∈ Ψγ.

Òàêèì ÷èíîì, çàëèøà¹òüñÿ îáãðóíòóâàòè
êîðåêòíiñòü ïðîâåäåíèõ ó ñïiââiäíîøåííi (9)
ïåðåòâîðåíü. Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî

rn,ϕ(ξ) :=
∞∑

k=n+1

cka
k(ξ)F [ϕ](ξ) → 0, n →∞,
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ó ïðîñòîði Ψγ, òîáòî

∀ p ∈ Z+ : ‖rn,ϕ‖p → 0, n →∞.

Çà îçíà÷åííÿì ‖ · ‖p ìà¹ìî, ùî

‖rn,ϕ‖p = sup
ξ∈R\{0}

{
p∑

m=0

|ξ|m|Dm
ξ rn,ϕ(ξ)|

}
.

Çàïèøåìî (ïîêè ùî ôîðìàëüíî) ñïiââiäíî-
øåííÿ:

Lm,n(ξ) := |ξ|m|Dm
ξ rn,ϕ(ξ)| =

= |ξ|m
∣∣∣∣∣

∞∑

k=n+1

ckD
m
ξ (ak(ξ)F [ϕ](ξ))

∣∣∣∣∣ ≤

≤ |ξ|m
∞∑

k=n+1

ck

m∑

l=0

C l
m|Dl

ξa
k(ξ)|·|Dm−l

ξ F [ϕ](ξ)|,

ξ 6= 0.

Îöiíèìî âèðàç |Dl
ξa

k(ξ)| ïðè ξ 6= 0 çà äî-
ïîìîãîþ ôîðìóëè Ôàà äå Áðóíî äèôåðåí-
öiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨. Ìiðêóþ÷è àíà-
ëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî çðîáëåíî ïðè îöiíöi
ïîõiäíî¨ Ds

ξf(a(ξ)), ξ 6= 0, çíàõîäèìî, ùî

|Dl
ξa

k(ξ)| ≤
l∑

i=1

|Di
aa

k(ξ)|×

×
∑

i1+...+iα=1
i1+2i2+...+αiα=l

l!

i1!...iα!

∣∣∣∣∣

(
1

1!
D1

ξa(ξ)

)i1

×

×...×
(

1

iα!
Dα

ξ a(ξ)

)iα
∣∣∣∣∣ ≤

≤ l!(2e)l

l∑
i=1

k!

(k − i)!
ak−i(ξ)(c̃Ãe)i|ξ|iγ−l ≤

≤ c̃k
0l!(2e)

l

l∑
i=1

k!

(k − i)!
c̃−i
0 (c̃Ãe)i|ξ|δ(k−i)+iγ−l.

Äàëi ââàæà¹ìî, ùî |ξ| ≥ 1. Òîäi

|Dl
ξa

k(ξ)| ≤ ≈
c0

k
dl|ξ|δk+lγ ,

≈
c0 = 2c̃0,

dl = l!(2e)l

l∑
i=1

i!c̃−i
0 (c̃Ãe)i (18)

(òóò âðàõîâàíî, ùî k!

(k − i)!
=

k!i!

(k − i)!i!
≤

2ki!).
Íåõàé

|Dl0
ξ F [ϕ](ξ)| =

= max{|F [ϕ](ξ)|, |D1
ξF [ϕ](ξ)|, ..., |Dm

ξ F [ϕ](ξ)|},
0 ≤ l0 ≤ m, ξ 6= 0.

Òîäi

Lm,n(ξ) ≤ |ξ|m ·
∞∑

k=n+1

ck · ≈c0

k|ξ|δk·

·
m∑

l=0

C l
mdl|ξ|lδ · |Dl0

ξ F [ϕ](ξ)| ≤

≤ ωm ·
∞∑

k=n+1

ck
≈
c0

k|ξ|m+δk+m[γ+1] · |Dl
ξF [ϕ](ξ)|,

äå ωm =
m∑

l=0

C l
mdl. Îñêiëüêè F [ϕ] ∈ Ψγ, òî

ξ 6= 0 : |Dl0
ξ F [ϕ](ξ)| ≤ cνcl0

|ξ|ν ,

∀ν : ν ≥ l0, cν ≤ c0B
ννν . (19)

Ïîðiâíÿ¹ìî ÷èñëà ∆(k) := m + δ+�m(1 +
[γ]) = δk + m(2 + [γ]) òà m. ßêùî n = 0,
òî k íàáóâà¹ çíà÷åíü, ïî÷èíàþ÷è âiä 1. Îò-
æå, ∆(1) = m + δ + m(1 + [γ]) > m. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî ∆(k) > m äëÿ âñiõ k ≥ n + 1,
n ∈ Z+, òîáòî ∆(k) > m ≥ l0. Ó çâ'ÿçêó ç
öèì ïîêëàäåìî â (19) ν = δk + m(2 + [γ]).
Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî íåðiâíiñòü

Lm,n(ξ) ≤ ωmcl0

∞∑

k=n+1

ck
≈
c0

k
cδk+m(2+[γ]),

|ξ| ≥ 1.

Ïîêëàäåìî α = m(2 + [γ]). Òîäi cδk+α îöi-
íþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

cδk+α ≤ c
′
0B̃

kkkδ,

c
′
0 = c0B

α(δ + α)α, B̃ = Bδ(δ + α)δeα.

Âðàõóâàâøè îñòàííi íåðiâíîñòi, çíàéäåìî,
ùî

Lm,n(ξ) ≤ ωmc
′
0cl0

∞∑

k=n+1

ckB
k
1kkδ,
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B1 =
≈
c0 B, |ξ| ≥ 1.

Êîåôiöi¹íòè Òåéëîðà ck, k ∈ Z+, ôóíêöi¨
f îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ Êîøi

ck =
1

2πi

∫

ΓR

f(z)

zk+1
dz, z = ξ + iy,

äå ΓR � êîëî ðàäióñà R ç öåíòðîì ó òî÷öi
z0 = 0. Çâiäñè òà ç óìîâ Á), Â), ÿêi çàäî-
âîëüíÿ¹ ôóíêöiÿ f , äiñòà¹ìî íåðiâíîñòi

|ck| ≤ 1

2π
max
z∈ΓR

|f(z)|
|z|k+1

∮

ΓR

ds ≤

≤ bε inf
R

(R−k(1 + R)p0eεR1/δ

), bε = b0cε.

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ äèôåðåíöiàëüíîãî ÷è-
ñëåííÿ áåçïîñåðåäíüî çíàõîäèìî, ùî

inf
R

(R−k(1 + R)p0eεR1/δ

) =

=

p0∑

l=0

εk−leδ(k−l)

[δ(k − l)]δ(k−l)
, k > p0.

Çâiäñè âæå äiñòà¹ìî, ùî

|ck| ≤ D0F
kεk 1

kkδ
,

D0 = bεδ
δp0

p0∑

l=0

(εe)−l, F = δ−δeδ(2+p0).

Îòæå, ÿêùî |ξ| ≥ 1, òî äëÿ ôóíêöi¨ Lm,n(ξ)
ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

Lm,n(ξ) ≤ L1

∞∑

k=n+1

Bk
2εk, (20)

äå L1 = ωmc
′
0cl0D0, B2 = B1F . Ïîêëàäåìî â

(20) ε = (2B2)
−1. Òîäi

Lm,n(ξ) ≤ L1

2n
< +∞, ∀ ξ : |ξ| ≥ 1.

ßêùî |ξ| < 1, ξ 6= 0, òî â öüîìó âèïàäêó

|Dl
ξa

k(ξ)| ≤

≤ ≈
c0

k
dl
|ξ|k−i+iγ

|ξ|l ≤
≈
c0

k
dl

|ξ|l

(dl,
≈
c0 � ñòàëi ç íåðiâíîñòi (18)). Îòæå,

Lm,n(ξ) ≤

≤ |ξ|m
∞∑

k=n+1

ck
≈
c0

k
m∑

l=0

C l
mdl

1

|ξ|l |D
m−l
ξ F [ϕ](ξ)|,

ξ 6= 0.

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñü òèì, ùî

ξ 6= 0 : |Dm−l
ξ F [ϕ](ξ)| ≤ cm−l

|ξ|m−l
,

lim
ξ→±0

Dm−l
ξ F [ϕ](ξ) < ∞.

Òàêèì ÷èíîì,

ξ 6= 0 : Lm,n(ξ) ≤ ωm

∞∑

k=n+1

ck
≈
c0

k
,

ωm =
m∑

l=0

C l
mdlcm−l.

Çàëèøà¹òüñÿ ùå îäèí ðàç ñêîðèñòàòèñü îöií-
êàìè êîåôiöi¹íòiâ Òåéëîðà ck ôóíêöi¨ f ; â
ðåçóëüòàòi îäåðæèìî, ùî äëÿ ξ 6= 0, |ξ| < 1

Lm,n(ξ) ≤ L2

∞∑

k=n+1

Bk
3εk, (21)

äå L2 = ωmD0, B3 = F
≈
c0. Ïîêëàâøè â (21)

ε = (2B3)
−1, ïðèéäåìî äî íåðiâíîñòi

sup
ξ:|ξ|<1

ξ 6=0

Lm,n(ξ) ≤ L̃2

2n
< ∞.

Îòæå,
sup

ξ∈R\{0}
Lm,n(ξ) ≤ L

2n
,

∀n ≥ 1, L = L(m) > 0.

Çâiäñè âæå âèïëèâà¹, ùî

‖rn,ϕ‖p = sup
ξ∈R\{0}

p∑
m=0

Lm,n(ξ) ≤

≤
p∑

m=0

L(m)

2n
=

Lp

2n
< ∞, ∀n ≥ 1.
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Òàêèì ÷èíîì, rn,ϕ ∈ Ψγ äëÿ êîæíîãî n i
rn,ϕ → 0 ïðè n → ∞ ó ïðîñòîði Ψγ. Öèì
äîâåäåíî, ùî â ïðîñòîði Φγ îïåðàòîð Af âè-
çíà÷åíèé. Âií ¹ òàêîæ íåïåðåðâíèì ó ïðî-
ñòîði Φγ.

Ñïðàâäi, íåõàé {ϕn, n ≥ 1} ⊂ Φγ, ϕn → 0
ïðè n →∞ ó ïðîñòîði Φγ. Òîäi iç ñïiââiäíî-
øåííÿ (9) âèïëèâà¹, ùî

F [Afϕn] = f(a)F [ϕn] → 0, n →∞,

ó ïðîñòîði Φγ. Òåîðåìà äîâåäåíà.
Çàóâàæåííÿ 5. Iç (9) âèïëèâà¹, ùî

Afϕ = F−1[f(a)F [ϕ]], ∀ϕ ∈ Φγ,

òîáòî Af � ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðà-
òîð, ïîáóäîâàíèé çà ñèìâîëîì f(a).

Çàçíà÷èìî ùå, ùî íàâåäåíi âèùå ðåçóëü-
òàòè ¹ ïðàâèëüíèìè é ó âèïàäêó n íåçàëå-
æíèõ çìiííèõ.
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