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ÇÍÀÊÎ-ÂÊËÀÄÅÍÍß ÏÐÎÑÒÎÐIÂ Lp ÏÐÈ 0 < p < 1

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò çàìiòêè ñòâåðäæó¹, ùî ïðè 0 < p < 1 êîæíèé íåíóëüîâèé ëiíiéíèé
íåïåðåðâíèé îïåðàòîð ç Lp â äîâiëüíèé F -ïðîñòið ¹ çíàêî-âêëàäåííÿ íà äåÿêîìó ïiäïðîñòîði
Lp(A), äå A - âèìiðíà ïiäìíîæèíà [0, 1] äîäàòíî¨ ìiðè.

The main result of our note asserts that if 0 < p < 1 then each non-zero linear continuous
operator from Lp to an arbitrary F -space is a sign-embedding when restricting to a suitable Lp(A)-
subspace with A ⊆ [0, 1], λ(A) > 0.

1. Âñòóï. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî çàãàëüíî
ïðèéíÿòi ïîíÿòòÿ òà ïîçíà÷åííÿ ç [5]. F -
ïðîñòîðîì íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèé ìåòðè÷íèé
ëiíiéíèé ïðîñòið ç ìåòðèêîþ, iíâàðiàíòíîþ
âiäíîñíî çñóâó. ßê i ó âèïàäêó íîðìîâàíîãî
ïðîñòîðó, ÷åðåç ‖x‖ ïîçíà÷à¹òüñÿ âiäñòàíü
âiä åëåìåíòó x äî íóëÿ. ×åðåç Lp (0 < p < 1)
ìè ïîçíà÷à¹ìî F -ïðîñòið âñiõ êëàñiâ åêâiâà-
ëåíòíèõ âèìiðíèõ ôóíêöié x : [0, 1] → K, äå
K ∈ {R,C} ç ‖x‖ =

∫ |x|pdλ < ∞ (÷åðåç λ ìè
ïîçíà÷àòèìåìî ìiðó Ëåáåãà íà [0, 1] òà îïó-
ñêàòèìåìî ìåæi iíòåãðóâàííÿ äëÿ âèïàäêó
iíòåãðàëó ïî öiëîìó âiäðiçêó [0, 1]). Äîìîâè-
ìîñü òàêîæ ÷åðåç Σ ïîçíà÷àòè áîðåëiâñüêi
ïiäìíîæèíè [0, 1], ÷åðåç Σ+ - áîðåëiâñüêi ïiä-
ìíîæèíè [0, 1] äîäàòíî¨ ìiðè òà ÷åðåç χ(A) -
õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ ìíîæèíè A ∈ Σ.

Íåõàé < Ω,F , µ > - ïðîñòið iç ñêií÷åííîþ
äîäàòíîþ çëi÷åííî-àääèòèâíîþ áåçàòîìíîþ
ìiðîþ. Åëåìåíò x ∈ Lp(µ) ìè íàçèâà¹ìî çíà-
êîì íà ìíîæèíi A ∈ F , ÿêùî x2 = χ(A), i
íàçèâà¹ìî ïðîñòî çíàêîì, ÿêùî âií ¹ çíà-
êîì íà äåÿêié ìíîæèíi A ∈ F . ßêùî çíàê
(íà ìíîæèíi A) x ìà¹ íóëüîâå ñåðåäí¹ (òîáòî∫

xdµ = 0), òî ìè éîãî íàçèâà¹ìî ïðàâèëü-
íèì çíàêîì (íà ìíîæèíi A).

Çãiäíî ç [6,7], ií'¹êòèâíèé îïåðàòîð T :
L1 → X íàçèâà¹òüñÿ çíàêî-âêëàäåííÿì,
ÿêùî

‖Tx‖ ≥ δ‖x‖ (∗)
äëÿ äåÿêîãî δ > 0 òà âñiõ çíàêiâ x ∈ L1.
Ií'¹êòèâíiñòü â öüîìó îçíà÷åííi iñòîòíà [2].
Íà çíàêî-âêëàäåííÿ áóëè ïåðåíåñåíi äåÿêi

âëàñòèâîñòi içîìîðôíèõ âêëàäåíü. Òàê, òå-
îðåìà Ïåë÷èíüñüêîãî ïðî íåìîæëèâiñòü içî-
ìîðôíîãî âêëàäåííÿ L1 â áàíàõiâ ïðîñòið ç
áåçóìîâíèì áàçèñîì áóëà ðîçøèðåíà â [1] íà
çíàêî-âêëàäåííÿ (õî÷à öåé ðåçóëüòàò áóâ âi-
äîìèé ùå Ðîçåíòàëþ â 1982 ð.). Ç [8] âèïëè-
âà¹, ùî iñíóþòü áàíàõiâ ïðîñòið Z òà çíàêî-
âêëàäåííÿ ç L1 â Z, àëå Z íå ìiñòèòü ïiä-
ïðîñòîðiâ, içîìîðôíèõ Z.

Áåç áóäü-ÿêèõ çìií ìè ðîçøèðþ¹ìî öå ïî-
íÿòòÿ íà âèïàäîê îïåðàòîðiâ ç Lp, 0 < p < 1
â äîâiëüíèé F -ïðîñòið X: ií'¹êòèâíèé îïå-
ðàòîð T ∈ L(Lp(µ), X) íàçèâàòèìåìî çíàêî-
âêëàäåííÿì, ÿêùî (∗) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äå-
ÿêîãî δ > 0 òà âñiõ çíàêiâ x ∈ Lp(µ).

Çãiäíî ç [3,4], îïåðàòîð T ∈ L(Lp(µ), X)
íàçèâà¹òüñÿ âóçüêèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ
A ∈ F òà ε > 0 iñíó¹ ïðàâèëüíèé çíàê
x ∈ Lp(µ) òàêèé, ùî ‖Tx‖ < ε.

Ïðè 1 ≤ p < ∞ ïîíÿòòÿ âóçüêîãî îïå-
ðàòîðó âèÿâèëîñü öiêàâèì i êîðèñíèì ïðè
ðîçâ'ÿçàííi ðiçíèõ çàäà÷, àëå äëÿ íàøîãî âè-
ïàäêó 0 < p < 1 öå ïîíÿòòÿ òðèâiàëüíå: ¹äè-
íèé âóçüêèé îïåðàòîð ç Lp(µ) â äîâiëüíèé
F -ïðîñòið - öå íóëüîâèé îïåðàòîð [4].

2. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò.

Äëÿ A ∈ Σ+ ïîêëàäåìî Σ|A = {B ∈ Σ :
B ⊆ A} òà ÷åðåç Lp(A) ïîçíà÷èìî ïiäïðî-
ñòið Lp(A) = {x ∈ Lp : suppx ⊆ A}. Êðiì
òîãî, Lp(A) ìè îòîòîæíþ¹ìî ç ïðîñòîðîì
Lp(µ), äå â ðîëi ïðîñòîðó ç ìiðîþ âèñòóïà¹
< A, Σ|A, λ|A > (÷åðåç λ|A ìè ïîçíà÷à¹ìî
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çâóæåííÿ ìiðè λ íà Σ|A).
Òåîðåìà 1. Íåõàé 0 < p < 1 òà X -

äîâiëüíèé F -ïðîñòið. ßêùî T : Lp → X -
íåíóëüîâèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð,
òî iñíó¹ ìíîæèíà A ∈ Σ+ òàêà, ùî çâó-
æåííÿ T |Lp(A) ¹ çíàêî-âêëàäåííÿì ïðîñòîðó
Lp(A) â X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé îïåðàòîð T : Lp →
X òàêèé, ùî, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ∈
Σ+ çâóæåííÿ T |Lp(A) íå ¹ çíàêî-âêëàäåííÿì
ïðîñòîðó Lp(A) â X. Ìè äîâåäåìî, ùî òîäi T
- âóçüêèé îïåðàòîð, òîáòî, íóëüîâèé çãiäíî
ç [6]. Çàôiêñó¹ìî A ∈ Σ+ òà ε > 0. Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç A ìíîæèíó âñiõ B ∈ Σ+, B ⊆
A, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ çíàê x íà B òàêèé, ùî
‖Tx‖ ≤ ε‖x‖. Ç ëåìè Öîðíà âèïëèâà¹ iñíóâà-
ííÿ ìàêñèìàëüíî¨ ñiì'¨ ïîïàðíî íåïåðåòèí-
íèõ åëåìåíòiâ ñiì'¨ A, ÿêó ìè ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç M. Îñêiëüêè êîæíèé åëåìåíò ç M ìà¹
äîäàòíó ìiðó, òî M íå áiëüø, íiæ çëi÷åííà:
M = {Bi}i∈I , äå I ñêií÷åííà àáî çëi÷åííà.
Ïîêëàäåìî A0 =

⋃M =
⋃
i∈I

Bi i äîâåäåìî,
ùî A0 ∈ A. Äëÿ êîæíîãî i ∈ I âèáåðåìî
çíàê xi íà Bi òàêèé, ùî ‖Txi‖ ≤ ε‖xi‖. Òîäi
x =

∑
i∈I xi - ¹ çíàê íà A0 òà

‖Tx‖ ≤
∑
i∈I

‖Txi‖ ≤ ε
∑
i∈I

‖xi‖ = ε‖x‖.

Îòæå, A0 ∈ A. Äîâåäåìî òåïåð, ùî λ(A \
A0) = 0. ßêùî á öå áóëî íå òàê, òî, çãiäíî ç
ïðèïóùåííÿì, iñíóþòü B ∈ Σ+, B ⊆ A \A0

òà çíàê x íà B òàêi, ùî ‖Tx‖ ≤ ε‖x‖. Öå
ñóïåðå÷èòü ìàêñèìàëüíîñòi ñiì'¨ M. Îòæå,
ìíîæèíè A òà A0 çáiãàþòüñÿ ìàéæå ñêðiçü
(òîáòî, ìiðà ñèìåòðè÷íî¨ ðiçíèöi äîðiâíþ¹
íóëþ).

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî íàñòóïíèé ôàêò:
äëÿ äîâiëüíèõ A ∈ Σ+ òà ε > 0 iñíó¹ çíàê x
íà A òàêèé, ùî ‖Tx‖ ≤ ε. Öüîãî äîñòàòíüî,
ùîá T áóâ âóçüêèì îïåðàòîðîì, çãiäíî ç [3,
p.54]. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íåõàé T : Lp → X - íåíóëüîâèé îïåðà-
òîð. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä äîâåäåííÿ òåîðå-
ìè 1 äî äîïîâíåííÿ äî ìíîæèíè A, iñíóâà-
ííÿ ÿêî¨ ñòâåðäæó¹ òåîðåìà, îäåðæèìî íà-

ñòóïíèé ôàêò.

Òåîðåìà 2. Íåõàé 0 < p < 1 òà X -
äîâiëüíèé F -ïðîñòið. ßêùî T : Lp → X -
íåíóëüîâèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð,
òî iñíó¹ ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [0, 1] íà íåïå-
ðåòèííi ìíîæèíè äîäàòíî¨ ìiðè [0, 1] =⊔
i∈I

AitB òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî i ∈ I çâóæå-
ííÿ T |Lp(Ai) ¹ çíàêî-âêëàäåííÿ òà T |Lp(B) =
0.

Àâòîð âäÿ÷íèé Â. Â. Ìèõàéëþêó çà êî-
ðèñíi çàóâàæåííÿ.
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