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УЗАГАЛЬНЕНI ГРАНИЧНI ЗНАЧЕННЯ ФУР’Є-ОБРАЗIВ ЗГОРТКОВОЇ
АЛГЕБРИ РОЗПОДIЛIВ ШВАРЦА З НОСIЯМИ В КОНУСI

Доведений аналог теореми Пелi-Вiнера для класу Гардi-Лебеґа про зображення Фур’є-
образу згорткової алгебри розподiлiв на конусi у виглядi мультиплiкативної алгебри ана-
лiтичних функцiй комплексної змiнної.

We prove an analogue of the Paley-Wiener theorem for Hardy-Lebesgue’s class on the
representation of the Fourier-image of a convolution algebra of distributions on a cone in the
form of a multiplicative algebra of analytic functions of complex variable.

1. Вступ. В роботi [1] з точнiстю до топо-
логiчного iзоморфiзму описано Фур’є-образ
D̂′

Γ алгебри D′
Γ розподiлiв Шварца з носiями

в довiльному конусi Γ в термiнах операторiв.
В цiй статтi розглянуто iншу iнтерпрета-
цiю мультиплiкативної алгебри D̂′

Γ, а саме,
показано зображення елементiв з D̂′

Γ у ви-
глядi узагальнених граничних значень пере-
творення Фур’є-Лапласа розподiлiв Швар-
ца з носiями в Γ. З цiєю метою встанов-
лено аналог теореми Пелi-Вiнера для кла-
су Гардi-Лебеґа, що характеризує елемен-
ти алгебри D̂′

Γ як деякi аналiтичнi функцiї.
Робота є продовженням низки дослiджень
(див. [1–4]), присвячених побудовi та ви-
вченню властивостей функцiонального чи-
слення для генераторiв сильно неперервних
багатопараметричних напiвгруп операторiв
у класах узагальнених функцiй Шварца.

2. Основнi позначення i термiноло-
гiя. Для довiльних t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn,
s = (s1, . . . , sn) ∈ Rn, k = (k1, . . . , kn) ∈
Zn

+ будемо використовувати такi позначен-
ня: tk := tk1

1 · . . . · tkn
n , ∂k := ∂k1

1 · · · ∂kn
n , де

∂
kj

j := ∂kj

∂t
kj
j

(j = 1, n), |k| := k1 + · · ·+ kn i

(t, s) = t1s1 + · · ·+ tnsn.
Для довiльного локально опуклого про-

стору X символом L (X) будемо позначати
простiр всiх лiнiйних неперервних операто-
рiв над X з топологiєю рiвномiрної збiжно-
стi на обмежених множинах.

Нехай D(Rn) — лiнiйний простiр не-

скiнченно диференцiйовних в Rn функцiй
ϕ з компактними носiями supp ϕ. Через
D(K) позначимо пiдпростiр тих функцiй
з D(Rn), носiї яких мiстяться в компа-
ктi K ⊆ Rn. Простiр D(K) топологiзує-
мо за допомогою злiченного набору норм
‖ϕ‖m,K := sup

|k|≤m

sup
t∈K

∣∣∂kϕ(t)
∣∣, m ∈ Z+. Вiдо-

мо [5], що D(K) є банаховим простором вiд-
носно кожної з норм ‖ · ‖m,K . На просторi
D(Rn) введемо топологiю iндуктивної гра-
ницi lim ind

r→∞
D(Kr) вiдносно тотожних вкла-

день D(Kr) # D(Ks), r < s, де Kr — замкне-
на куля радiуса r > 0 з центром в нулi. Топо-
логiчний простiр D(Rn) називають просто-
ром основних функцiй. Сильно спряжений
з D(Rn) простiр розподiлiв Шварца позна-
чимо D′(Rn). Введенi вище простори утво-
рюють класичну двоїстiсть 〈D′(Rn), D(Rn)〉
з бiлiнiйною формою 〈f, ϕ〉.

Нехай Γ — замкнений опуклий гострий
тiлесний конус в Rn з вершиною в нулi. Роз-
глянемо в D′(Rn) пiдпростiр D′

Γ тих розподi-
лiв f , носiї supp f яких мiстяться в Γ. Вiдо-
мо [6, ст. 75], що простiр D′

Γ є алгеброю вiд-
носно операцiї згортки D′

Γ ×D′
Γ 3 (f, h) 7−→

f ∗ h ∈ D′
Γ.

Нехай (D′
Γ)o позначає поляру пiдпросто-

ру D′
Γ вiдносно двоїстостi 〈D′(Rn), D(Rn)〉,

тобто
(D′

Γ)
o

= {ϕ ∈ D(Rn) : supp ϕ ⊆ Rn \ Γ} .

Фактор-простiр
D(Rn)/ (D′

Γ)
o

= {ϕΓ = ϕ+(D′
Γ)

o
: ϕ∈D(Rn)}
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збiгається зi спряженим з D′
Γ [7, с. 169].

Зауважимо, що ядро вiдображення

% : D(Rn) 3 ϕ(t) 7−→ λΓ(t)ϕ(t) ∈ L2(Rn),

де λΓ — характеристична функцiя конуса Γ,
збiгається з полярою (D′

Γ)o, яка є замкненим
iдеалом у D(Rn). Образ простору D(Rn) при
вiдображеннi % позначимо

DΓ := %[D(Rn)] = {λΓ(t)ϕ(t) : ϕ ∈ D(Rn)} .

З результатiв працi [8] випливає iснуван-
ня лiнiйного та неперервного оператора

λ : DΓ 3 ψ 7−→ ψ̃ ∈ D(Rn)

такого, що в конусi Γ (включно з його ме-
жею) похiднi довiльного порядку k ∈ Z+

узгоджуються мiж собою, тобто ∂kψ(t) =

∂kψ̃(t) для всiх t ∈ Γ. Зрозумiло, що на ме-
жi конуса похiднi ∂kψ(t) слiд розумiти як
одностороннi. Тому надалi для довiльного
ψ ∈ DΓ символ ∂kψ(t) будемо розумiти са-
ме в цьому сенсi.

Використовуючи вiдображення % i опера-
тор λ, можна побудувати топологiчний iзо-
морфiзм D(Rn)/ (D′

Γ)o ' DΓ. Звiдси випли-
ває, що дуальна пара 〈D′(Rn), D(Rn)〉 гене-
рує нову двоїстiсть 〈D′

Γ, DΓ〉. На просторi
DΓ задамо топологiю iндуктивної границi
DΓ = lim ind

r→∞
D(Γr) вiдносно тотожних вкла-

день D(Γr) # D(Γs), r < s, де Γr є перети-
ном конуса Γ iз замкненою кулею Kr радiуса
r > 0.

Елементи простору DΓ — iнтегровнi в Γ
функцiї, тому перетворення Фур’є можна
визначити спiввiдношенням

F : DΓ 3 ψ(t) 7−→ ψ̂(ξ) =

∫

Γ

e−i(t,ξ)ψ(t)dt,

ξ ∈ Rn. Нехай D̂Γ =
{
ψ̂ : ψ ∈ DΓ

}
позначає

Фур’є-образ простору DΓ. Використовую-
чи iн’єктивнiсть вiдображення F , на Фур’є-
образах D̂(Γr) =

{
ψ̂ : ψ ∈ D(Γr)

}
кожного

iз пiдпросторiв D(Γr) вводимо топологiю за
допомогою злiченного набору норм

‖ψ̂‖m,Γr := ‖ψ‖m,Γr , m ∈ Z+, ψ ∈ D(Γr).

Тодi D̂Γ = lim ind
r→∞

D̂(Γr). Сильно спряжений

з D̂Γ простiр позначимо D̂′
Γ.

Визначимо спряжене з оберненим пере-
творенням Фур’є F−1 вiдображення

F∗ := (2π)n(F−1)′ : D′
Γ3f 7−→ f̂ ∈ D̂′

Γ, (1)

яке будемо називати узагальненим перетво-
ренням Фур’є розподiлiв з простору D′

Γ.
Асоцiйована з цим перетворенням бiлiнiйна
форма

〈f̂ , ψ̂〉 = (2π)n〈f,F−1F [ψ]〉=(2π)n〈f, ψ〉,
де f ∈ D′

Γ, ψ ∈ DΓ, визначає нову двоїстiсть
〈D̂′

Γ, D̂Γ〉.
Доведено [2], що простiр D̂Γ є щiльним

в D̂′
Γ в сильнiй топологiї простору D̂′

Γ вiд-
носно дуальностi 〈D̂′

Γ, D̂Γ〉, i D̂′
Γ є алгеброю

вiдносно множення

F∗[f ] · F∗[h] = f̂ · ĥ = f̂ ∗ h = F∗[f ∗ h],

f, h ∈ D′
Γ, яка топологiчно iзоморфна згор-

тковiй алгебрi D′
Γ.

3. Допомiжнi твердження. Нехай

Γ∗ = {η ∈ Rn : (η, t) ≤ 0,∀ t ∈ Γ}
— спряжений конус до Γ. Для кожного еле-
мента η ∈ Γ∗ на просторi основних функцiй
Шварца D(Rn) визначимо оператор мно-
ження на експоненту

Qη : D(Rn) 3 ϕ(t) 7−→ e(η, t)ϕ(t) ∈ D(Rn).

Лема 1. Вiдображення

Q : Γ∗ 3 η 7−→ Qη ∈ L (D(Rn))

є одностайно неперервною (C0)-напiвгрупою
операторiв у просторi D(Rn).

Доведення. Напiвгруповi властивостi
перевiрити легко. Очевидно, що Q0 — тото-
жний оператор. Для довiльних η, µ ∈ Γ∗ та
функцiї ϕ ∈ D(Rn) маємо

Qη+µϕ(t) = e(η+µ,t)ϕ(t)

= e(η,t)e(µ,t)ϕ(t) = (Qη ◦ Qµ)ϕ(t).

Доведемо сильну неперервнiсть напiвгрупи.
Для довiльного m ∈ Z+ i кожної замкненої
кулi Kr маємо

‖Qηϕ− ϕ‖m,Kr = sup
|k|≤m

sup
t∈Kr

∣∣∂k(Qηϕ− ϕ)
∣∣
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= sup
|k|≤m

sup
t∈Kr

∣∣∂ke(η,t)ϕ(t)− ∂kϕ(t)
∣∣

= sup
|k|≤m

sup
t∈Kr

∣∣∣∣∣∣

|k|∑

|l|=0

C l
kη

le(η, t)∂k−lϕ(t)− ∂kϕ(t)

∣∣∣∣∣∣

≤ Mη sup
|k|≤m

sup
t∈Kr

∣∣∂kϕ(t)
∣∣
∣∣∣∣∣∣

|k|∑

|l|=0

C l
kη

l − 1

∣∣∣∣∣∣
= Mη‖ϕ‖m,Kr((1 + η)k − 1),

де Mη = sup
t∈Kr

e(η, t),
|k|∑
|l|=0

:=
k1∑

l1=0

· · ·
kn∑

ln=0

, C l
k :=

C l1
k1
· . . . · C ln

kn
. Зауважимо, що lim

Γ∗3η→0
Mη = 1,

тому з доведеної нерiвностi випливає сильна
неперервнiсть та поточкова обмеженiсть на-
пiвгрупи Q. Одностайна неперервнiсть цiєї
напiвгрупи випливає з бочковостi простору
D(Rn) та принципу рiвномiрної обмежено-
стi. Лема доведена.

Визначимо оператор

Qη : DΓ 3 ψ(t) 7−→ e(η, t)ψ(t) ∈ DΓ.

Використовуючи топологiчний iзоморфiзм
D(Rn)/ (D′

Γ)o ' DΓ легко довести

Наслiдок 1. Вiдображення

Q : Γ∗ 3 η 7−→ Qη ∈ L (DΓ),

є одностайно неперервною (C0)-напiвгрупою
операторiв над простором DΓ.

На Фур’є-образi D̂Γ визначимо оператор

Q̂η : ψ̂(ξ) 7−→ ψ̂(ξ + iη), η ∈ Γ∗, ξ ∈ Rn.

Лема 2. Ciм’я операторiв

Q̂ : Γ∗ 3 η 7−→ Q̂η ∈ L (D̂Γ) (2)

є одностайно неперервною (C0)-напiвгрупою
операторiв над простором D̂Γ.

Доведення. Напiвгруповi властивостi
очевиднi. Доведемо сильну неперервнiсть
напiвгрупи (2). Для довiльних ψ ∈ DΓ та
η ∈ Γ∗ маємо

Q̂ηψ(ξ) =

∫

Γ

e(η,t)ψ(t)e−i(t,ξ)dt

=

∫

Γ

ψ(t)e−i(t,ξ+iη)dt = ψ̂(ξ + iη) = Q̂ηψ̂(ξ).

Тому для довiльного m ∈ Z+ i кожної мно-
жини Γr := Γ ∩Kr маємо

‖Q̂ηψ̂ − ψ̂‖m,Γr = ‖Q̂ηψ − ψ̂‖m,Γr

= ‖ ̂Qηψ − ψ‖m,Γr = ‖Qηψ − ψ‖m,Γr

для всiх ψ ∈ DΓ та η ∈ Γ∗. З наслiдку 1
випливає, що ‖Q̂ηψ̂ − ψ̂‖m,Γr → 0 при η → 0

для всiх ψ̂ ∈ D̂Γ, що еквiвалентно сильнiй
неперервностi напiвгрупи Q̂.

Аналогiчно, поточкова обмеженiсть на-
пiвгрупи (2) випливає з вiдповiдної власти-
востi напiвгрупи Q.

В [2] доведено, що простiр D̂Γ є бочко-
вим. Отже, за принципом рiвномiрної обме-
женостi Q̂ є одностайно неперервною напiв-
групою операторiв над простором D̂Γ. Лема
доведена.

Нехай IntΓ∗ позначає внутрiшнiсть кону-
са Γ∗. Визначимо в Cn трубчасту область

Cn
Γ :=

{
z = ξ + iη : ξ ∈ Rn, η ∈ IntΓ∗

}
.

Лема 3. Кожна iз функцiй ψ̂(ξ) ∈ D̂Γ

припускає єдине аналiтичне продовження
ψ̂(z) у трубчасту область Cn

Γ, яке можна
зобразити у виглядi iнтеграла Лапласа

ψ̂(z) = L[ψ](z) =

∫

Γ

e−i(t,z)ψ(t)dt, z ∈ Cn
Γ.

При цьому для довiльного ξ ∈ Rn виконує-
ться граничне спiввiдношення

ψ̂(ξ) = lim
η→0

ψ̂(z), z = ξ + iη ∈ Cn
Γ.

Доведення. Твердження є безпосере-
днiм наслiдком класичної теореми Пелi-
Вiнера для класу Гардi-Лебеґа у випадку n
незалежних змiнних (див. [9, cт. 226]).

4. Граничнi значення перетворення
Фур’є-Лапласа елементiв простору D′

Γ.
Розширимо сiм’ю операторiв {Qη : η∈Γ∗}

на простiр D′
Γ природним способом

〈Qηf, ψ〉 := 〈f, Qηψ〉, ψ ∈ DΓ, f ∈ D′
Γ.
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Для кожного розподiлу f ∈ D′
Γ визначи-

мо перетворення Фур’є-Лапласа

L[f ](z) := F∗[Qηf ](ξ) = Q̂ηf(ξ),

z = ξ + iη ∈ Cn
Γ, де F∗ — узагальнене пере-

творення Фур’є, визначене формулою (1).
Будемо казати, що аналiтична в трубча-

стiй областi Cn
Γ функцiя g(z) належить до

алгебри H′(Γ∗), якщо вона задовольняє двi
умови:

1) для кожного фiксованого η ∈ IntΓ∗

функцiя ξ 7−→ g(ξ + iη) належить до про-
стору D̂′

Γ;
2) сукупнiсть {g(ξ + iη) : η ∈ Γ∗r} обме-

жена в просторi D̂′
Γ для кожного скiнчен-

ного дiйсного додатного числа r, де Γ∗r :=
IntΓ∗ ∩Kr.

Теорема 1. Перетворення Фур’є-
Лапласа здiйснює алгебраїчний iзоморфiзм
згорткової алгебри D′

Γ в мультиплiкатив-
ну алгебру H′(Γ∗). Зокрема,

L[f ∗ h] = L[f ] · L[h], f, h ∈ D′
Γ,

i L[δ] є одиничною функцiєю алгебри H′(Γ∗).
Доведення. Зауважимо, що для ψ ∈ DΓ

i кожного фiксованого η ∈ Γ∗ формула

〈Q̂ηf, ψ̂〉 =(2π)n〈Qηf, ψ〉
=(2π)n〈f, Qηψ〉 = 〈f̂ , Q̂ηψ〉

(3)

однозначно визначає Q̂ηf як лiнiйний та
неперервний функцiонал на просторi D̂Γ.
Справдi, однозначнiсть є наслiдком вiд-
окремлюваностi двоїстостi 〈D′

Γ, DΓ〉. Непе-
рервнiсть є наслiдком неперервностi фун-
кцiонала f̂ на D̂Γ.

З iншого боку, оскiльки F∗ здiйснює
топологiчний iзоморфiзм згорткової алге-
бри D′

Γ на мультиплiкативну алгебру D̂′
Γ

(див. [3]), то з означення вiдображення L
випливає, що L[f ] є узагальненим перетво-
ренням Фур’є розподiлу Qηf ∈ D′

Γ, а тому є
елементом простору D̂′

Γ для кожного фiксо-
ваного η ∈ IntΓ∗.

Покажемо, що формула (3) визначає про-
довження функцiонала f̂ ∈ D̂′

Γ в простiр
H′(Γ∗). Для цього достатньо довести вико-
нання умови 2) з означення алгебри H′(Γ∗).

З наслiдку 1 випливає, що для довiльної
функцiї ψ ∈ DΓ сукупнiсть {Qηψ : η ∈ Γ∗r}
є обмеженою в DΓ для кожного скiнченного
дiйсного r > 0. Тодi iз спiввiдношення (3)
випливає, що сукупнiсть {Q̂ηf : η ∈ Γ∗r}, де
0 < r < ∞, є обмеженою в слабкiй тополо-
гiї простору D̂′

Γ. Оскiльки D̂′
Γ — монтелевий

простiр (див. [3]), то для кожного скiнчен-
ного дiйсного додатного r ця сукупнiсть є
обмеженою в сильнiй топологiї.

Покажемо аналiтичнiсть функцiонала
F∗[Qηf ](ξ) при η ∈ IntΓ∗. Враховуючи щiль-
нiсть пiдпростору DΓ в D′

Γ в сильнiй то-
пологiї простору D′

Γ вiдносно дуальностi
〈D′

Γ, DΓ〉, стверджуємо, що iснує така послi-
довнiсть {fp} ∈ DΓ, що lim

p→∞
fp = f в сильнiй

топологiї простору D′
Γ.

Доведено [3], що алгебра D′
Γ топологiчно

iзоморфна максимальнiй пiдалгебрi M(DΓ)
тих операторiв в алгебрi L (DΓ), якi кому-
тують з оператором зсуву Ts вздовж кону-
са Γ. Враховуючи бочковiсть простору DΓ,
з принципу рiвномiрної обмеженостi випли-
ває гiпонеперервнiсть вiдносно змiнної ϕ ∈
DΓ бiлiнiйної форми D′

Γ × DΓ 3 (f, ϕ) −→
f ∗ ϕ. Отже, топологiї рiвномiрної збiжно-
стi на обмежених множинах i на скiнчен-
них множинах збiгаються в алгебрi M(DΓ),
тому M(DΓ) є повною пiдалгеброю в топо-
логiї поточкової збiжностi. В такому випад-
ку lim

p→∞
(fp ∗ ϕ) = f ∗ ϕ для кожної функцiї

ϕ ∈ DΓ.
Оскiльки f ∗ ϕ ∈ DΓ, то Фур’є-образи

функцiй виду Qη(fp∗ϕ) := e(η,t)(fp∗ϕ)(t) при
η ∈ IntΓ∗ є аналiтичними. Тодi для m = 0
iснує таке число r > 0, що при кожному
0 < ε < r отримаємо

sup
p

sup
−η∈Γr\Kε

‖Qη(fp ∗ ϕ)‖0,Γr

≤ sup
p
‖fp ∗ ϕ‖0,Γr = C < +∞.

Це означає, що послiдовнiсть аналiти-
чних функцiй { ̂Qη(fp ∗ ϕ)(ξ)} є обмеженою в
множинi Γr \Kε. Тодi з неї можна видiлити
пiдпослiдовнiсть { ̂Qη(fpj

∗ ϕ)(ξ)}, що збiгає-
ться до деякої аналiтичної функцiї ĝϕ(ξ) для
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довiльного −η ∈ Γr \Kε. Враховуючи повно-
ту алгебри M(DΓ), робимо висновок, що ĝϕ

належить Фур’є-образу M(DΓ).
Оскiльки кожний оператор алгебри

M(DΓ) має вигляд згортки f1∗ з деяким
розподiлом f1 ∈ D′

Γ, то ĝϕ(ξ) = (f̂1 ∗ ϕ)(ξ).
Тодi з єдиностi границi при j →∞ отриму-
ємо, що f1 = f.

Крiм того, для всiх ϕ, ψ ∈ DΓ маємо

〈F∗[Qη(f ∗ ϕ)](ξ),F [ψ](ξ)〉

= 〈F∗[f ∗ϕ](ξ),F [Qηψ](ξ)〉=(2π)n〈f ∗ϕ,Qηψ〉
= (2π)n〈Qη(f ∗ ϕ), ψ〉 = (2π)n〈Qηf ∗Qηϕ, ψ〉

= 〈F∗[Qηf ](ξ) · F∗[Qηϕ](ξ),F [ψ](ξ)〉,
тобто F∗[Qη(f∗ϕ)] = F∗[Qηf ]·F∗[Qηϕ] є ана-
лiтичною при −η ∈ Γr \Kε. Тодi F∗[Qηf ](ξ)
є аналiтичною у множинi Γr \Kε. Отже, на
пiдставi довiльностi вибору чисел ε i r роби-
мо висновок, що F∗[Qηf ](ξ) є аналiтичною в
IntΓ∗.

З рiвностi Qη(f ∗ h) = Qηf ∗ Qηh для
довiльних розподiлiв f, h ∈ D′

Γ i функцiї
ψ ∈ DΓ отримаємо

L[f∗h](z)=F∗[Qη(f∗h)](ξ)=F∗[Qηf∗Qηh](ξ)

= F∗[Qηf ](ξ) · F∗[Qηh](ξ) = L[f ](z) · L[h](z).

Звiдси випливає, що L[δ] є одиничною фун-
кцiєю в H′(Γ∗), оскiльки δ — одиниця згор-
ткової алгебри D′

Γ. Теорема доведена.

Теорема 2. Для довiльної функцiї g з
H′(Γ∗) iснує єдиний розподiл f̂ ∈ D̂′

Γ, та-
кий, що в сильнiй топологiї простору D̂′

Γ

справедлива рiвнiсть

lim
Int Γ∗3η→0

g(ξ + iη) = f̂(ξ),

тобто, Фур’є-образи D̂′
Γ можна трактува-

ти як узагальненi граничнi значення аналi-
тичних функцiй алгебри H′(Γ∗).

Доведення. Твердження є наслiдком
теореми 1 i сильної неперервностi напiвгру-
пи Qη.

Зауважимо, що оскiльки згорткова алге-
бра D′

Γ в сильнiй топологiї є бочкова, то

згортка є неперервною вiдносно секвенцi-
альної збiжностi. Отже, в просторi D̂′

Γ ви-
конується спiввiдношення

lim
Int Γ∗3η→0

Q̂ηf · Q̂ηh = f̂ · ĥ,

для всiх ξ ∈ Rn, f, h ∈ D′
Γ.
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