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ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÍß ÎÄÍÎÃÎ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÓ ÂÅÐÈ

Óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà âèïàäîê òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ðåçóëüòàò Âåðè ïðî íåîáõiäíi i äîñòàòíi
óìîâè ìåòðèçîâíîñòi âñiõ êîìïàêòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ïðîñòîðó Cp(X) â êëàñi öiëêîì ðåãóëÿðíèõ
ïðîñòîðiâ X.

A Vera result on necessary and su�cient conditions of the metrizability of all compact subspaces
in Cp(X) for completely regular space X is generalized on the case of topological space X.

1. Âiäîáðàæåííÿ f : X → R, âèçíà÷åíå
íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, íàçèâà¹òüñÿ
ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó Áåðà, ÿêùî iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü (fn)∞n=1 íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
fn : X → R òàêà, ùî f(x) = lim

n→∞
fn(x) äëÿ

êîæíîãî x ∈ X. Äëÿ äîâiëüíîãî íå áiëüø
íiæ çëi÷åííîãî îðäèíàëà α âiäîáðàæåííÿ
f : X → R íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ áåðiâñüêî-
ãî êëàñó α, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (fn)∞n=1

ôóíêöié fn : X → R, ÿêi ¹ áåðiâñüêîãî êëàñó,
ìåíøîãî íiæ α, òàêà, ùî f(x) = lim

n→∞
fn(x)

äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Ôóíêöi¨ áåðiâñüêîãî
êëàñó α, äå α äåÿêèé íå áiëüø íiæ çëi÷åííèé
îðäèíàë, íàçèâàþòüñÿ âèìiðíèìè çà Áåðîì.

Â äîñëiäæåííÿõ áåðiâñüêî¨ êëàñèôiêàöi¨
íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, òîáòî ôóí-
êöié, íåïåðåðâíèõ âiäíîñíî êîæíî¨ çìiííî¨
çîêðåìà, ÿêi áåðóòü ñâié ïî÷àòîê ç êëàñè÷íî¨
ïðàöi À. Ëåáåãà [1], áóëî âèÿâëåíî, ùî âà-
æëèâó ðîëü òóò âiäiãðàþòü âëàñòèâîñòi òèïó
çëi÷åííîñòi ëàíöþæêiâ i òîïîëîãi÷íi ïðîñòî-
ðè X, äëÿ ÿêèõ êîæíà êîìïàêòíà ìíîæèíà
Y â Cp(X) ìåòðèçîâíà, äå ÷åðåç Cp(X) ìè
ïîçíà÷à¹ìî ïðîñòið íåïåðåðâíèõ íà X ôóí-
êöié ç òîïîëîãi¹þ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi.

Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X
ìà¹ âëàñòèâiñòü çëi÷åííîñòi ëàíöþæêiâ
(Ñ.Ñ.Ñ.), ÿêùî äîâiëüíà ñèñòåìà ïîïàð-
íî íåïåðåòèííèõ âiäêðèòèõ â X íåïîðî-
æíiõ ìíîæèí ¹ íå áiëüø íiæ çëi÷åííîþ, ÷è
âëàñòèâiñòü çëi÷åííîñòi äèñêðåòíèõ ëàí-
öþæêiâ (D.C.C.C.), ÿêùî äîâiëüíà äèñêðå-
òíà ñèñòåìà âiäêðèòèõ â X íåïîðîæíiõ ìíî-

æèí ¹ íå áiëüø íiæ çëi÷åííîþ. Â. Ìîðàí [2]
i Ã. Ðîçåíòàëü [3] äîâåëè íàñòóïíèé ðåçóëü-
òàò.

Òåîðåìà (Ìîðàí, Ðîçåíòàëü). Íåõàé
X êîìïàêòíèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið. Òîäi
íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) êîæíèé êîìïàêòíèé ïðîñòið Y â
Cp(X) ìåòðèçîâíèé;

(ii) êîæíèé ñëàáêî êîìïàêòíèé ïðîñòið
Y â Cp(X) ñëàáêî ìåòðèçîâíèé;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî êîìïàêòíîãî ïðî-
ñòîðó Y êîæíà íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
f : X × Y → R ¹ ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó
Áåðà;

(iv) äëÿ äîâiëüíîãî êîìïàêòíîãî ïðîñòî-
ðó Y êîæíà íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f :
X × Y → R âèìiðíà çà Áåðîì;

(v) X ìà¹ C.C.C.
Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ìî-

ðàíîâèì (ñëàáêî ìîðàíîâèì), ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíîãî êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó Y êîæíà íà-
ðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X × Y → R
¹ ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó Áåðà (âèìiðíîþ
çà Áåðîì). Öi ïîíÿòòÿ ââiâ Ã. Âåðà â [4],
ÿêèé âèâ÷àâ áåðiâñüêó êëàñèôiêàöiþ íàði-
çíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà äîáóòêó äâîõ
ïðîñòîðiâ, îäèí ç ÿêèõ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
òèïó êîìïàêòíîñòi.

Òåîðåìà (Âåðà). Íåõàé X öiëêîì ðåãó-
ëÿðíèé ïðîñòið. Òîäi íàñòóïíi óìîâè åêâi-
âàëåíòíi:

(i) êîæíèé êîìïàêòíèé ïðîñòið Y â
Cp(X) ìåòðèçîâíèé;
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(ii) X ìîðàíîâèé (ñëàáêî ìîðàíîâèé) ç
óìîâîþ C.C.C.;

(iii) X ìîðàíîâèé (ñëàáêî ìîðàíîâèé) ç
óìîâîþ D.C.C.C.

Â äàíié ñòàòòi ìè ïîêàæåìî, ùî öåé ðå-
çóëüòàò Âåðè ìîæíà óçàãàëüíèòè íà âèïà-
äîê òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, çàìiíèâøè
óìîâè D.C.C.C. i C.C.C. íà ¨õíi ñëàáøi àíà-
ëîãè, ÿêi ôîðìóëþþòüñÿ â òåðìiíàõ ôóí-
êöiîíàëüíî âiäêðèòèõ ìíîæèí.

2. Ðîçïî÷íåìî ç âèêëàäó äîïîìiæíèõ ðå-
çóëüòàòiâ.

Ìíîæèíà A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði
X íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòîþ,
ÿêùî iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X →
[0, 1] òàêà, ùî A = f−1((0, 1]). Âiäîáðàæå-
ííÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X â òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið Y íàçèâàòèìåìî ôóíêöiîíàëü-
íî âiäêðèòèì, ÿêùî îáðàç äîâiëüíî¨ ôóí-
êöiîíàëüíî âiäêðèòî¨ â X ìíîæèíè ¹ ôóí-
êöiîíàëüíî âiäêðèòîþ â Y ìíîæèíîþ. Ñè-
ñòåìó A ìíîæèí â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòî-
ði X íàçèâàòèìåìî ôóíêöiîíàëüíî äèñêðå-
òíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X iñíó¹
ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèé îêië U òî÷êè x â
X òàêèé, ùî |{A ∈ A : A ∩ U 6= Ø}| ≤ 1.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé X,Y � òîïîëî-
ãi÷íi ïðîñòîðè, f : X → Y � íåïåðåðâ-
íå ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòå âiäîáðàæåííÿ i
Z = f(X). Òîäi íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåí-
òíi:

(i) êîæíà äèç'þíêòíà (ôóíêöiîíàëüíî
äèñêðåòíà) ñèñòåìà ôóíêöiîíàëüíî âiäêðè-
òèõ â X ìíîæèí íå áiëüø íiæ çëi÷åííà;

(ii) êîæíà äèç'þíêòíà (ôóíêöiîíàëüíî
äèñêðåòíà) ñèñòåìà ôóíêöiîíàëüíî âiäêðè-
òèõ â Z ìíîæèí íå áiëüø íiæ çëi÷åííà.

Äîâåäåííÿ. (i) =⇒ (ii). Äîâåäåìî ñïî-
÷àòêó âëàñòèâiñòü äèç'þíêòíèõ ñèñòåì. Íå-
õàé {Vi : i ∈ I} � ñèñòåìà íåïîðîæíiõ ôóí-
êöiîíàëüíî âiäêðèòèõ ìíîæèí â Z, ïðè÷îìó
Vi ∩ Vj = Ø äëÿ ðiçíèõ i, j ∈ I. Äëÿ êîæíîãî
i ∈ I ïîêëàäåìî Ui = f−1(Vi). Çðîçóìiëî, ùî
âñi ìíîæèíè Ui íåïîðîæíi, ôóíêöiîíàëüíî
âiäêðèòi, ÿê ïðîîáðàçè ôóíêöiîíàëüíî âiä-
êðèòèõ ìíîæèí ïðè íåïåðåðâíîìó âiäîáðà-
æåííi, i Ui∩Uj = Ø äëÿ ðiçíèõ i, j ∈ I. Òîìó
çãiäíî ç óìîâîþ |I| ≤ ℵ0.

ßêùî, êðiì òîãî, ñèñòåìà {Vi : i ∈ I}
ôóíêöiîíàëüíî äèñêðåòíà â Z, òî i ñèñòåìà
{Ui : i ∈ I} ôóíêöiîíàëüíî äèñêðåòíà â X.

Ïðè äîâåäåííi iìïëiêàöi¨ (ii) =⇒ (i) ìið-
êó¹ìî àíàëîãi÷íî, âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöiî-
íàëüíó âiäêðèòiñòü âiäîáðàæåííÿ f .

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ öiëêîì ðåãóëÿðíèõ
ïðîñòîðiâ âèùåçãàäàíi âëàñòèâîñòi, ñôîðìó-
ëüîâàíi â òåðìiíàõ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðè-
òèõ ìíîæèí, çáiãàþòüñÿ ç âëàñòèâîñòÿìè
C.C.C. i D.C.C.C. âiäïîâiäíî.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé X � äîâiëüíèé
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ϕ : X → Cp(Cp(X)),
ϕ(x)(y) = y(x), T � êîìïàêòíèé ïðîñòið i
α � íå áiëüø íiæ çëi÷åííèé îðäèíàë. Òîäi
ôóíêöiÿ g : X × T → R áåðiâñüêîãî êëàñó
α òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ôóíêöiÿ
f : ϕ(X)× T → R áåðiâñüêîãî êëàñó α òàêà,
ùî g(x, t) = f(ϕ(x), t) äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X
i t ∈ T .

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåìî iíäó-
êöi¹þ âiäíîñíî α.

Íåõàé g íåïåðåðâíà. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ
êîæíîãî t ∈ T i äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ X
òàêèõ, ùî ϕ(x1) = ϕ(x2) ìà¹ìî g(x1, t) =
g(x2, t), òîáòî iñíó¹ ôóíêöiÿ f : ϕ(X)× T →
R òàêà, ùî g(x, t) = f(ϕ(x), t) äëÿ äîâiëü-
íèõ x ∈ X i t ∈ T . Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè
íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f .

Ðîçãëÿíåìî àñîöiéîâàíå ç g âiäîáðàæåí-
íÿ ψ : X → C(T ), ψ(x)(t) = g(x, t), äå ïðî-
ñòið C(T ) âçÿòèé ç ñóïðåìóì íîðìîþ ‖u‖ =
sup
t∈T

|u(t)|. Îñêiëüêè T êîìïàêòíèé ïðîñòið,
òî ç íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ g âèïëèâà¹
íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ ψ.

Íåõàé z0 ∈ ϕ(X), t0 ∈ T i ε > 0. Âi-
çüìåìî äîâiëüíó òî÷êó x0 ∈ ϕ−1(z0) i ðîç-
ãëÿíåìî íåïåðåðâíó íà X ôóíêöiþ y0 : X →
R, y0(x) = ‖ψ(x) − ψ(x0)‖. Çàóâàæèìî, ùî
z0(y0) = ϕ(x0)(y0) = y0(x0) = 0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç W âiäêðèòèé îêië {z ∈
ϕ(X) : |z(y0)| < ε

2
} òî÷êè z0 â ϕ(X), à ÷å-

ðåç V � âiäêðèòèé îêië {t ∈ T : |g(x0, t) −
g(x0, t0)| < ε

2
} òî÷êè t0 â T . Òîäi äëÿ äî-

âiëüíèõ z ∈ W , t ∈ T i x ∈ ϕ−1(z) ìà¹-
ìî |f(z, t) − f(z0, t0)| ≤ |f(z, t) − f(z0, t)| +
|f(z0, t) − f(z0, t0)| = |g(x, t) − g(x0, t)| +
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|g(x0, t) − g(x0, t0)| ≤ ‖ψ(x) − ψ(x0)‖ + ε
2

=
y0(x) + ε

2
< ε

2
+ ε

2
= ε. Îòæå, f íåïåðåðâ-

íå â òî÷öi (z0, t0) i íåîáõiäíiñòü ïðè α = 0
äîâåäåíî.

Ïðèïóñòèìî, ùî âiäïîâiäíå òâåðäæåííÿ
ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ôóíêöié áåðiâñüêîãî
êëàñó, ìåíøîãî íiæ α, äå α > 0, i g ôóíêöiÿ
áåðiâñüêîãî êëàñó α. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
(gn)∞n=1 ôóíêöié gn : X × T → R áåðiâñüêîãî
êëàñó αn < α òàêà, ùî lim

n→∞
gn(x, t) = g(x, t)

äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i t ∈ T . Çãiäíî ç ïðè-
ïóùåííÿì iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (fn)∞n=1 ôóí-
êöié fn : ϕ(X) × T → R áåðiâñüêîãî êëàñó
αn òàêà, ùî gn(x, t) = fn(ϕ(x), t) äëÿ äîâiëü-
íèõ n ∈ N, x ∈ X i t ∈ T . Òîäi äëÿ äî-
âiëüíèõ x1, x2 ∈ X òàêèõ, ùî ϕ(x1) = ϕ(x2)
ìà¹ìî g(x1, t) = g(x2, t), òîáòî iñíó¹ ôóíêöiÿ
f : ϕ(X)×T → R òàêà, ùî g(x, t) = f(ϕ(x), t)
äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i t ∈ T . Çðîçóìiëî, ùî
f áåðiâñüêîãî êëàñó α.

Äîñòàòíiñòü âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi ϕ.
Íàñëiäîê 1. Íåõàé X � äîâiëüíèé òî-

ïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ϕ : X → Cp(Cp(X)),
ϕ(x)(y) = y(x). Òîäi äîâiëüíà ôóíêöiÿ g :
X → R íåïåðåðâíà òîäi i òiëüêè òîäi, êî-
ëè iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : ϕ(X) → R
òàêà, ùî g(x) = f(ϕ(x)).

Íàñëiäîê 2. Íåõàé X � äîâiëüíèé òî-
ïîëîãi÷íèé ïðîñòið i ϕ : X → Cp(Cp(X)),
ϕ(x)(y) = y(x). Òîäi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ
ðiâíîñèëüíi:

(i) ïðîñòið X ìîðàíîâèé (ñëàáêî ìîðàíî-
âèé);

(ii) ïðîñòið ϕ(X) ìîðàíîâèé (ñëàáêî ìî-
ðàíîâèé).

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé X � äîâiëüíèé
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ϕ : X → Cp(Cp(X)),
ϕ(x)(y) = y(x) i Z = ϕ(X). Òîäi ïðîñòîðè
Cp(X) i Cp(Z) ãîìåîìîðôíi.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ
ψ : Cp(Z) → Cp(X), ψ(u)(x) = u(ϕ(x)). Ç
íàñëiäêó 1 âèïëèâà¹, ùî ψ ái¹êöiÿ. Íåõàé
u0 ∈ Cp(Z), v0 = ψ(u0), x1, . . . , xn ∈ X,
z1 = ϕ(x1), . . . , zn = ϕ(xn), ε > 0, U = {u ∈
Cp(Z) : |u(zi) − u0(zi)| < ε, 1 ≤ i ≤ n} i V =
{v ∈ Cp(X) : |v(xi) − v0(xi)| < ε, 1 ≤ i ≤ n}.
Òîäi ψ(U) = V , òîìó ψ i ψ−1 íåïåðåðâíi. Îò-

æå, ψ ãîìåîìîðôiçì.
3. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äàíî¨ ðîáîòè ¹

íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà. Íåõàé X � äîâiëüíèé òîïîëî-

ãi÷íèé ïðîñòið. Òîäi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ
ðiâíîñèëüíi:

(i) äîâiëüíèé êîìïàêòíèé ïðîñòið Y â
Cp(X) ìåòðèçîâíèé;

(ii) X ìîðàíîâèé (ñëàáêî ìîðàíîâèé)
ïðîñòið, ó ÿêîìó êîæíà ñèñòåìà ïîïàð-
íî íåïåðåòèííèõ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ
ìíîæèí íå áiëüø íiæ çëi÷åííà.

(iii) X ìîðàíîâèé (ñëàáêî ìîðàíîâèé)
ïðîñòið, ó ÿêîìó êîæíà ôóíêöiîíàëüíî äèñ-
êðåòíà ñèñòåìà ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ
ìíîæèí íå áiëüø íiæ çëi÷åííà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ
ϕ : X → Cp(Cp(X)), ϕ(x)(y) = y(x) i ïî-
êëàäåìî Z = ϕ(X). Çãiäíî ç íàñëiäêîì 1 íå-
ïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ϕ : X → Z ¹ ôóí-
êöiîíàëüíî âiäêðèòèì.

(i) =⇒ (ii). Íåõàé êîæíèé êîìïàêòíèé
ïðîñòið â Cp(X) ìåòðèçîâíèé. Òîäi ç òâåð-
äæåííÿ 3 âèïëèâà¹, ùî êîæíèé êîìïàêòíèé
ïðîñòið â Cp(Z) ìåòðèçîâíèé i çãiäíî ç òå-
îðåìîþ Âåðè ïðîñòið Z ìîðàíîâèé (ñëàáêî
ìîðàíîâèé) ç óìîâîþ C.C.C. Òåïåð (ii) âè-
ïëèâà¹ ç íàñëiäêó 2 i òâåðäæåííÿ 1.

Iìïëiêàöiÿ (ii) =⇒ (iii) ¹ î÷åâèäíîþ.
(iii) =⇒ (ii). Ç íàñëiäêó 2 i òâåðäæåííÿ 1

âèïëèâà¹, ùî ïðîñòið Z ìîðàíîâèé (ñëàáêî
ìîðàíîâèé) ç óìîâîþ D.C.C.C. Çàëèøèëîñü
âèêîðèñòàòè òåîðåìó Âåðè i òâåðäæåííÿ 3.
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