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ÌÎÄÅËI ÂIÄÁÎÐÓ Â ÏÎÏÓËßÖIßÕ Ç ÂIÊÎÂÎÞ ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÞ
Çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà àñèìïòîòè÷íî�� ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ âiêîâèõ ðîçïîäiëiâ

â íåëiíiéíèõ ìîäåëÿõ äèíàìiêè âiêîâî�� ñòðóêòóðè ç ïðîöåñàìè âiäáîðó.

The conditions of the existence and the asymptotic behaviour of the stationary age-
distribution of non-linear continuous population model with selection process have been described.

Âñòóï. Íåïåðåðâíi ìîäåëi äèíàìiêè âi-
êîâî�� ñòðóêòóðè áiîëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié âæå
äîâãèé ÷àñ c îá'cêòîì äîñëiäæåííÿ [1 � 5].
Ïðîñòiøèì ïðèêëàäîì ñòðóêòóðîâàíî�� ìî-
äåëi çà âiêîì c ëiíiéíà ìîäåëü ôîí Ôîåðñòå-
ðà. Âîíà ìàc âèãëÿä [1]

∂x

∂τ
+

∂x

∂t
= −µ(τ)x, t, τ > 0,

x(0, t) =

∞∫

0

b(τ)x(τ, t)dτ, t > 0,

x(τ, 0) = ϕ(τ), τ ≥ 0,

äå x(τ, t) � âiêîâà ãóñòèíà ÷èñåëüíîñòi îñî-
áèí â ïîïóëÿöi��, µ(τ), b(τ) � ôóíêöi��, ùî îïè-
ñóþòü ïðèðîäíi ïðîöåñè âèæèâàííÿ òà íà-
ðîäæóâàíîñòi âiäïîâiäíî, ϕ(τ) � ïî÷àòêîâèé
ðîçïîäië âiêîâîãî ñêëàäó.

Çãîäîì áóëè ðîçãëÿíóòi äåÿêi óçàãàëüíå-
ííÿ ëiíiéíî�� ìîäåëi, çîêðåìà â ïðàöi [2] âè-
â÷àëàñü ìîäåëü ó âèïàäêó, êîëè êîåôiöicíò
µ çàëåæèòü ëiíiéíî ùå é âiä ãóñòèíè x.

Ó ïðàöÿõ [3, 4, 5] çäiéñíåíî ðiçíîïëàíî-
âèé àíàëiç ìîäåëi ó âèïàäêó, êîëè ïàðàìå-
òðè µ òà b äîâiëüíèì ÷èíîì çàëåæàòü âiä
çàãàëüíî�� ÷èñåëüíîñòi îñîáèí, àáî äåÿêèõ
��õ õàðàêòåðèñòèê. Íàïðèêëàä, â ïðàöi [5]
äîñëiäæócòüñÿ ìîäåëü

∂x

∂τ
+

∂x

∂t
= −µ(τ, S1(t))x(τ, t), τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫

0

b(τ, S2(t))x(τ, t)dτ, t > 0, (1)

x(τ, 0) = ϕ(τ), τ ≥ 0,

äå S1(t), S2(t) � äåÿêi çâàæåíi ÷èñåëüíîñòi
îñîáèí, òîáòî

S1(t) =

∞∫

0

γ1(τ)x(τ, t)dτ,

S2(t) =

∞∫

0

γ2(τ)x(τ, t)dτ. (2)

Çîêðåìà, â öié ïðàöi äîâåäåíi òåîðåìà
iñíóâàííÿ òà cäèíîñòi íåâiä'cìíîãî ðîçâ'ÿç-
êó, òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíîãî
ðîçïîäiëó âiêîâî�� ñòðóêòóðè òà òåîðåìà ïðî
ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó, àëå îäåð-
æàíi ðåçóëüòàòè ôîðìóëþþòüñÿ â äîñèòü çà-
ãàëüíîìó âèãëÿäi.

Ó äàíié ðîáîòi âèâ÷àcòüñÿ ïèòàííÿ âïëè-
âó ïðîöåñiâ âiäáîðó íà äèíàìiêó âiêîâî��
ñòðóêòóðè áiîëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié.

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü. Ìåõàíiçì âiäáî-
ðó â ïîïóëÿöiÿõ ç âiêîâîþ ñòðóêòóðîþ ìî-
æíà âðàõóâàòè, ÿêùî â ìîäåëi (1) âèäiëè-
òè îêðåìî ôàêòîðè, ùî îïèñóþòü ïðîöåñè
âiäáîðó. Ó çâ'ÿçêó ç öèì áóäåìî ðîçãëÿäàòè
ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äèíàìiêè âiêîâî�� ñòðó-
êòóðè ó âèãëÿäi

∂x

∂τ
+

∂x

∂t
= −(µ(τ) + f(S1))x(τ, t),

τ, t > 0, (31)

x(0, t) =

∞∫

0

β(S2)b(τ)x(τ, t)dτ, t > 0, (32)

x(τ, 0) = ϕ(τ), τ ≥ 0, (33)
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äå S1(t), S2(t) âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíîøåí-
íÿìè (2), µ(τ), b(τ) � êîåôiöicíòè ïðèðî-
äíî�� ñìåðòíîñòi òà íàðîäæóâàíîñòi, ôóíêöi��
f(S1), β(S2) âèçíà÷àþòü ïðîöåñè âiäáîðó,
ϕ(τ) � ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië.

Çðîáèìî òàêi ïðèïóùåííÿ âiäíîñíî ïàðà-
ìåòðiâ ñèñòåìè (31) � (33):

1) µ(τ), b(τ) ∈ C(R+), ϕ(τ) ∈ C1(R+) ∩
L1(R+); R+ = [0,∞);

2) f(0) = 0, f(S) < ∞, 0 ≤ f ′(S) < ∞,
β′(S) < 0, S ∈ R+;

3) µ(τ), b(τ), ϕ(τ), f(S), β(S) ≥ 0, τ, S ∈
R+;

4) ϕ(0) =

∞∫

0

b(τ)β(S̃2)ϕ(τ)dτ ,

S̃2 =

∞∫

0

γ2(τ)ϕ(τ)dτ ;

5) 0 ≤ γi(τ) < γ, γi(τ) ∈ C(R+), i = 1, 2.
Çàóâàæåííÿ. Ñèñòåìà (31) � (33) ìàc

cäèíèé íåâiä'cìíèé ðîçâ'ÿçîê x(τ, t) ∈
C[0,∞) × [0, T ] , 0 < T < ∞, îñêiëüêè âî-
íà c ÷àñòèííèì âèïàäêîì ñèñòåìè (1), ÿêà
äîñëiäæóâàëàñÿ â [5].

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Ðîçãëÿíåìî òå-
ïåð ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíèõ âiêîâèõ
ñòðóêòóð, îñêiëüêè ñàìå òàêi ðåæèìè íàé÷à-
ñòiøå ðåàëiçóþòüñÿ â ïðèðîäi i ìàþòü êîí-
êðåòíå ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìî-
âè 2), 3), 5) i

β(0) >
1

∞∫
0

b(τ)e
−

τ∫
0

µ(ξ)dξ
dτ

, (4)

òîäi çàäà÷à (31) � (32) ìàc cäèíèé ñòàöiî-
íàðíèé ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè x(τ)
âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿíü (äëÿ ñïðîùåííÿ âè-
êëàäåíü íàäàëi ïðèïóñòèìî, ùî γ1(τ) =
γ2(τ) = γ(τ))

dx(τ)

dτ
= −(µ(τ) + f(S))x(τ), (51)

x(0) =

∞∫

0

b(τ)β(S)x(τ)dτ, (52)

äå

S =

∞∫

0

γ(τ)x(τ)dτ. (6)

Iç ðiâíÿííÿ (51) ìàcìî

x(τ) = x(0)Λ(τ)e−f(S)τ , (7)

äå Λ(τ) = e
−

τ∫
0

µ(ξ)dξ
.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ x(0), S iç
ñïiââiäíîøåíü (52), (6) îäåðæócìî ñèñòåìó
ðiâíÿíü

1 = β(S)

∞∫

0

K(τ)e−f(S)τdτ, (81)

S = x(0)

∞∫

0

γ(τ)Λ(τ)e−f(S)τdτ, (82)

äå K(τ) = b(τ)Λ(τ).
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

Φ(S) = β(S)

∞∫

0

K(τ)e−f(S)τdτ.

Iç óìîâè 2) ìàcìî, ùî Φ′(S) < 0, S ∈ R+.
Òîäi Φ(S) c ìîíîòîííî ñïàäíîþ ôóíêöicþ i
ðiâíÿííÿ (81) ìàc cäèíèé ðîçâ'ÿçîê S > 0,
ÿêùî Φ(0) > 1, ùî çàáåçïå÷ócòüñÿ óìîâîþ
(4). ßêùî ðîçâ'ÿçîê S ç ðiâíÿííÿ (81) çíà-
éäåíî, òî ç ðiâíÿííÿ (82) äiñòàíåìî

x(0) =
S

∞∫

0

γ(τ)Λ(τ)e−f(S)τdτ

. (9)

À öå çíà÷èòü, ùî ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i (31) � (32) âèçíà÷àcòüñÿ îäíîçíà÷íî.
Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.

Îñíîâíîþ çàäà÷åþ â ïîïóëÿöiéíié åêî-
ëîãi�� c äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ
ïðîöåñiâ, îñêiëüêè ñàìå öåé ôàêò ãàðàíòóc
ðåàëiçàöiþ òàêèõ ïðîöåñiâ â ðåàëüíèõ áiîëî-
ãi÷íèõ ñèñòåìàõ.

Íåõàé x(τ) c ñòàöiîíàðíèì ðîçâ'ÿçêîì çà-
äà÷i (31), (32). Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçâ'ÿçîê
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öic�� çàäà÷i ïðè ïî÷àòêîâié óìîâi (33) iñíóc
äëÿ âñiõ τ , t ∈ R+ i ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåç
x(τ, t, ϕ) (íàäàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè é
ïîçíà÷åííÿ x(τ, t)).

Îçíà÷åííÿ 1. Ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê
x(τ) ñèñòåìè (31) � (32) íàçèâàcòüñÿ ñòié-
êèì çà Ëÿïóíîâèì, ÿêùî ∀ε > 0 çíàéäå-
òüñÿ δε > 0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ δ ∈ (0, δε)
ç óìîâè |ϕ(τ) − x(τ)| < δ, τ ∈ R+ âèïëèâàc
|x(τ, t, ϕ)− x(τ)| < ε äëÿ âñiõ t > 0, τ ∈ R+.

Îçíà÷åííÿ 2. Ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê
x(τ) íàçèâàcòüñÿ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì,
ÿêùî âií c ñòiéêèì çà Ëÿïóíîâèì i äëÿ âñiõ
ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü ϕ(τ), ùî çàäîâîëüíÿ-
þòü íåðiâíiñòü |ϕ(τ) − x(τ)| < δ, τ ∈ R+

ìàcìî
lim
t→∞

x(τ, t, ϕ) = x(τ), τ ∈ R+.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíîãî
ðîçïîäiëó x(τ) â ñèñòåìi (31) � (32) ïîêëàäå-
ìî

x(τ, t) = x(τ) + ξ(τ, t).

Ïðè öüîìó äiñòàíåìî àâòîíîìíó ñèñòåìó
ðiâíÿíü, äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ÿêî�� äî-
ñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ñòiéêiñòü âiäïîâiäíî�� ëi-
íåàðèçîâàíî�� ñèñòåìè [6] âèãëÿäó

∂ξ

∂τ
+

∂ξ

∂t
= −(µ(τ) + f(S))ξ(τ, t)−

−f ′(S)x(τ)

∞∫

0

γ(τ)ξ(τ, t)dτ,

ξ(0, t) = β(S)

∞∫

0

b(τ)ξ(τ, t)dτ + β′(S)×

×
∞∫

0

b(τ)ξ(τ)dτ

∞∫

0

γ(τ)ξ(τ, t)dτ, (10)

äå S � êîðiíü ðiâíÿííÿ (81).
Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (10) øóêàcìî ó âèãëÿäi

ξ(τ, t) = ξ(τ)eλt.

Äëÿ ξ(τ) ìàcìî ñèñòåìó

dξ(τ)

dτ
= −(λ + µ(τ) + f(S))ξ − pω(τ), (11)

ξ(0) =

∞∫

0

b(τ)β(S)ξ(τ)dτ+

+β′(S)p

∞∫

0

b(τ)x(τ)dτ, (12)

äå

p =

∞∫

0

γ(τ)ξ(τ)dτ, ω(τ) = f ′(S)x(τ). (13)

Âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (13), ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (11) ïðåäñòàâèìî â âèãëÿäi

ξ(τ) = ξ(0)(e−λτ − gλfλ(τ))Λ(τ)e−f(S)τ , (14)

äå

gλ =

f ′(S)x(0)
∞∫
0

γ(τ)Λ(τ)e−f(S)τdτ

1 + f ′(S)x(0)
∞∫
0

γ(τ)Λ(τ)fλ(τ)e−f(S)τdτ

,

(15)

fλ(τ) =

τ∫

0

eλ(s−τ)ds. (16)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (14) â (12), äiñòàíåìî õàðà-
êòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ λ:

1 =

∞∫

0

(β(S)b(τ) + β′(S)kγ(τ))×

×(e−λτ − gλfλ(τ))Λ(τ)e−f(S)τdτ, (17)

äå

k =

∞∫

0

b(τ)x(τ)dτ. (18)

Ïiäñóìócìî íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ ó
âèãëÿäi òåîðåìè.

Òåîðåìà 2. Ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê
x(τ) çàäà÷i (31) � (32) àñèìïòîòè÷íî ñòié-
êèé, ÿêùî âñi êîðåíi ðiâíÿííÿ (17) ìàþòü
âiä'cìíi äiéñíi ÷àñòèíè.

×àñòèííèé âèïàäîê. Â ÿêîñòi ðiâíÿíü
(31) � (32) áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìó

∂x

∂τ
+

∂x

∂t
= −f(S)x, τ, t > 0,
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x(0, t) =

∞∫

0

β(S)e−ατx(τ, t)dτ,

t > 0, α > 0, (19)

äå S =

∞∫

0

x(τ, t)dτ .

Äëÿ öüîãî âèïàäêó ç (81) îäåðæèìî ðiâ-
íÿííÿ

β(S)− f(S) = α, (20)

ÿêå ìàc cäèíèé ðîçâ'ÿçîê S > 0 ïðè âèêî-
íàííi óìîâè 2) i (4), ïðè÷îìó íåðiâíiñòü (4)
íàáóâàc âèãëÿäó β(0) > α.

Iç ñïiââiäíîøåíü (9), (18), (15) âèïëèâàc,
ùî

x(0) = Sf(S), k =
Sf(S)

f(S) + α
,

gλ =
f ′(S)f(S)S

f(S) + f ′(S)S + α
.

Òîäi äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ
(17) ìàcìî

β(S)

λ + β(S)

(
1 +

gλ

λ

)
+

β′(S)

β(S)
×

× Sf(S)

λ + f(S)

(
1 +

gλ

λ

)
= 1 +

gλ

λ
+

gλ

λ

β′(S)

β(S)
S.

Âðàõîâóþ÷è, ùî β(S) = f(S) + α òà âè-
ðàç äëÿ gλ, öå ðiâíÿííÿ ìîæíà ïðèâåñòè äî
âèãëÿäó

λ2 + λ

(
f(S) + Sf(S)

(
f ′(S)

f(S)
− β′(S)

β(S)

))
+

+Sf(S)(f ′(S)− β′(S)). (21)

Ðiâíÿííÿ (21) ìàc êîðåíi ç âiä'cìíîþ äié-
ñíîþ ÷àñòèíîþ, ÿêùî

f ′(S) > β′(S). (22)

Îòæå, îòðèìàíà óìîâà ñòiéêîñòi (22)
ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ ñèñòåìè (19)
âèïèñócòüñÿ â ÿâíié ôîðìi ÷åðåç ïàðàìå-
òðè öic�� ñèñòåìè. Âiäçíà÷èìî, ùî óìîâà (22)

âèìàãàc âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi ëèøå â îäíié
òî÷öi S, äå S � êîðiíü ðiâíÿííÿ (20).
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