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ÒOÏÎËÎÃIß ÃIÏÅÐÏÐÎÑÒÎÐIÂ ÊÎÍÒÈÍÓÓÌIÂ ÇÀÄÀÍÎÃÎ ÂÈÌIÐÓ
ÃÀÓÑÄÎÐÔÀ Â ÑÊIÍ×ÅÍÍÎÂÈÌIÐÍÎÌÓ ÊÓÁI

Äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (αi), 1 < α1 < α2 < . . . < n, ïîñëiäîâíiñòü
ãiïåðïðîñòîðiâ êîíòèíóóìiâ â In, âèìið Ãàóñäîðôà ÿêèõ > αi, óòâîðþ¹ Fσ-ïîãëèíàþ÷ó ïîñëi-
äîâíiñòü â expc(In).

It is proved that the sequence of continuum hyperspaces in In with Hausdor� dimension > αi

constructs Fσ-absorbing sequence in expc(In) for arbitrary sequence (αi)1 < α1 < α2 < . . . < n.

Âñòóï

Ðiçíèìè àâòîðàìè ðîçãëÿäàëèñÿ ãiïåð-
ïðîñòîðè êîìïàêòiâ (êîíòèíóóìiâ) çàäàíî-
ãî âèìiðó Ëåáåãà (äèâ., íàïðèêëàä, [3,4,5,8]).
Çîêðåìà, â [8] äîâåäåíî, ùî ñèñòåìà ìíî-
æèí (dim≥k(Q))k∈N∪{0} ãîìåîìîðôíà ñèñòå-
ìi ìíîæèí (B(Q)k × Q × Q . . .)k∈N∪{0}; òóò
Q îçíà÷à¹ ãiëüáåðòiâ êóá, Q =

∞∏
i=1

[−1, 1]i,

B(Q) = Q\
∞∏
i=1

(−1, 1)i � ïñåâäîìåæó â Q, à
dim≥k(Q) � ñiì'ÿ ìíîæèí â Q âèìiðó Ëåáåãà
≥ k; âîíà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ïiäïðîñòið â ãi-
ïåðïðîñòîði exp(Q) (îçíà÷åííÿ äèâ. íèæ÷å).

Àâòîð [6] äîâiâ àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ
ñèñòåìè ãiïåðïðîñòîðiâ êîìïàêòiâ çàäàíîãî
âèìiðó Ãàóñäîðôà â ñêií÷åííîâèìiðíîìó êó-
ái. Â öié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ãiïåðïðîñòið
ïiäêîíòèíóóìiâ çàäàíîãî âèìiðó Ãàóñäîðôà.
Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ¹ òåîðåìà 1, ÿêà äà¹
îïèñ òîïîëîãi¨ ñèñòåìè (Dc

>αi
(In))∞i=1, äå 1 ≤

α1 < α2 < . . . < αk < . . . < n; òóò Dc
>α(In) �

ñiì'ÿ ïiäêîíòèíóóìiâ â In âèìiðó Ãàóñäîðôà
> α.

Ïîçíà÷åííÿ i ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Òèïîâó ìåòðèêó ïîçíà÷à¹ìî d. Äiàìåòð
ïiäìíîæèíè A â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ïî-
çíà÷à¹ìî diam(A). Äëÿ äîâiëüíîãî ïîêðèòòÿ
U ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó îçíà÷èìî mesh(U)
ÿê sup{diam(U)|U ∈ U}. Äëÿ x ∈ X i ε > 0

ìíîæèíà Oε(x) = {y ∈ X|d(x, y) < ε} ¹
âiäêðèòîþ ε-êóëåþ ç öåíòðîì â x.

×åðåç Q ìè ïîçíà÷à¹ìî ãiëüáåðòiâ êóá,
Q =

∞∏
i=1

[−1, 1]i. Êëàñ àáñîëþòíèõ îêîëî-
âèõ ðåòðàêòiâ ïîçíà÷à¹ìî ANR. Çàìêíåíó
ïiäìíîæèíó A â X ∈ ANR íàçèâà¹ìî Z-
ìíîæèíîþ â X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî íå-
ïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ ε : X −→ (0,∞)
iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X −→
X\A, ε-áëèçüêå äî òîòîæíüîãî â ñåíñi, ùî
d(x, f(x)) < ε(x), äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Âêëà-
äåííÿ g : Y −→ X íàçèâà¹ìî Z-âêëàäåííÿì
ÿêùî éîãî îáðàç g(Y ) ¹ Z-ìíîæèíîþ â X.
×åðåç B(Q) ìè ïîçíà÷à¹ìî ïñåâäîìåæó Q,
B(Q) = Q\

∞∏
i=1

(−1, 1)i.

Ãiïåðïðîñòîðè

Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Ãiïåðïðî-
ñòîðîì X íàçèâà¹ìî ïðîñòið exp X íåïîðî-
æíiõ êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí â X ç òîïîëîãi-
¹þ Âi¹òîðiñà. Áàçó öi¹¨ òîïîëîãi¨ ñêëàäàþòü
ìíîæèíè âèãëÿäó

〈V1, ..., Vn〉 = {A ∈ exp X|A ⊂
n⋃

i=1

Vi

i äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, 2, ..., n} A ∩ Vi 6= ∅},
äå V1, ..., Vn ïðîáiãàþòü ñiì'þ âiäêðèòèõ â X
ìíîæèí. Òîïîëîãiÿ Âi¹òîðiñà ïîðîäæó¹òüñÿ
ìåòðèêîþ Ãàóñäîðôà dH ,
dH(A,B) = inf{ε > 0|A ⊂ Oε(B), B ⊂ Oε(A)}.
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Äëÿ n ∈ N, ïîçíà÷à¹ìî expn X ïiäïðî-
ñòið â exp X, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ìíîæèí,
ïîòóæíiñòü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ n. Íåõàé
expω X = ∪{expn X|n ∈ N}.

×åðåç expc(X) ïîçíà÷à¹ìî ïiäïðîñòið â
exp X, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ íåïîðîæíiõ
ïiäêîíòèíóóìiâ â X.

Äëÿ α ∈ [1, n) ïîçíà÷à¹ìî Dc
>α(X) =

{A ∈ expc(X)|dimH(A) > α}.

Âèìið Ãàóñäîðôà

Íåõàé F ïiäìíîæèíà â Rn äëÿ äåÿêîãî n
i s � íåâiä'¹ìíå ÷èñëî. Äëÿ ε > 0 ïîçíà÷èìî

Hs
ε(F ) = inf

B

∑
B∈B

(diamB)s,

äå iíôiíóì áåðåòüñÿ ïî âñiõ ïîêðèòòÿõ B
ìíîæèíè F äëÿ ÿêèõ mesh(B) < ε.

Íåõàé Hs(F ) = lim
ε→0

Hs
ε(F ). Iñíó¹ ¹äèíå

÷èñëî s0, âèìið Ãàóñäîðôà ìíîæèíè F , òà-
êå ùî Hs(F ) = ∞ ÿêùî 0 ≤ s < s0 i
Hs(F ) = 0 ÿêùî s0 < s < ∞(äèâ.[1]). Ïî-
çíà÷à¹ìî, dimH(F ) = s0. Ìíîæèíó F â Rn

íàçèâà¹ìî s-ìíîæèíîþ (0 ≤ s ≤ n), ÿêùî
dimH(F ) = s.

Ïîãëèíàþ÷i ñèñòåìè

Íàãàäà¹ìî êîðîòêî äåÿêi îçíà÷åííÿ ç òå-
îði¨ ïîãëèíàþ÷èõ ñèñòåì; äåòàëüíiøå äèâ.
[2,4,8].

Íåõàé Γ âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà i äëÿ γ ∈
Γ, Mγ � êëàñ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ. Ïîçíà-
÷èìî MΓ = (Mγ)γ∈Γ. MΓ-ñèñòåìîþ â ïðî-
ñòîði X íàçèâà¹òüñÿ çáåðiãàþ÷èé ïîðÿäîê
iíäåêñiâ íàáið (Aγ)γ∈Γ ïiäìíîæèí â X òàêèé,
ùî Aγ ∈Mγ äëÿ êîæíîãî γ.
MΓ-ñèñòåìà X â X ∈ ANR íàçèâà¹òüñÿ

ñèëüíîMΓ-óíiâåðñàëüíîþ â X ÿêùî äëÿ êî-
æíî¨ MΓ-ñèñòåìè (Aγ) â Q, êîæíå âiäîáðà-
æåííÿ f : Q −→ X, ùî ¹ Z-âêëàäåííÿì
íà äåÿêîìó êîìïàêòi K â Q ìîæíà íàáëè-
çèòè Z-âêëàäåííÿì g : Q −→ X òàê, ùî
g|K = f |K i äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ ìà¹ìî
g−1(Xγ)\K = Aγ\K.
MΓ-ñèñòåìà X íàçèâà¹òüñÿ MΓ-

ïîãëèíàþ÷îþ ñèñòåìîþ â X ÿêùî ìíî-

æèíà
⋃

γ∈Γ Xγ ìiñòèòüñÿ â σ-êîìïàêòíié
σ-Z-ìíîæèíi â X i X ¹ ñèëüíî MΓ-
óíiâåðñàëüíîþ â X.

×åðåç Fσ ïîçíà÷à¹ìî êëàñ σ-êîìïàêòíèõ
ïðîñòîðiâ.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò

Òâåðäæåííÿ.
∞⋃

k=1

Dc
>γk

(In) ⊆
∞⋃
i=1

Ai, äå Ai �
Z-ìíîæèíà â expc(In) äëÿ êîæíîãî i ∈ N i
1 ≤ γ1 < γ2 < . . . < γk < . . . < n.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà
Dc

>1(I
n) ¹ σZ-ìíîæèíîþ â ïðîñòîði expc(In).

Îñêiëüêè Dc
>1(I

n) ¹ Fσ-ìíîæèíîþ (äèâ.[6]),
òî ìîæåìî çàïèñàòè Dc

>1(I
n) =

∞⋃
i=1

Ki, äå Ki

� êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó expc(In)
i Ki ⊂ Dc

>1(I
n) äëÿ êîæíîãî i ∈ N.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi ε > 0 i íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ f : Q → expc(In). Íåõàé H i
l � âiäîáðàæåííÿ, îçíà÷åíi â äîâåäåííi òå-
îðåìè 1. Ïîçíà÷èìî F (x) = H(f(x), ε/4) i
äëÿ êîæíîãî x ∈ Q îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ
h : Q → expc(In) ôîðìóëîþ

h(x) =
⋃

y,z∈F (x)

l(y, z, ε/2).

Êîðåêòíiñòü âèçíà÷åííÿ i íåïåðåðâíiñòü âiä-
îáðàæåííÿ h äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, ÿê â
äîâåäåííi òåîðåìè 1. Ëåãêî ïåðåêîíàòè-
ñÿ, ùî d̂(f, h) < ε. Îñêiëüêè, çà ïîáóäî-
âîþ, äëÿ êîæíîãî x ∈ Q, ìíîæèíà h(x)
¹ ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì âiäðiçêiâ â In,
òî, çà âëàñòèâîñòÿìè âèìiðó Ãàóñäîðôà,
dimH(h(x)) = 1, òîáòî, äëÿ êîæíîãî i ∈ N,
h[Q] ⊆ expc(In)D

	
c
>1(I

n) ⊂ expc(In)K
	 i. Îò-

æå, äëÿ êîæíîãî i ∈ N, ìíîæèíà Ki ¹ Z-
ìíîæèíîþ â ïðîñòîði expc(In), ùî äîâîäèòü
òâåðäæåííÿ.¤

Òåîðåìà 1. ßêùî n ≥ 2 i Γ = {γk}∞k=1

� çëi÷åííà âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, äå 1 <
γ1 < ... < γk < ... < n, òî ïîñëiäîâíiñòü
{Dc

>γk
(In)}∞k=1 ¹ ñèëüíî Fσ-óíiâåðñàëüíîþ â

expc(In).
Äîâåäåííÿ. Íåõàé ε > 0. Áåç çìåíøåííÿ

çàãàëüíîñòi ïðèïóñòèìî, ùî ε < 1. Âèáåðå-
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ìî ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü σ-êîìïàêòíèõ ïiä-
ìíîæèí {Am}∞m=1 â Q i äëÿ êîæíîãî m ≥ 1

íåõàé Am =
∞⋃

p=1

Ap
m, äå Ap

m � êîìïàêòíi ïiä-

ìíîæèíè â Q. Íåõàé f : Q −→ expc(In) �
âiäîáðàæåííÿ, ùî ¹ Z-âêëàäåííÿì íà äåÿêié
êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi K â Q. Îçíà÷èìî
µ : Q −→ [0, 1

3
ε] íàñòóïíèì ÷èíîì:

µ(x) =
1

3
·min{ε, dH(f(x), f [K])}.

Îñêiëüêè ìíîæèíà exp(In)\ expω(In) ¹ ëî-
êàëüíî ãîìîòîïiéíî çíåõòóâàíîþ â exp(In)
(äèâ. [2]), òî iñíó¹ ãîìîòîïiÿ H : exp(In) ×
I −→ exp(In) òàêà, ùî:
(1) H0 = 1exp(In);
(2) äëÿ êîæíîãî t ∈ (0, 1], Ht(exp(In)) ⊆

expω(In).
Î÷åâèäíî, äîäàòêîâî ìîæåìî ïðèïóñòèòè,
ùî
(3) äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, 1], d̂H(Ht, 1exp(In)) ≤

2t;
(4) äëÿ êîæíîãî t ∈ (0, 1], Ht(exp(In)) ⊆

expω([ t
2
, 1− 3t

4
]n).

Äëÿ êîæíîãî x ∈ Q, x = (xi)
∞
i=1 îçíà÷èìî

x̂ ∈ Q íàñòóïíèì ÷èíîì:

x̂ = ( x1︸︷︷︸, x1, x2︸ ︷︷ ︸, x1, x2, x3︸ ︷︷ ︸, x1, x2, x3, x4︸ ︷︷ ︸, . . .).

Îçíà÷èìî R : Q −→ expc(R2) ôîðìóëîþ

R(x) = [0, 1]× {0} ∪
∞⋃

n=1

{
1− 1

2n

}
×

×
{ [

0, x̂n

2n

]
, x̂n ≥ 0;[

x̂n

2n , 0
]
, x̂n ≤ 0.

Äëÿ âñiõ x, y ∈ In ïîçíà÷èìî xy � âiäðiçîê
â In, ùî ç'¹äíó¹ x i y. Êðiì òîãî, äëÿ x, y ∈ In
i r ∈ [0,∞) íåõàé

l(x, y, r) = {p ∈ xy|d(p, {x, y}) ≤ r}.
Äëÿ êîæíîãî x ∈ Q íåõàé F (x) =

H(f(x), µ(x)). Òîäi, ÿêùî µ(x) > 0, F (x) ¹
ñêií÷åííèì íàáëèæåííÿì êîíòèíóóìó f(x).

Ëåìà. ßêùî n ≥ 2 òî äëÿ êîæíîãî γ ∈
[1, n] iñíó¹ γ-ìíîæèíà Cγ â expc(In).

Äîâåäåííÿ ëåìè. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî
äëÿ n = 2 i γ ∈ [1, 2) iñíó¹ γ-ìíîæèíà â
expc(I2). Ðîçãëÿíåìî ïëîùèíó R2, ÿêó îòî-
òîæíþ¹ìî ç êîìïëåêñíîþ ïëîùèíîþ C i íà-
äiëÿ¹ìî åâêëiäîâîþ ìåòðèêîþ. Çà àíàëîãi¹þ
äî ïîáóäîâè êðèâî¨ Êîõà (äèâ. [1]), ðîçãëÿíå-
ìî ìíîæèíó ÷îòèðüîõ ñòèñêóþ÷èõ âiäîáðà-
æåíü ïîäiáíîñòi ïëîùèíè C â ñåáå, ùî çàëå-
æàòü âiä a ∈ [1

4
, 1

2
), ÿêi îçíà÷èìî íàñòóïíèì

÷èíîì
fa1(z) = z0 + a · (z − z0);
fa2(z) = z0 + a · eiϕ(z − z0) + a;
fa3(z) = z1 + a · e−iϕ(z − z1)− a;
fa4(z) = z1 + a · (z − z1),

äå z0 = 0, z1 = 1 i ϕ = arccos( 1
2a
− 1).

×åðåç Φa ⊂ I2 ïîçíà÷èìî iíâàðiàíòíó
ìíîæèíó äëÿ iòåðîâàíî¨ ñèñòåìè âiäîáðà-
æåíü
{fa1, fa2, fa3, fa4} (äèâ.[1]). Ëåãêî áà÷èòè,
ùî äëÿ êîæíîãî s ìà¹ìî Hs((fa)i(Φa) ∩
(fa)j(Φa)) = 0 äëÿ i 6= j, òîìó äëÿ a ∈ [1

4
, 1

2
),

Φa � ñàìî-ïîäiáíà ìíîæèíà (äèâ. [1]). Òàêèì
÷èíîì, ìè ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî âè-
ìið Ãàóñäîðôà ñïiâïàäà¹ ç similarly dimensi-
on ìíîæèíè Φa (äèâ. [1]). Òîìó, dimH(Φa) =
γ, äå γ � ¹äèíå äîäàòí¹ ÷èñëî äëÿ ÿêîãî
4 · aγ = 1. Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî a íåïåðåðâíî
çðîñòà¹ âiä 1

4
äî 1

2
òî γ íåïåðåðâíî çðîñòà¹

âiä 1 äî 2.
ßêùî E ⊂ Rm � s-ìíîæèíà, òî E × I �

(s+1)-ìíîæèíà â Rm+1 (äèâ. [1]). Òàêèì ÷è-
íîì, äëÿ êîæíîãî γ ∈ [1, n] iñíó¹ γ-ìíîæèíà
Cγ â expc(In), ÿêà ìîæå áóòè ïîáóäîâàíà íà-
ñòóïíèì ÷èíîì

Cγ =

{
Φa × I[γ]−1, äå 4 · aγ−[γ]+1 = 1 i γ 6∈ N;
Φa × Iγ−1, äå a = 1

4
i γ ∈ N.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ êîæíîãî γ ∈ [1, n],
Cγ ∈ expc(In). Ëåìó äîâåäåíî. ¤

Çàïèøåìî N ÿê äèç'þíêòíå îá'¹äíàííÿ
íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi íåñêií÷åííèõ ìíî-
æèí, íåõàé, N1,N2, .... Çà ëåìîþ 1 äëÿ
êîæíîãî γ ∈ [1, n] iñíó¹ γ-ìíîæèíà â
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expc(In), íåõàé Cγ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ
êîæíîãî γ ∈ [1, n], çà ïîáóäîâîþ Cγ,
(0, 0, ..., 0), (1, 0, ..., 0) ∈ Cγ. Äëÿ p ≥ 1 i
i ∈ Np, íåõàé Si = Cγp+1 � γp+1-ìíîæèíà â
expc(In).

Îçíà÷èìî äëÿ êîæíîãî i ∈ N íåïåðåðâíó
ôóíêöiþ ϕi : I −→ exp(In) çà ôîðìóëîþ

ϕi(t) = Ht(Si) ∪ {(0, 0, ..., 0), (1, 0, ..., 0)}.
Òîäi ϕi(0) = Si i ϕi((0, 1]) ⊆ expω(In).

Íåõàé i(m, p) � p-èé åëåìåíò Nm.
Äëÿ âñiõ m, p ∈ N i x ∈ Q íåõàé

Ti(m,p)(x) =

=





ϕi(m,p)(dQ(x,Ap
m)),

ÿêùî dQ(x, Ap
m) = 0;⋃

a,b∈ϕi(m,p)(dQ(x,Ap
m))

l(a, b, 2dQ(x,Ap
m)),

ÿêùî dQ(x, Ap
m) > 0.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü êîìïàêòíèõ
ïiäìíîæèí {Bi}∞i=1 â In, ùî çáiãà¹òüñÿ äî òî-
÷êè (1, 0, ..., 0), îçíà÷åíó íàñòóïíèì ÷èíîì:

B1 = 1
2
In;

B2 = 1
22 In + 1

2
y0;

· · ·
Bk = 1

2k In +
(
1− 1

2k−1

)
y0;

· · ·
äå y0 = (1, 0, ..., 0).

Íåõàé βi : In −→ Bi � ãîìåîìîðôiçì. Äëÿ
äîâiëüíîãî λ ∈ (0, 1] i y ∈ In íåõàé (βi)

λ
y =

λβi + y + λy0, äå y0 = (1, 0, ..., 0).
Òåïåð îçíà÷èìî øóêàíå âiäîáðàæåííÿ h :

Q −→ expc(In) íàñòóïíèì ÷èíîì:

h(x) =
⋃

y,z∈F (x)

l(y, z, 2µ(x))∪

∪
⋃

y∈F (x)


y +

µ(x)

4
(R(x)× {(0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸

(n−2)

})


∪

⋃

y∈F (x)

∞⋃
m=1

∞⋃
p=1

(βi(m,p))
µ(x)/4
y ◦ Ti(m,p)(x)∪

∪
⋃

y∈F (x)

[
y +

µ(x)

2
y0 +

µ(x)

4
(R(x)×

{(0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
(n−2)

})
]
.

Ïîçíà÷èìî

hy(x) =


y +

µ(x)

4
(R(x)× {(0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸

(n−2)

})


∪

∪
∞⋃

m=1

∞⋃
p=1

(βi(m,p))
µ(x)/4
y ◦ Ti(m,p)(x)∪


y +

µ(x)

2
y0 +

µ(x)

4
(R(x)× {(0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸

(n−2)

})




Òîäi, ìîæåìî çàïèñàòè h(x) =⋃
y,z∈F (x)

l(y, z, 2µ(x)) ∪ ⋃
y∈F (x)

hy(x)

CLAIM 1: Âiäîáðàæåííÿ h � îçíà÷åíå
êîðåêòíî, íåïåðåðâíå i çàäîâiëüíÿ¹ h|K =
f |K . Áiëüøå òîãî, äëÿ êîæíîãî x ∈ Q,
dH(f(x), h(x)) ≤ 11

12
min{ε, d(f(x), f [K])}.

(a) Íåõàé x ∈ Q. Òîäi çà (4), F (x) ⊆
[µ(x)/2, 1− 3µ(x)/4]n, ùî îçíà÷à¹, ùî⋃
y,z∈F (x)

l(y, z, 2µ(x)) ⊆ [µ(x)/2, 1− 3µ(x)/4]n i

îñêiëüêè äiàìåòð ìíîæèíè hy(x) íå ïåðåâè-
ùó¹ 3µ(x)/4 äëÿ êîæíîãî y ∈ F (x), ìîæåìî
ñòâåðäæóâàòè, ùî h(x) ⊆ In.

(b) ßêùî µ(x) > 0, òî h(x) � êîìïàêòíà i
íåïîðîæíÿ, ÿê ñêií÷åííå îá'¹äíàííÿ êîìïà-
êòíèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí. ßêùî µ(x) = 0,
òî h(x) = f(x), ùî ¹ òàêîæ êîìïàêòíîþ i
íåïîðîæíüîþ. Îòæå, äëÿ êîæíîãî x ∈ Q,
h(x) ∈ exp(In).

(c) h(x) � çâ'ÿçíà. Çàóâàæèìî, ùî äîñòà-
òíüî ïîêàçàòè, ùî

P1 =
⋃

y,z∈F (x)

l(y, z, 2µ(x))

i

P2 =
⋃

a,b∈ϕi(m,p)(dQ(x,Ap
m))

l(a, b, 2dQ(x,Ap
m))
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çâ'ÿçíi ìíîæèíè. Ïðèïóñòèìî, ùî P1 � íå-
çâ'ÿçíà. Òîäi, ìîæåìî çàïèñàòè P1 ÿê U ∪V ,
äå U i V � äèç'þíêòíi íåïîðîæíi âiäêðèòi
ïiäìíîæèíè â P1. Ïîçíà÷èìî F = U ∩ F (x)
i G = V ∩ F (x). Òîäi îáèäâi F i G � íåïîðî-
æíi. Îñêiëüêè çà (3) ìà¹ìî dH(f(x), F∪G) ≤
2µ(x), çâiäñè ñëiäó¹, ùî f(x) ⊆ B(F, 2µ(x))∪
B(G, 2µ(x)) (äå B(A, δ) � çàìêíåíèé δ-îêië
ìíîæèíè A). Iç çâ'ÿçíîñòi f(x) i òîãî ôàêòó,
ùî îáèäâi ìíîæèíè F i G � íåïîðîæíi, ñëi-
äó¹ ùî

B(F, 2µ(x)) ∩B(G, 2µ(x)) 6= ∅.
Îòæå, iñíóþòü a ∈ F i b ∈ G òàêi, ùî
d(a, b) ≤ 4µ(x). Òàêèì ÷èíîì, 1

2
(a + b) íàëå-

æèòü i ìíîæèíi U i V . Ìè îòðèìàëè ïðîòè-
ði÷÷ÿ. Çâ'ÿçíiñòü ìíîæèíè P2 äëÿ äîâiëüíèõ
m, p ∈ N äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

(d) Î÷åâèäíî, ùî h � íåïåðåðâíå.
(e) Çàôiêñó¹ìî x ∈ Q. Î÷åâèäíî, ùî

dH(f(x), h(x)) ≤ 2µ(x)+3µ(x)/4 = 11µ(x)/4,
çâiäêè ñëiäó¹, ùî dH(f(x), h(x)) ≤
11
12

min{ε, dH(f(x), f [K])}. Îñòàííÿ íåðiâ-
íiñòü îçíà÷à¹, ùî h|K = f |K .

CLAIM 2: Âiäîáðàæåííÿ h � ií'¹êòèâíå.

Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ç Claim 1 i òîãî,
ùî f � âêëàäåííÿ, ñëiäó¹, ùî

h[Q\K] ∩ h[K] = ∅. (∗)
Çàôiêñó¹ìî òåïåð äîâiëüíi x, y ∈ Q. ßêùî
îáèäâi òî÷êè x i y íàëåæàòü K, òî îñêiëü-
êè h|K = f |K i f � âêëàäåííÿ, ìà¹ìî, ùî ç
ðiâíîñòi h(x) = h(y) ñëiäó¹ ðiâíiñòü x = y.
ßêùî x 6∈ K i y ∈ K, òî ç (∗) ñëiäó¹, ùî
h(x) 6= h(y). Îòæå, íå çìåíøóþ÷è çàãàëü-
íîñòi, ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî x, y ∈ Q\K.
Òîäi µ(x) i µ(y) � äîäàòíi.

Íåõàé x 6= 0 i y 6= 0. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó,
ùî µ(x) = µ(y). Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå,
òîáòî ïðèïóñòèìî, ùî µ(x) < µ(y). Iñíó¹ òî-
÷êà m = (m1, .., mn) ∈ h(x) òàêà, ùî m1 ≤ p1

äëÿ êîæíîãî p ∈ h(x). Áiëüøå òîãî, òî÷êà m
¹ åëåìåíòîì F (x) i, î÷åâèäíî, F (y).

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ïiäìíîæèí
{li}∞i=1 â In òàêó, ùî äëÿ êîæíîãî i ∈ N li =

m + µ(x)/4
(
[0, 1]× {

1
2i

} ∪ [0, 1]× {− 1
2i

}) ×
{(0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸

(n−2)

}. Îñêiëüêè x 6= 0 i y 6= 0, òî

ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ âñiõ, êðiì ñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi, i ∈ N, ìíîæèíè li ∩ h(x) i li ∩ h(y)
� ñêií÷åííi. Îñêiëüêè µ(x) < µ(y) òî, çà
ïîáóäîâîþ âiäîáðàæåííÿ R, iñíó¹ N ∈ N
òàêå, ùî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè li ∩ h(y) ¹
ìåíøîþ íiæ N äëÿ âñiõ, êðiì ñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi, i ∈ N. Ç iíøîãî áîêó, ïîòóæíiñòü
ìíîæèíè li ∩ h(x) � çðîñòà¹, ÿêùî i çðî-
ñòà¹. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ i0 ∈ N òàêå, ùî
ïîòóæíiñòü ìíîæèíè li ∩ h(y) ¹ ìåíøîþ
íiæ ïîòóæíiñòü ìíîæèíè li ∩ h(x), òîáòî
li ∩ h(y) 6= li ∩ h(x) äëÿ âñiõ, êðiì ñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi i ≥ i0. Ìè îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ ç
h(x) = h(y). Öå îçíà÷à¹, ùî µ(x) = µ(y).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî òî÷êó m̂ = (m̂1, ..., m̂n)
òàêó, ùî p1 ≤ m̂1 äëÿ êîæíîãî p ∈ h(x).
Îñêiëüêè µ(x) = µ(y), òî

m∗ = (m̂1−3µ(x)/4, m̂2, ..., m̂n) ∈ F (x)∩F (y).

Îñêiëüêè F (x) i F (y) � ñêií÷åííi, m̂1 � ìà-
êñèìàëüíà, i âiäðiçîê

[
0, x̂n

2n

]
ìà¹ äîâæèíó íå

áiëüøó ÿê 1
2n (n ∈ N), òî iñíóþòü îêië U òî-

÷êè m̂ i ξ ∈ (0, 1) òàêi, ùî

U ∩ h(x) = m∗ +
µ(x)

2
(1, 0, ..., 0)+

+
µ(x)

4

(
R(x)∩([ξ, 1]×[−ξ, ξ])×{(0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸

(n−2)

}
)

=

= m∗ +
µ(y)

2
(1, 0, ..., 0)+

+
µ(y)

4

(
R(y)∩([ξ, 1]×[−ξ, ξ])×{(0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸

(n−2)

}
)

.

Îñêiëüêè êîîðäèíàòè x çóñòði÷àþòüñÿ íå-
ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàç â êîîðäèíàòàõ x̂ (íà
âêàçàíèõ ìiñöÿõ), i òå æ ¹ ñïðàâåäëèâèì äëÿ
y, òî çâiäñè î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâà¹, ùî
x = y.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî x = 0. Äîâåäåìî,
ùî y = 0. Çíîâó ðîçãëÿäà¹ìî òî÷êó m̂ ∈
h(x). Íåõàé m̂∗ = (m̂1 − µ(x)/4, m̂2, ..., m̂n)
i m̂∗ = (m̂1 − µ(y)/4, m̂2, ..., m̂n). Îñêiëüêè
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F (x) i F (y) � ñêií÷åííi, m̂1 � ìàêñèìàëüíà i
x = 0, òî iñíóþòü îêië U òî÷êè m̂ i ξ1, ξ2, ξ3 ∈
(0, 1) òàêi, ùî

U ∩ h(x) = m̂∗ +
µ(x)

4

(
R(x) ∩ ([ξ1, 1]×

×[−ξ1, ξ1])× {(0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
(n−2)

}
)

=

= [m̂1 − ξ2, m̂1]× {(0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
(n−1)

} =

= m̂∗ +
µ(y)

4

(
R(y) ∩ ([ξ3, 1]× [−ξ3, ξ3])×

×{(0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
(n−2)

}
)

.

Îñêiëüêè êîîðäèíàòè y çóñòði÷àþòüñÿ íå-
ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàç â êîîðäèíàòàõ ŷ, òî
îñòàííÿ ðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî y = 0.

CLAIM 3: Äëÿ êîæíîãî k ìà¹ìî:
h−1[Dc

>γk
(In)]\K = Ak\K.

Âèáåðåìî x ∈ Q\K. ßêùî x ∈ Ak äëÿ
äåÿêîãî k, òî x ∈ Ap

k äëÿ äåÿêîãî p, çâiäñè
dQ(x,Ap

k) = 0 i Ti(k,p)(x) = Sp, äå, çà ïîáó-
äîâîþ, Sp ¹ γk+1-ìíîæèíîþ â expc(In). Öå
îçíà÷à¹, ùî h(x) ìiñòèòü γk+1-ìíîæèíó, à
òîìó dimH(h(x)) ≥ γk+1 (äèâ. [1]) i h(x) ∈
Dc

>γk
(In).

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî x 6∈ Ak (äëÿ äåÿêî-
ãî k ∈ N), òî dQ(x,Ap

k′) > 0 äëÿ êîæíî-
ãî p ∈ Nk′ i k′ ≥ k. Òîìó äëÿ òàêèõ k′ i
p, Ti(k′,p)(x) ¹ 1-ìíîæèíîþ, îñêiëüêè âîíà ¹
ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì 1-ìíîæèí. Òàê ÿê
ìíîæèíà

⋃
y,z∈F (x)

l(y, z, 2µ(x)) ¹ 1-ìíîæèíîþ,

ÿê çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ 1-ìíîæèí i ìíîæè-
íà R(x) ¹ 1-set, ÿê çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ 1-
ìíîæèí, ëåãêî áà÷èòè, ùî h(x) ¹ îá'¹äíàí-
íÿì çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi 1-ìíîæèí i çëi÷åí-
íî¨ êiëüêîñòi γ-ìíîæèí, äå γ ≤ γk. Òîáòî,
h(x) 6∈ Dc

>γk
(In).

Òàêèì ÷èíîì, h−1[Dc
>γk

(In)]\K = Ak\K.

CLAIM 4: Âiäîáðàæåííÿ h � Z-
âêëàäåííÿ.

Îñêiëüêè h[K] = f [K] � Z-ìíîæèíà, äî-
ñèòü ïîêàçàòè, ùî h[Y ] � Z-ìíîæèíà, ÿêùî
Y ⊆ Q\K � êîìïàêò. Àëå öå î÷åâèäíî òîìó,
ùî êîæíèé êîíòèíóóì â h[Y ] ìiñòèòü âiëüíó
äóãó, òîáòî ãîìîòîïiÿ A 7−→ Bδ(A) = {p ∈
In|d(p,A) ≤ δ} âiäîáðàæà¹ expc(In) â äîïîâ-
íåííÿ äî h[Y ], äëÿ êîæíîãî äîäàòíüîãî δ i ¹
δ-áëèçüêîþ äî òîòîæíüîãî âiäîáðàæåííÿ.

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè. ¤

Âèñíîâêè

Ç òåîðåìè 1 òà ñòàíäàðòíèõ ðåçóëüòàòiâ
òåîði¨ ïîãëèíàþ÷èõ ñèñòåì âèïëèâà¹ íàñëi-
äîê, ùî äà¹ çìîãó îïèñàòè òîïîëîãiþ ñèñòå-
ìè ãiïåðïðîñòîðiâ êîíòèíóóìiâ çàäàíîãî âè-
ìiðó Ãàóñäîðôà.

Íàñëiäîê. Ñèñòåìè (Dc
>γi

(In))∞i=1 i
(B(Q)i ×Q×Q× · · · )∞i=1 � ãîìåîìîðôíi.
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